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1865 年 麦克 斯 韦 提出 了 电磁 场 的 基本 方程 ,随后 洛 伦 茨 提出 了 电磁 场 作 用 在 运动 带电 粒 
子 上 力 的 公式 ,结合 牛顿 定律 建立 了 带电 粒子 完整 的 电磁 -力学 封闭 方程 组 。 这 些 理论 者 是 建 
立 在 介质 不 变形 的 基础 上 的 。 另 一 方面 ,由 压 电 、 铁 电 晶 体 和 高 分 子 压 电 薄膜 等 制 成 的 各 种 传 
感 器 、 调 制 器 、 作 动 器 .表面 声波 器 件 、 红 外 探测 器 .超声 换 能 器 等 ,在 国民 经 济 和 社会 生活 中 的 
高 科技 领域 得 到 广泛 的 应 用 ,这 些 器 件 的 功能 和 可 靠 性 都 和 电磁 场 及 力学 分 析 密 切 相关 。 这 
些 器 件 在 使 用 中 都 会 发 生变 形 ,许多 情况 下 还 和 温度 场 耦 合 在 一 起 。 因 此 在 变形 介质 中 讨论 
电磁 场 、 应 力 应 变 场 和 温度 场 ,很 有 必要 。 这 就 需要 建立 一 门 新 学 科 一 一 电 弹 性 分 析 或 热电 弹 
性 分 析 。 压 电 体 的 现象 学 理论 是 基于 开尔文 发 表 的 热 动力 学 原理 建立 的 ,1910 年 伏 依 格 特 对 
线性 理论 作 了 比较 完整 的 讨论 。 目 前 ,在 电介质 的 非 线性 理论 方面 还 存在 一 些 不 完善 的 地 方 ， 
需 进 一 步 加 以 讨论 。 

本 书 旨 在 系统 地 研究 变形 电介质 中 的 电场 和 机 械 力 的 作用 ,重点 讨论 含 缺陷 的 电介质 中 
的 应 力 、 应变、 位 移 、 电 场 . 电 人 位移. 电势 和 温度 的 分 布 , 应 力 波 的 传播 等 问题 ,以 给 电介质 的 破 
坏 强 度 和 信号 传播 分 析 提 供 可 靠 的 理论 基础 。 本 书 作 者 提出 热力 学 第 一 定律 本 身 包含 了 一 个 
普 适 物理 变 分 原理 ,同时 遵循 连续 介质 力学 的 研究 方法 ,统一 地 从 物理 变 分 原理 系统 地 导出 这 
类 材料 的 线性 和 非 线性 控制 方程 , 且 直 接 导 出 了 麦克 斯 韦 应 力 , 这 有 助 于 解决 以 往 文献 中 关于 
eR EB PK RAR RAR RHA EM , 热 扩散 理论 中 的 惯性 浓度 
理论 ,极其 简单 地 导出 以 有 限 速 度 传播 的 温度 波动 方程 和 浓度 扩散 方程 ;在 压 电 和 和 热 释 电 材料 
波 的 反射 和 透射 问题 中 ,指出 出 现 了 一 个 新 的 表面 波 ,使 问题 得 到 完善 的 解决 ;提出 了 电磁 非 
线性 薄板 一 阶 近 似 的 完整 控制 方程 。 本 书 系统 地 和 叙述 了 作者 和 他 的 合作 者 们 的 工作 ,讨论 了 
国内 学 者 的 部 分 工作 以 及 国际 上 的 一 些 较 为 重要 的 工作 ,力求 反应 当前 国内 外 研究 的 基本 成 
果 。 目 前 在 众多 的 有 关 压 电介质 的 书 中 , 尚 缺 少 一 本 能 严格 按照 连续 介质 力学 的 方法 讨论 的 
书 , 本 书 希 望 能 弥补 这 一 不 足 。 由 于 电 弹 性 理论 综合 研究 力学 、 电 学 和 热学 的 间 题 ,因而 也 扩 
展 了 经 典 力学 本 身 。 

本 书 撰写 由 浅 入 深 , 为 便于 谈 者 阅读 ,安排 了 电磁 理论 和 不 可 逆 热 力学 的 基础 知识 ,给 出 
了 一 些 必 备 的 数学 方法 和 弹性 力学 方程 ,力求 物理 概念 清晰 ,数学 推演 严密 ,结合 工程 应 用 ,可 


ЕЕЕ. 


作为 电 弹 性 分 析 领 域 的 一 本 基础 性 著作 。 本 书 还 适当 地 保留 了 杂志 中 论文 的 不 同 风格 ,以 期 
读者 能 接触 到 各 种 风格 和 方法 。 希 望 能 对 力学 、 智 能 材料 .控制 工程 ,机械 工程 .电力 工程 、 国 
防 工程 .材料 工程 等 领域 的 科学 研究 人 员 ，, 大 学 研究 生 和 工程 技术 人 员 有 所 帮助 。 

文献 中 有 关 压 电介质 的 论文 数量 很 大 ,本 书 只 能 引用 其 中 非常 小 的 一 部 分 ,其 他 资料 读者 
可 从 本 书 所 引文 献 中 查找 。 

本 书 得 到 国家 自然 科学 重点 基金 (编号 为 10132010)、 面 上 基金 (编号 为 10072003， 
10472069) 资 助 ,在 此 表示 感谢 。 

由 于 电 弹 性 问题 比较 复杂 ,公式 推演 和 论文 发 表 前 的 评审 也 较 困 难 , 因 此 所 引 部 分 文献 中 
可 能 会 存在 一 些 问 题 。 撰 写本 书 时 , 因 水 平 所 限 , 仅 对 文献 做 过 一 些 粗 略 的 检查 , 故 书 中 可 能 
会 出 现 某 些 不 当 和 差错 ,希望 以 概念 和 方法 为 重 ,是 请 读者 和 专家 指正 。 
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概论 ”基础 知识 


1.1 压 电 晶体 的 基本 性 质 ”3 


1.1.1 概述 


电介质 材料 可 以 是 固体 (晶体 和 非 晶 体 ) .液体 和 气体 等 ,本 书 主要 讨论 固体 。 某 些 电 介质 
物质 ,在 沿 一 定 方向 受到 外 应 力 场 作用 变形 时 ， 内 部 会 产生 极 化 现象 ,或 已 有 极 化 的 变化 ,这 
种 改变 导致 与 极 化 方向 垂直 的 两 端面 出 现 等 量 反 号 的 束缚 电荷 变化 , 即 产 生 表 面 电 荷 (或 在 其 
电极 上 产生 电位 差 ), 谓 之 正 压 电 效应 。 这 和 导电 材料 的 电 传导 方式 完全 不 同 。Curie( 居 里 ) 
兄弟 1880 年 首先 发 现 了 电气 石 (酒石酸 钾 钠 ) .石英 等 一 些 唱 体 的 压 电 现象 。 这 种 压 电 效应 现 
在 已 得 到 广泛 的 应 用 。 根 据 正 压 电 效应 ,可 制 成 多 种 传感器 。 

一 般 讲 来 , 极 化 有 三 种 情况 :四 在 外 加 电场 作用 下 ,组 成 原子 的 电子 云 相 对 于 原子 核发 生 
位 移 而 出 现 的 电 抢 , 称 电 子 极 化 ;@ 组 成 分 子 的 正 负离子 发 生 位 移 而 出 现 的 电 和 矩 , 称 离子 极 化 ; 
ОЯТА Fa kE ,在 无 外 场 作用 时 , 因 热 运动 而 无 序 排 列 , 并 无 合成 电 矩 ;但 在 外 场 作 用 下 ， 
倾向 于 沿 电场 方向 排列 ,因而 出 现 非 零 的 电 抑 , 称 偶 极 子 取向 极 化 。 

车 在 压 电 体 两 端 施加 电压 , 则 产生 伸缩 变形 , 称 为 逆 压 电 效 应 。 通 常 在 几 百 伏 到 上 千 伏 的 
高 压 下 ,一 片 压 电 陶瓷 片 产生 几 微 米 的 位 移 ; 利 用 道 压 电 效应 可 以 设计 自 适应 结构 中 的 应 变 控 
制 , 以 实现 对 结构 振动 或 变形 的 控制 ;制造 直接 把 电能 转换 成 机 械 能 输出 的 声 马 达 是 一 个 引 人 
注目 的 新 领域 。 . 

热 释 电 效 应 指 的 是 极 化 强度 随 温度 改变 而 表现 出 的 电荷 释放 现象 ,温度 的 改变 会 在 材料 
的 两 端 出 现 电 压 或 产生 电流 ,用 它 可 制作 热电 传感器 件 而 用 于 红外 探测 器 中 。 

Rochelle( 罗 塞 尔 ) 盐 是 最 早 发 现 的 铁 电 晶 体 ,20 世纪 40 AE AN h ë we EK ARB (BaTiO; ) 
铁 电 压 电 陶瓷 ,现在 又 制造 出 许多 新 型 铁 电 压 电 陶 瓷 ,如 错 钰 酸 铝 (Pb (Ti. Zr)O: - PZT), 
КОР,#Ж# 1 BaTiO, , НВ Pb( Mg, МЬ, з) Os FR Ek ER to ME be M RAI PMN -PZT K 
KE, meee ЕН, ВА ñi Be a Be (LiNbO, ) . 8 WAC LiTaO, ) 等 广泛 地 应 用 于 表面 声波 器 件 , 在 光 
HA RIBER G 28 F RABE A. RRA SRR ИЕ ER JE RAY Ea, ЙҮ 
BA ,这 个 回 线 是 铁 电 体 的 标志 。 显 然 , 铁 电 体 是 压 电 体 中 的 一 种 。 铁 电 陶 次 中 虽 存 在 自发 极 
化 ,但 各 晶 粒 间 自 发 极 化 方向 的 随机 性 使 宏观 上 呈现 无 极 性 。 但 若 预先 经 强直 流 电场 作用 的 
人 工 极 化 ,使 各 电 涛 的 自发 极 化 方向 都 择优 取向 而 成 为 有 规则 的 排列 ,除去 直流 电场 后 , 仍 保 
留 相当 的 剩余 极 化 强度 ,宏观 上 便 具 有 了 极 性 ,也 就 具有 了 压 电 性 能 。 压 电 陶 资 的 特点 是 : 压 
电 常数 大 ,灵敏 度 高 ;通常 压 电 陶瓷 除 有 压 电 性 外 ,还 具有 热 释 电 性 。20 世纪 70 年 代 以 来 , 压 
电 超声 换 能 器 在 医学 领域 中 也 开始 广泛 应 用 。 
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半导体 薄膜 传感器 ,如 硫化 锌 (ZnS) . 磅 化 锅 (CdTe) ,氧化 锌 (ZnO) .硫化 锅 (CdS) 等 , 既 具 有 
压 电 特性 又 具有 半导体 特性 。 压 电 聚 合 物 , 是 某 些 合成 高 分 子 聚 合 物 ,经 延展 拉 伸 和 电极 化 后 具 
有 压 电 性 的 高 分 子 压 电 薄 膜 ,如 聚 气 乙 烯 (PVF) 等 ,或 在 高 分 子 化 合 物 中 掺 杂 压 电 陶 次 PZT 或 
BaTiO, 粉末 制 成 的 高 分 子 压 电 薄 膜 。 

压 电 效应 虽 在 1880 年 早已 发 现 ,但 在 最 初 几 十 年 间 并 未 引起 人 们 的 重视 ,第 一 次 世界 大 战 
期 间 , 对 压 电 晶体 的 实用 技术 展开 了 研究 ,第 二 次 世界 大 战 后 ,在 新 型 压 电 陶 资材 料 的 研制 成 功 
后 , 才 获 得 了 普遍 应 用 。 这 说 明生 产 需 要 对 科学 技术 的 推动 。 


1.1.2 晶体 学 中 的 晶 轴 和 直角 坐标 系 


为 了 研究 晶体 的 物理 性 质 , 必 须 有 一 个 参考 的 直角 坐标 系 ,规定 
单元 品 胞 的 楼 边 或 晶 轴 Ca, 5，c) 在 直角 坐标 系 (x，y，z) 中 的 位 置 
(图 1- 1)。 我 们 按 IRE 标准 的 规定 ,分 别 来 讨论 7 TAA 

(1) 三 斜 晶 系 。 品 轴 c 取 为 z Hoy ЗЕ Ва, c 轴 组 成 的 平面 ， 
a 轴 位 于 晶 轴 a，c 组 成 的 平面 并 垂直 于 < SH. 

(2) 单 斜 晶 系 。 取 垂直 于 镜像 平面 的 轴 为 唱 轴 &( 唯 一 的 二 重 
轴 ) Ай а, с RE AO. a, с 轴 间 的 夹 角 B > 90°, 晶 轴 c 
取 为 z Н, ру у 轴 ,z 按 右 螺 旋 规 则 选取 ,因而 位 于 晶 轴 а, 


< 组 成 的 平面 且 在 有 角 之 内 。 
(3) 正 交 晶 系 。 三 个 晶 轴 是 相互 垂直 的 ,并 取 c< a< b, А 图 1-1 曲轴 在 直角 坐标 系 
а, b, c 分别 取 为 z,，y, zB. тиа 


(4) УНАЖ. йа, b, c HMRAz, y, = MA c HORM, а = b, 

(5) ЖРК. SEARA HR z 轴 。 通 常 参 照 六 方 品系 处 理 。 

(6) 六 方 晶 系 。 六 重 轴 取 为 晶 轴 c, 并 取 作 = 轴 。 三 个 等 效 的 晶 轴 aa azs a, H pR 120°, 
其 中 的 一 个 取 作 二 轴 , 按 右 螺旋 规则 选取 选取 y 轴 。 

(7) 立方 晶 系 。 等 效 的 ae, b, с(а = b = c) 轴 分 别 取 为 Xx, у, 2. 


1.1.3 晶体 的 对 称 性 


晶体 结构 的 显著 特点 是 具有 周期 性 ,是 由 结构 单元 (元 胞 ?在 空间 周期 性 地 重复 排列 而 
成 。 唱 体 的 内 部 结构 存在 这 样 那 样 的 对 称 性 ,在 相应 的 对 称 操作 下 ,晶体 的 外 表 维 持 不 变 。 
晶体 的 可 能 对 称 操 作 可 归结 为 :旋转 对 称 .中 心 反 演 对 称 ,镜面 对 称 和 像 转 对 称 。 其 中 像 转 
对 称 操作 是 品格 绕 某 一 轴 旋 转 2x/n 角度 后 ,再 经 过 中 心 反 演 能 自身 重合 的 操作 ;以 及 包含 
空间 平移 构成 的 螺旋 轴 和 滑 移 反 映 面 。 中 心 反 演 对 称 操作 ,国际 符号 记 为 i, 镜 面 对 称 操 
作 , 国 际 符号 记 为 mw。 上 述 种 种 对 称 操作 可 用 张 量 变换 矩阵 [C; ] 的 数学 形式 表示 。 例 如 全 
等 变换 矩阵 ,中心 反 演 矩阵 ,垂直 轴 的 镜面 的 反射 矩阵 和 绕 z 轴 的 旋转 变换 矩阵 为 分 别 为 

1 

1 1 1 

1 


— 1 1 1 1 1 1 cos@ sing 1 
， [ —1 Ji [ 1 7 к cos@ 1 
1 1 1 1 —1 1 1 —1 1 1 1 


式 中 9 为 zy 平面 内 的 矢 径 和 zz 轴 的 夹 角 。 要 上 式 是 一 个 对 称 操作 ,必须 旋转 后 与 原来 的 形状 
重合 。 绕 A 点 旋转 9 后 ,B 点 旋转 到 B 点 ,如 图 1 -2 所 示 ; 按 晶 格 的 周期 性 ,B 点 应 与 A 点 等 


1 


价 ,因而 绕 BARR OR, A 点 转 到 A' 点 ,由 几何 关系 知 A'B'// AB, 而 这 也 应 当 是 一 个 
对 称 操作 ,从 而 АВ’ АВ 的 整数 倍 , 即 有 A'B’ = АВ(1 一 2cos 0) ,由 此 推出 1 一 2cosb 一 
zt, 其 中 为 整数 , 即 上 为 一 1, 0, 1, 2, 3.8 0 = 0°, 60°, 90°, 120°, 180°, A IE 3 0 = 2т/п, 
п = 1, 25 3, 4, 6 时 上 述 旋 转变 换 构 成 对 称 操作 ,这 一 类 转动 对 称 轴 称 为 度 旋转 对 称 轴 , 相 
MFn=1,2,3,4, 6, 分 别称 为 1, 2,3, 4, 6 度 对 称 轴 , 在 国际 符号 中 分 别 记 为 1, 2, 3, 4, 
6。 显 然 ,1 度 对 称 轴 相 当 于 全 等 变换 , 即 没有 变化 。 像 转轴 是 旋转 对 称 轴 和 中 心 反 演 对 称 操 


图 1-2 局 期 性 对 转动 操作 的 限制 


上 述 对 称 操作 中 ,只 有 8 种 操作 是 独立 的 ,他 们 是 1, 2,3, 4, 6,1, m 和 4。 事 实 上 一 度 
像 转 轴 相 当 于 中 心 反 演 ,2 度 像 转轴 相当 于 镜面 反 演 ,3 度 像 转轴 相当 于 3 度 旋转 对 称 轴 和 中 
心 反 演 同 时 存在 ,6 度 像 转 轴 相 当 于 三 度 旋转 对 称 轴 和 镜面 反 演 同 时 存在 。 数 学 上 把 由 对 称 
要 素 组 成 的 集合 称 为 * 群 ", 相 对 于 一 个 不 动 点 ,由 上 述 8 种 独立 的 对 称 要 素 共 可 组 成 32 种 点 
群 。32 种 点 群 分 属 7 个 品系 。 点 群 通常 用 国际 符号 来 表示 ,也 有 用 能 夫 利 符号 表示 的 ,本 处 
不 去 讨论 。 国 际 符号 是 按 一 定 次 序 表 出 各 种 对 称 要 素 ,一 般 情况 下 用 三 个 符号 来 表示 ,也 有 两 
个 和 一 个 符号 表示 的 。 每 个 符号 表示 某 一 方向 的 对 称 要 素 ; 如 某 一 方向 既是 对 称 轴 , 垂 直 此 方 
向 的 面 又 是 对 称 面 , 则 将 轴 的 符号 写 为 分 子 , 面 的 符号 写 为 分 母 。 对 于 不 同 的 晶 系 ,所 取 的 方 
向 是 不 同 的 。7 个 唱 系 和 32 种 点 群 的 记号 列 于 表 1-1. 


表 1-1 7 个 晶 系 和 32 种 点 群 


23, m3, 432, 


43m, m3m 


6, 6,12, 12, 
12, 12, 24 


12, 24, 24, 


注 , 表 中 某 些 记号 的 不 同 写 法 ， ттт (2, 2,4), 3203, т), ят (е, Z, N, 4mm (2 22), 


mm( 23E). 
电介质 晶体 的 电学 性 质 包 括 介 电 晶体 (32 ph), PR BA (20 种 ), 热 释 电 晶体 (10 种 )。 热 
释 电 晶体 具有 自发 极 化 的 性 质 , 在 外 电场 作用 下 ,那些 自发 极 化 方向 会 随 之 改变 的 晶体 呈现 铁 
电 性 , 谓 之 铁 电 体 。 具 有 对 称 中 心 的 晶体 不 具有 上 压 电 效应 。1894 年 ,Voigt( 伏 依 格 特 ) 根 据 压 


хаан ва ноа —@ 


is 
L zB 


wasa 0 


电 晶体 的 结构 特征 指出 ,在 32 种 点 群 的 晶体 中 ,只 有 20 种 非 中 心 对 称 点 群 的 晶体 才 可 能 具有 
压 电 效应 。 这 20 种 非 中 心 对 称 点 群 是 :1, 2, m, 2mm, 4, 4mm, 3, 3m, 6, 6mm 和 222, 
422, 4, 42m, 32, 622, 6, 6m2, 23, 43m, 

压 电 材料 的 主要 特性 参数 有 :中 压 电 常数 ,通常 压 电 系数 的 符号 如 下 选取 :在 正 的 ( 拉 应 力 
或 切 应 力 ) 作 用 下 ,在 轴 的 正方 向 产生 正 电荷 ;四 弹性 常数 :@ 介 电 常 数 :@ 四 机 电 耦 合 系数 ;@@ 电 
BH ;®@Curie 点 等 。 


1.1.4 晶体 切割 所 


压 电 体 是 各 向 异性 介质 ,因而 不 同 切割 方位 的 晶片 ,材料 常数 矩阵 不 同 ,因而 需要 根据 压 
电 元 件 的 设计 要 求 , 选 择 合适 的 切 型 ,唱片 的 切割 方位 按 IRE 标准 的 规定 的 切 型 符号 来 表示 。 
切 型 符号 的 头 两 个 字母 是 cy y, z 中 的 两 个 ,第 一 个 字母 表示 晶片 初始 设 定 的 厚度 方向 ,第 二 
个 字母 表示 晶片 初始 设 定 的 长 度 方向 ;再 用 z, 1, w 分 别 
表示 厚度 ,长 度 和 宽度 方向 的 旋转 轴 , 它 们 都 放 在 括号 内 ， 
随后 顺 次 写 出 旋转 角 , 从 轴 的 正方 向 的 端点 看 向 原点 时 ， 
反 时 针 方 向 的 旋转 角 为 正 。 如 符号 (yzxlwt) @/B/ 更 ,表示 
晶片 初始 设 定 的 厚度 方向 沿 y 轴 , 长 度 沿 z 轴 , 先 绕 它 的 / 
轴 旋 转 Ф 角 , 再 绕 它 的 w 轴 旋 转 Ө 角 , 最 后 绕 它 的 : 轴 施 
转 更 角 。 图 1- 3 表示 GT -切割 石英 的 例子 四， Сул) 一 
51°/45°, 其 中 (yz) 是 初始 设 定 的 平板 ,厚度 平行 于 y 轴 ， 
长 度 平 行 于 z 轴 ,初始 的 2 cRNA to, Hy 轴 一 致 ,晶片 | 
绕 ! 轴 转 一 51"，, 绕 1 轴 转 45", 图 1-3 中 给 出 了 这 3 AA 0051/4 \ 

的 位 置 。 不 同 作 者 可 能 取 用 的 符号 不 同 。 图 1_3 BORER 


1.2 弹性 力学 的 基本 方程 与 平面 问题 的 复 变 函数 解法 


1.2.1 三 维 线 弹性 力学 问题 的 基本 方程 c 


令 介 质 的 位 移 为 &, 应 力 e, 应 变 ,单位 体积 的 体积 力 密度 于 , 则 各 向 异性 体 中 的 弹性 力学 
的 基本 方程 为 (采用 常用 的 指标 记 法 和 张 量 符号 法 ) 


几何 方程 s = Fluted) s= Vutuy) 
运动 方程 dj; thi = ptis Ус +} = рй 
本 构 方 程 бу 一 CynE kl ， =C: 5( 或 简 记 为 = Ce) (1-1) 


在 上 列 诸 方程 中 ,C 为 刚度 系数 。 此 外 要 给 出 合适 的 边界 条 件 。 
对 各 向 同性 介质 ,C 可 表 为 


Cau = Аё; бы 十 GC 8; 十 биби) (1-2) 
式 中 8,24 Kronecker( 克 罗 纳 科 ) 记 号 ,4, С 为 Тате) Ж. 


本 书 中 还 采用 Voigt( 伏 依 格 特 )? 或 紧缩 记号 ,把 应 力 和 应 变 用 六 维 矢量 表示 ， 


Обі = O11» O2 = бәз бз = 6339 бї = 6239 05 = 031s Os = O12 
__ _ (1-3) 
Є — Ell» Es — Ез, Ез — E335 E, = 2єзз ° € = 2831 > & 一 2є\› 
相应 的 本 构 关 系 写 成 
Е; = sy0;» 0: = Cye; (1-4) 


1.22 各 向 同性 二 维 弹 性 力学 问题 的 复 变 函数 方法 号 
寻求 各 向 同性 二 维 弹性 力学 问题 的 闭合 解 和 以 此 为 基础 的 数值 解 , 复 变 函数 方法 是 一 个 


行 之 有 效 的 方法 。 根据 Mycxermmrreara( 穆 斯 海里 斯 维 里 ) 等 的 理论 ,各 向 同性 二 维 弹 性 力学 
问题 可 以 化 成 在 复 平 面 上 求解 两 个 解析 函数 f(z) A (z), Н. 


2G(w + iuz) 一 pg(z) — zg (z) — pz) 
on ton = 2[# (z) +p (2)] (1-5) 
022 — оп 十 21012 = AEZ (x) +g (z)] 


式 中 z = zi 十 izs 是 复 变数 , pO ДЕ Фоо К, $ бе) = dj$(z)/dz。 
在 极 坐 标 系 中 有 


2GCu, + iu.) = 2GGa + iu de® = е#[кё()—ф (е) — ф(х) ] 
с, + ов = ĝi 十 az = 2[$ Cz) + #' (z) ] (1-6) 
on — o, + Biog = (ош — on + Zior) = 2[®ф (е) + y (z) Је?" 


设 АВ 为 物体 的 一 段 边界 ,n 为 其 单位 外 向 法 线 ;s 为 单位 切线 , 沿 运行 方向 ,运行 时 物体 
保持 在 左边 。n Als 可 表 为 (参见 1. 5.4 节 ) 


пу = cos(n, Ё) = dr/ds = ss, m = cos(n, i) =—dzx,/ds =— s; (1-7) 


作用 在 AB 段 的 合力 和 合力 矩 分 别 为 


В — — 
下 一 | G: +in)ds ily) 9 +9@1 
(1-8) 
B B 
M= | cue — 2:4) = Ве [yede — арб) 一 сарбо) |, 


1.2.3 各 向 异性 广义 二 维 弹性 力学 问题 的 复 变 函数 方法 中 7 日 


广义 二 维 线性 弹性 问题 是 指 位 移 , 应 力 , 应 变 等 只 依赖 于 (zt，za) 或 (zi，zs) ,而 不 依赖 于 
x: 或 Z2 ,但 位 移 可 以 有 3 个 分 量 ; 应 力 和 应 变 可 以 有 6 个 分 量 。 求 解 广义 二 维 各 向 异性 线性 
弹性 问题 , 复 变 函数 方法 仍 是 一 个 强 有 力 的 方法 ,但 和 各 向 同性 问题 有 很 大 的 差别 ,需要 采用 
多 个 复 变 数 , 因 而 求解 也 较 复 杂 。 和 通常 弹性 力学 一 样 ,可 以 用 位 移 和 应 力 函 数 两 种 方法 求 
解 。 首 先 JIexamamaxaii( 列 赫 尼 茨 基 ) 用 应 力 函 数 方法 , 较 晚 Stroh (斯 特 劳 ) 用 位 移 法 求解 。 本 
处 用 位 移 法 说 明 求 解 的 一 般 步 又 ,更 详细 的 讨论 见 第 4 章 。 不 计 体 积 力 的 静态 问题 ,用 位 移 表 
示 的 齐 次 方程 为 


ET 


ETEN) 


Ск, = 0 (1-9) 
由 于 讨论 的 是 广义 平面 问题 ,所 以 设 其 解 为 


U=—af(z2), U = [Ww, uz * u], a= Га, ac аз], Ru —afle,i=1~3 


х= r tut: za =l, zz = и (1-10) 
式 中 右上 角 的 字母 “T” 表 示 转 置 。 把 式 (1 - 10) 代 入 (1 - 9) 便 得 
C.a z, z, = 0 (1-11) 
式 中 小 写 英文 字母 取 值 1 一 3 ,希腊 字母 取 值 1 和 2。 上 式 详 细 写 出 为 
[Can + (Care + Crm) + н Com Ja, = 0 (1 - 12а) 
要 a, 有 非 零 解 ,其 前 的 系数 行列 式 必须 为 零 , 即 
| D) | = | Can + (Сав + Cien) + pe Сав |= 0 (1-13a) 


式 中 i 二 1,2, 3 组 成 三 行 ,k 二 1, 2, 3 组 成 三 列 , 所 以 上 式 是 3X3 阶 的 行列 式 , 组 成 gy 的 6 阶 
WE Mp 有 6 个 根 。 如 果 引 入 3 X 3 阶 的 方 阵 Q, R, T 


Q = [Can]; R = [Can]; T= [Cow] (1-14) 
则 式 (1 -12a) 和 (1 - 13a) 还 可 分 别 写 成 
Dla = [0+ p(R+R") + T]a = 0 (1-12b) 
| Die) |=| Q+ RAR) + Т |= 0 (1~13b) 
由 于 系数 Csw 组 成 正定 矩阵 , 故 由 上 式 知 ,w ARERR. KARMEL 
рь == а Tiho В. 22 05 ныз = far k= 1, 2, 3 (1-15) 
由 此 可 知 ,存在 六 个 复 变数 
z, = 21 Hts ma Sl, з= ш, Zem = Br k=l, 2, 3 (1-16) 
对 应 每 个 u 值 ,由 式 (1 -12) 可 求 得 一 组 а, = [ans ав, ав Т MEMRI fi Саъ) АЛ 
А = [ау, as а], fee) = ГА (а), fa) fated Г (1-17) 


Fil ЕН Be КЕ ЖЕП КОШ, Ж U 是 实数 , 解 可 写成 


3 
U = [u] = 2Re >)а,/,(=,) = 2ReLAf (z. )] (1-18) 
j=l 


Еф ajfj (zj;) 是 一 种 矢量 表示 方式 ,表示 и = u; 时 的 解 . 由 于 上 式 中 出 现 3 个 相同 的 指标 ， 
难以 用 通常 的 求 和 记号 表示 ,所 以 仍 引入 记号 У). AG ) 是 一 种 矩阵 表示 方式 。 对 于 大 多 
数 工程 问题 , 式 (1 - 18) 中 的 f;(z;) 可 采用 相同 的 形式 , 取 成 file) = РС) AP q 为 常数 
矢量 。 因 而 式 (1 -18) 又 可 写成 


U = 2ВеГА‹ fz. Dal, ЄТ y= diag[ f(z1),， Д/С), fz) |, 9 = Га, 92 ° аз 17 
(1-19) 


引入 广义 应 力 函 数 更 ,使 

бп =— Dios on = By (1-20) 
则 不 计 体积 力 时 的 静态 问题 ,力学 平衡 方程 自动 满足 。 由 式 (1- 1) 中 的 本 构 方 程 求 出 应 力 , 代 
А2061 - 20) 可 得 


= [Ф,, Ф,, Ф, ]" = 2Re 2167,05) = 2Re[Bf (z. )] (1-21) 
b; = (R7 + 4;T)a,;, В = Lb, Ь,, bs] 
更 严格 地 用 多 复 变 函数 的 数学 理论 来 处 理 问题 ,还 需要 深入 探讨 。 
1.2.4 各 向 同性 弹性 体 中 裂纹 端 部 的 渐 近 场 ” 
无 限 各 向 同性 弹性 体 中 存在 一 椭圆 孔洞 的 解 是 
gS) = TR(5 一 至 ) 一 гк 1 = 


FR 14" 
S(S* — т) 


(1—22) 


KO = PR5 一 2FR ore 5 


式 中 


_ m 一 一 
| (1 - 23a) 
P= 07 +08), T = (8 — of) — ой 


a, 8 分别 为 椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 ,w(5) 是 把 = 平面 上 机 圆 的 外 部 保 
角 变 换 到 复 平面 $ 上 单位 圆周 外 部 的 变换 函数 ;z 平面 上 的 椭圆 边界 变 
换 到 5 平面 上 的 单位 圆周 。 对 于 裂纹 ,有 


b=0, К=з, m=1, z=) = (6+ <) 


(1 -23b) 图 1-4 裂 尖 的 局 部 
坐标 系 
把 解 代入 式 (1 - 6) ,可 得 应 力 场 和 位 移 场 。 把 坐标 原点 O 取 在 裂 尖 的 ата 
局 部 坐标 系 中 (图 1-4), z = ге”, 当 盖 0 时 便 得 裂 尖 渐 近 场 
_ Ky А on J sin 30 Ка ， 30 
в = soos 5 (1 sin -ysin >) = n Š (2+cos 4 > °os 了 )+т 
OK 9 ө 30\ Ка 0， 0 30 
022 = 52995 2 (1+ sin 2 sin >, )+ ae 5 sin > СОВ 了 a2 
_ Ky 0. 0 30 К 16 (у п ја 30 
012 = zy 5 Sin 7.008 % kiy; si 7 ( sin -ysin ә | 
Ky . 0 Ky 
= їп-—, = cos — 
ý т 2 Vi 2 


зван за s s 


1 <= 
‚2 


TEREE 


和 
1⁄4 = Кї cos al 1+ 2si 2) ПЛ JZ sin £ («+1 + 2cos' £ 十 一 全 0 
2G N 2 2 2 2G N 2x 2 2) -Treos 
_ Ky r . g — 2 0 _ Ky r ө р 2 8 1 
из >G М? зіп («+1 2co >) >G Z= сов (к 1 一 2sin F) Z Trsin 8 
„m Ка [иб 
3 G 2 


(1-25) 


RP Кү, 天 r， 天 mn 为 三 种 裂纹 变形 类 型 的 工 型 `.T 型 和 下 型 应 力 强度 因子 ,了 为 常 应 力 。 上 
式 表 明 ,平面 问题 的 1 型 和 工 型 是 相互 而 合 的 , 面 外 前 切 是 独立 的 。 由 式 (1 - 24) 推 出 


К; = lim V TTO? ono’ Ky = lim Vf 2nre bo? Ky = lim М2ткоэз =o (1-26) 


1.2.5 ЕЖ 
对 于 线 弹 性 或 小 范围 届 服 情况 ,裂纹 扩展 的 能 量 准则 为 


х _ Ə(U — W) Ë = dCY: + У) 
За ; da 


me 
a? 
Q 


(1-27) 


sth GARR E ROKR 为 裂纹 扩展 阻力 ,U 为 弹性 应 变 能 ,W 为 外 力 所 做 的 功 ， у. 为 形成 新 
裂纹 所 需 的 表面 能 ,y, 为 形成 新 裂纹 所 需 的 裂 枯 区 塑性 届 服 功 。 计 算 各 时 ,如 局 部 坐标 原点 
取 在 裂纹 虚 扩 展 后 的 裂 尖 处 (图 1-5), 由 式 (L-24)，(1-25) 和 (1- 27) , 按 下 式 计算 得 
G = lim лас" 0) o Ги" u ]dr = pK +K + 20K 
(1-28a) 
E, = т=у РЇ Æ), E = EGFI JJ) 


式 中 A 为 裂纹 虚 扩 展 的 微 长 度 , Z, CA — r, 0) 为 裂纹 虚 扩 展 前 裂 尖 前 方 z, 轴 上 的 应 力 ut 
ulr, т), и-==и(т, —т), Wt 一 Wi 为 裂纹 虚 扩 展 后 的 裂 尖 后 方 上 下 表面 的 位 移 差 。 如 果 局 部 坐 
标 原 点 取 在 裂纹 虚 扩 展 前 的 裂 尖 处 , 则 式 (1 -28a) 应 改 为 


一 


一 一 一 一 


虚 扩 展 前 的 裂纹 


图 1-5 裂 尖 能 量 释 放 率 的 计算 图 


ë _ 1 
= = lim x. ХЛ (т, 0) • Cut—w )dr, = EB, Ki + Ki) 十 区 RS (1 - 28b) 


дА л А rs ut = u(À ту, xn), и =и(А—гу,— m), 
通常 断裂 力学 中 广泛 引入 与 积分 路 线 无 关 的 围绕 裂 尖 的 J 积分 


J =| Cun, — ojnjui,1)ds = |А Cun, — оуп;и, л) 45, U = | uda (1-29) 


式 中 了 为 任 一 条 包围 裂 尖 的 围 线 ,* ОУ ЛЕ ҢЫ ED 为 一 无 限 接近 裂 尖 的 围 线 。 在 线 弹 性 


或 小 范围 届 服 情况 的 断裂 力学 中 , 式 (1 - 29) 中 的 J 积分 值 和 式 (1 - 28) 中 的 G 值 是 相同 的 。 
事实 上 , 当 和 裂纹 相似 扩展 时 ,如 扩展 前 的 解 是 ui = u (Ki; zi: z+); 则 扩展 Aa 后 的 解 为 Ui 一 
u CK» туа, z:) MA Ән / da =— ðu; / Әл, 9 所 以 按 式 (1 一 27) 有 


G= 9и -X =| Haaj T: Sas = | (un, — ognjuia)ds = J 
Әх, r 


1.3 жу! 


关于 有 限 变形 的 理论 有 许多 参考 文献 ,本 处 只 给 出 一 些 基 本 公式 。 

我 们 选取 自然 状态 的 物体 构 形 为 初始 构 形 ,和 它 固 结 在 一 起 的 坐标 系 称 作物 质 坐 标 系 或 
Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 坐 标 系 , 坐 标 用 大 写 的 X 表示 ,其 中 的 物理 量 用 上 方 带 一 短 横 “ 一 ”的 变 
量 表 示 , 下 标 用 大 写字 母 表示 ;选取 变形 后 的 物体 构 形 为 现时 构 形 ,在 和 空间 固 结 在 一 起 的 空 
间 坐 标 系 或 Euler( 欧 拉 ) 坐 标 系 中 描写 ,坐标 用 小 写 的 z 表示 ,其 中 的 物理 量 用 上 方 不 带 短 机 
“一 ”的 变量 表示 ,下 标 用 小 写字 母 表示 。 如 po, poe E, D 分别 表示 在 现时 构 形 中 的 质量 
密度 .自由 电荷 密度 .Euler 或 Cauchy( 柯 西 ) 应 力 . 小 应 变 .电场 强度 和 电位 移 , 而 用 字母 上 方 
带 小 横 “ 一 ”的 量 5, 5, ,5,， Е, DD 分 别 表示 在 初始 构 形 中 的 相应 量 , 其 中 a,，E 分 别 为 
Kirchhof CHARER) 07 1 Green( 格 林 ) 应 变 ;本 书 中 物质 坐标 系 和 空间 坐标 系 将 取 成 同一 
个 坐标 系 , 由 于 两 种 构 形 取 同 一 坐标 系 , 故 u, p 在 现时 构 形 和 初始 构 形 中 是 相同 的 , 即 z, = 
ur ф= 2。 对 于 不 带 微分 记号 的 量 有 Xr = Xi. oy = 0, 等 ,为 了 方便 ,它们 同时 在 本 文中 使 用 。 
但 要 注意 变量 对 大 .小写 下 标的 微分 是 不 同 的 ,如 и, у = Әш / Әх, + Әт„/ ӘХ = ш, „л, р, Zi = 


Әх,/ ӘХ, 等 。 
现时 构 形 中 的 位 置 撩 量 x 由 物质 坐标 系 中 的 位 置 矢量 X 和 时 间 确定 , 即 
x= x(X, O, x=X+u (1 - 30) 
式 中 以为 位 移 。 称 下 为 变形 梯度 ,是 两 点 张 量 ,是 在 初始 和 现时 两 种 构 形 中 描写 的 量 
Е = Әх/ ӘХ, Fu = хы, = ды Бинм, dx = F+ dX (1-31) 


称 C 为 Green ХЕКЕ, Green 应 变 , 它 们 的 表达 式 是 


C= ЕЕ, Ск, = FixF ga = ёк. + Ики. + Мк F им,кима. 
(1-32) 


Єк = +€ I) = 5 (XmKLm.L 一 Su ) = T (ur. + ик 十 Um,kUM,L) 


зан sa ABO 


ve 
= 


suave 


略 去 高 次 项 ,上 式 便 是 小 应 变 时 的 公式 。 体 ( 积 单 ) 元 和 面 ( 积 单 ) 元 因 变 形 引起 的 变化 和 变化 
率 的 公式 为 


d 


ау = ју, Ë= р, w= dV=JdV, a = Jors 


dt dt’ 


ngda = Jxixnida, n, da = da, = IX L пас == JX... d a, 


(1-33) 
ч (ад) = (p, — Vpany da, 4 (да) = (0, — опт) da 


dt 
j=l Tm,K |, J =]! 
式 中 dV, da, vi， n, 分 别 为 现时 构 形 中 的 微分 体积 .微分 面积 .速度 和 外 向 法 线 ; 上 方 加 “一 ” 
的 表示 初始 构 形 中 的 对 应 量 ;7 是 变形 梯度 行列 式 的 值 。 
现 始 构 形 中 的 量 , 如 Cauchy 或 Euler WH @, 体 力 f\ 面 力 T、 内 能 w、 密 度 o 等 和 初始 构 形 
中 的 对 应 量 之 间 的 关系 为 


= _, = роі рт = > 
ак. = }Хк„Х L,nG mn * o=jF oF , о = JX м©),м OMN 


Tk пкда = Т,п, а, k = JX tin 和 me lao T, = Jz xn N x T, (1-34) 
u = ju, р= јр, xk = jf, 
初始 构 形 中 的 电位 移 D; 是 根据 相同 质点 组 成 的 封闭 曲面 内 的 电荷 在 两 个 构 形 中 不 变 的 
原则 定义 的 ,电场 Ei 是 根据 电势 在 两 个 构 形 中 不 变 的 原则 定义 的 , 即 有 
$ D, da =$ Dda, Di = 2Х.„рь› D, = Је, Dy, 5 da = о“ da 


_ _ (1-35) 
Ф 一 Ф» Е; =— ф,1 一 Ф.® mI 一 Em, Ems En = Xim Eli, Pe = Jee 


式 中 о о 分 别 是 现时 构 形 中 的 体 电荷 密度 和 面 电 荷 密度 。 由 上 式 知 , 恒 有 En; = 
Ел 二 一 pg,y。 由 于 DD, EE 是 定义 在 初始 构 形 中 ,它们 的 导数 和 现时 构 形 中 坐标 的 旋转 无 关 , 因 
而 在 有 限 变形 理论 中 使 用 它们 是 合适 的 。 
有 限 变 形 时 ,用 初始 构 形 中 Kirchhoff 应 力 表示 的 运动 方程 为 
CR = ой, p = јо (1 - 36a) 
事实 上 利用 式 (1 -34) 和 关系 GX...) = 0, 由 上 式 可 得 


(GKLTEL),K 一 (JX k, mX тома.) ,kK = IX Kim Xi Fm Lit), jLjK = JG ij 


=> јон, + Jf, = joi; => он fi = ой, 
有 限 变形 时 ,用 初始 构 形 中 电位 移 表 示 的 Gauss 方程 为 
Б = 6 (1 -36b) 
事实 上 利用 式 (1 - 35) 和 关系 (Хк, „0, к = 0, 由 上 式 可 得 
Dri = GXimD md, = IX „Р = JX, D. z ii = jD; > 0,5 = p, 
边界 条 件 为 


х„„бк„лк = Ti, Detix =—3, 或 Wi =U, фф" (1-36с) 
事实 上 利用 式 (1-33)、(1 -34) 和 (1 - 35) ,由 上 式 可 得 


Line OL пк 一 Li LXK, mX „шь ;,кп;да/да = ojyn,da/da => o;n; = T; 


Dk пк = ]Хк„ D, Jz xnida/dā = От да/да= Dn; =— о" 
初始 构 形 中 的 虚 位 移 原理 为 
[sassa аУ – | С равишу —| Ti duda = o (1 - 36d) 


1.4 EKKE 5 KHER EO 


1.41 右 和 左 本 征 方程 
BA, BERDE, u, v 是 矢量 ,物理 学 中 常 出 现下 列 形式 的 齐 次 代数 方程 组 : 
Au = ри, Diu = (A— piu = 0 (1-37a) 
和 
Во= ро, ВТВ = пот, RDU) о = (B-pDv=0 (1 - 37b) 
称 式 (1 - 37a) 为 右 本 征 方程 , 式 (1 - 37b) 为 左 本 征 方程 。 式 中 jy 是 本 征 值 ,w 和 w 分 别 是 右 和 
左 本 征 矢 量 。 如 有 4 = АТ, WHA AZ Hermite( 厄 米 特 ) 和 矩阵 。 显 然 ,如 A 是 Hermite Ж 


阵 , B= A 时 , 或 4 是 实 对 称 矩 阵 , 则 左 、 右 本 征 方 程 是 相同 的 。 要 式 (1 - 37a) 和 (1 - 37b) 有 
解 ,必须 


14 一 xI|= 二 0， 或 |B' 一 xI1 |= 0 (1-38) 


对 于 同一 方 阵 4, 左 , 右 本 征 方程 的 本 征 值 是 相同 的 ,因为 4 和 4 具有 相同 的 本 征 值 。 
设 ji Жи; ЖА 的 不 同 的 本 征 值 ,相应 的 右 和 左 本 征 矢量 为 u 和 w; ,从 而 式 (1 -37) 成 为 


Au; = иш, UJA = pj 0} 
把 上 式 中 的 第 一 个 左 乘 w BOTA u , Ria AB004845 
(ш: — u) UP = 0 (对 is j 不 求 和 ) 


ETER ш Ay AU ЕЗ Ноти, = 0, 即 不 同 本 征 值 的 左 . 右 本 征 矢量 相互 正 交 。 设 riwi; = 
A; , WA 


uu, = A A; 0; (1 一 39а) 
若 4 是 Hermite HH MKC - 37a) E BJ 3t 38 b ЖЕУ 
u АТ = ША = рӣ? (1-370) 


Rl 的 右 本 征 方程 变换 为 5 的 左 本 征 方程 ,二 相当 于 式 (1 - 37b) 中 的 w 。 按 式 (1 - 39a) ,在 复数 


ek sa си —@ 


Гы 
:并 


KERSE 


空间 存在 正 交 关系 : 
uru, = A, A,dx = A:A; 8; » mM и) и; = AA; ð; (1 - 39b) 


上 式 已 应 用 了 Hermite 和 矩阵 的 本 征 值 是 实数 ,这 可 证 明 如 下 。 设 第 7 个 本 征 值 wi BR, 
是 和 其 对 应 的 复 本 征 函 数 , 则 有 


Au; = рш, ША = руй; 
把 上 式 第 一 个 左 乘机 ,第 二 个 右 乘 wu ,然后 两 式 相 减 便 得 


由 于 и; 是 非 平 几 解 ши, 不 为 零 ,所 以 B= Hu; , Вр Bj 是 实数 。 
利用 本 征 矢 量 可 使 阶 复方 阵 和 4 对 角 化 。 具 体 方法 如 下 : 求 出 本 征 值 y; 后 ,由 式 (1 - 37) 
可 求 出 右 , 左 本 征 矢量 H; > v; H U; > vj 分 别 组 成 方 阵 


Ui Uz1 eee 7 
Uin И: (1 40а) 


т 
Vi © ° © °“ Vin 
Ит __ . __ T — H . a 
PT = |: |= [vi 02,0", v] = | : : 
ол Шы °°" Ung" Unn 


由 式 (1 - 39) 推 知 


P= ш, и, **°› и, | = 


Р'ТР = diag[A}, A}, е, AR] = (42), AP = D iua (1 -40b) 
j=l 


由 式 (1 -37) 知 АР = [pots polz, ots рш, ], 从 而 推出 


ог ш ОТШ, ро ОТИ), 5 ра 0 ТИ, 
Р'ТАР = : Га uy, Leu, x "8% 5 Prt, | 一 : : : 一 М 
va 1 Upi, uz Ual, "5 Un V Tu, (1— 41а) 


М = diag[ pr Ai» pe Ak 9 "yy bri | = (pn AÈ > 
由 此 推出 
A = (P’) "MP (1-41b) 


Ж А 是 Hermite 24, Ayu 24FRC - 37b) 中 的 v ,所 以 PT = РТ, 从 而 有 


PTP = (л? oun, — Slay. (ЖЕЗ 
РТР = (Л), A= uu, Dy Tyus (对 i 不 求 和 ) ало 
P'AP = M，PT( 一 人 )P 一 一 M 
ФА 换 成 一 4, 相当 于 本 征 方程 换 成 Au + ш = 0, 从 而 可 推出 上 式 中 的 最 后 一 个 。 对 于 归 


一 化 的 本 征 矢量 ,由 上 式 推出 P'P=I,P = Р, 


1.4.2 一 般 方 阵 的 本 征 值 与 本 征 多 项 式 的 一 些 性 质 


式 (1 -38) 是 jy 的 一 个 多 项 式 , 如 在 此 多 项 式 中 用 A 或 B7 {КЖ EH A BR ВТ 的 本 征 
多 项 式 。 一 般 方 阵 本 征 值 与 本 征 多 项 式 存 在 下 列 关系 ， 
(1) RF ША | =| (А-А) |=| pI 一 47 |, HERA MAT SHA MAES AES 


项 式 。 
(2) 根据 (ul —A)u = 0, ЯСА и) рди 一 0 所 以 4 的 本 征 值 为 咏 : ,本 征 矢 量 为 如。 
(3) Ж | AAT |=| АТ |=| zf —А |, HES A FIAT OAR GEASS. 
(4) Ж PAP HA 的 相似 矩阵 。 根 据 | pT РЗАР | 一 | Po (aI А)Р |=] P> || ш 
А|Р|=|,1—А | 推 知 , 相似 矩阵 有 相同 的 本 征 值 与 本 征 多 项 式 。 

(5) 根据 A'u = А" (Аш) = pA"? (Au) = pj A u = e = ри, ЖЯ и" Ж A" 的 本 
征 值 。 

(6) Cayley - Hamilton (OLIE -E KAD REHE: ЗЕ A 满足 和 其 本 征 多 项 式 相同 的 (矩阵 ) 
多 项 式 。 因 而 任何 4 的 ?次 者 以 上 的 项 均 可 用 其 > 一 1 KE FRR. 


1.4.3 简单 . 半 简 单 和 退化 矩阵 


如 和 矩阵 4 所 有 的 本 征 值 都 不 相同 , 则 由 式 (1 - 38) 可 解 出 各 不 相同 的 本 征 矢量 , 则 称 4 是 
简单 的 ;如 和 矩阵 А 的 本 征 值 具有 重 根 ,例如 jy 是 4 BJ p 重 根 ,但 和 js 对 应 的 独立 本 征 矢量 个 
ЖАЛ р 个 , 则 称 А 是 半 简 单 的 ;但 车 和 jy, 对 应 的 独立 本 征 矢量 个 数 少 于 zp 个 , 则 称 A 是 退 
化 的 。 对 于 简单 的 和 半 简 单 的 矩阵 4 ,独立 本 征 矢 量 个 数 等 于 本 征 值 的 个 数 ,本 征 空 间 是 完备 
的 ;而 退化 矩阵 4 的 独立 本 征 矢 量 个 数 少 于 本 征 值 的 个 数 , 本 征 空 间 是 不 完备 的 。 但 是 可 以 
构造 新 的 本 征 矢量 ,使 独立 本 征 矢量 个 数 等 于 本 征 值 的 个 数 ,使 其 完备 化 。 构 造 的 新 的 本 征 矢 
量 不 是 唯一 的 ,构造 的 新 本 征 矢 量 的 方法 也 不 是 唯一 的 。 通 常 选择 新 构造 的 本 征 矢量 ,和 原 有 
的 本 征 矢量 一 起 ,组 成 正则 化 群 。 本 处 只 给 出 下 列 一 种 方法 。 对 于 右 本 征 方 程 ,和 重 根 a, 对 
应 的 本 征 矢 量 至 少 有 一 个 , 令 为 ua 。 因 为 pj 为 p 重 根 ,所 以 当 j = ps 时 ,行列 式 |D| 一 定 含 
有 因子 G — po) 因而 我 们 可 用 下 列 方法 构造 其 余 的 (广义 ) 本 征 矢量 : 

(A— „Би = 0 OT p RRA) 
(А — poly = 0, ++, (А – и) и = 0, ++, (А – р, ғи = 0 
ЭЎ (А — џи, Du = иы, се, (А pol tte = ира 5 CA po Uy = ир 
(1 - 42a) 


AP I ERMER, BR, БАНКЕ wer 对 应 的 本 征 值 都 是 pr 。 对 于 左 本 征 方程 ,有 类 似 
的 表达 式 


(BT — ADD v » = 0 OT p ЖЖЖ) 
(BT —A,I)’ 0 ppp = 0，…， (В — 4,1) vg» ..., (В? А1)? о p= 0 
或 (B™ — 24,1) V pen 一 U pp» t’ (BT —A,D 0 pao = U pms °". (BT —A,D vn= vp 
(1 — 42b) 


调整 本 征 矢量 中 包含 的 常数 ,可 使 其 满足 式 (1 - 39) 而 正则 化 。 应 当 注 意 , 由 上 面 得 到 的 了 之 重 
根 的 p 个 本 征 矢量 不 是 唯一 的 ,它们 的 任何 线性 组 合 都 是 本 征 矢量 。 
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1.5.1 广义 复 变 数 7, 
广义 复 变 数 z, 和 通常 复 变数 z = z, + iz, = re 不同 ,广义 复 变数 z, = >, tyr. 
ш =a tip RAS и; = i 时 , 广义 复 变数 才 是 通常 的 复 变数 。 在 zx) 平面 上 有 
z; = z tix, = Ке? = r(Reos g+ iRsin g) (1-43) 
式 中 rR Ж, 平面 上 的 径 向 矢 径 , 消 为 极 角 ,而 在 z 平面 上 可 表示 为 
z; = zí + u;z, = (xı +a;z;,) + 8;z; = r[ (cos 0+a;sin0) + i8;sin0] (1-44) 
从 而 存在 关系 


Tiy — Ly + ахз 233 一 Bi x2 


. . . (1-45) 
Rcos ó = cos0+-a;sin0, Rsing = 5100 
上 式 表明 = 平面 上 的 单位 圆 变换 到 =, 平面 上 的 椭圆 (图 1-6), 且 具有 下 列 特点 
Хүр = Ж]; zj = 0, Фф = 0, R = 1, = = 0, 0 = 0 
Ж; — Lis 22; = 0, ф=+ к, К = 1, х, = 0, 0 =+ т 
ZI S Tis їз = 0, ф = an, R=1, х2 = 0, 0 = 2r 
R= уа +B, tan == B; /a; + a, = 0, 0 =+ x/2 (1 - 46) 
平面 
图 1-6 zx 平面 上 的 单位 圆 变换 到 z; 平面 上 的 椭圆 
1.5.2 广义 复 变数 函数 In z; 
广义 复 变数 函数 ln z, 可 以 写成 
In z; = ln rRe” = ]n rR + ig 
В, зіп 0 (1-47) 


2 — 2 РЕ 2 ysin2 0, = 
R cos’ + а;ѕіп 20 + (о + B; )sin'0, tang cos OT asin 8 


由 上 式 知 , 和 普通 复 变 数 函 数 ln = — F, MER 1а z; 也 是 =, 平面 上 的 多 值 函 数 ,使 


用 中 需要 作 割 线 使 其 单 值 化 。 虽 然 几 和 6 的 关系 比较 复杂 0 = 0, 士 x 三 点 上 是 一 致 的 ， 
即 在 这 3 点 上 0 一 少 或 zi 一 Zn。 通 常 选取 从 二 = zn 轴 上 的 某 点 开始 , 沿 负 z, = zi 作 单 值 
化 的 割 线 , 从 而 在 以 该 点 为 原点 的 极 坐 标 系 中 ,y 和 0 都 限制 在 (一 x， zr], 绕 坐 标 原 点 旋转 一 
周 ,ln zx; 获得 增 量 2x。 
1.5.3 广义 复 变 数 函 数 Vz — a 
按 图 1 - 7, 广义 复 变数 函数 Vzi — a 可 以 写成 
Ма] — а? = yz —а; Vz Fa (1-48) 
= /RR em 
取 [一 Cj， a; | 的 一 段 Х| — Xj 为 割 线 ， 则 有 


J xi; a; C Jf xi; аў ) ， x; 一 
2 __ „2 __ — 
Маса, =j 0, y > a (ru < a) 图 1-7 广义 复 变数 函数 V 可 二 可 的 
+1 м а? — zt; » Tj 一 0=, | 21; |< a; 单 值 性 割 线 
(1-49) 


特别 是 在 以 а, 为 原点 的 极 坐 标 系 中 , 当 zj — a = rRe = К (соз р tising) B. r — 0 NEA 


因而 从 无 穷 远 处 沿 zi; 轴 走向 aj ,再 绕 а, 转 到 割 线 上 岸 时 ,by 9 增加 x. MSE a, SBMA F B 
Е, 0, 9 增加 一 x, 故 有 


Në МЕ, $= 0 = 0, 
23 — а; = 
+i Va; VrR, $= 0 =r, 
当 路 线 沿 割 线 上 ,下 岸 再 绕 过 一 a; Ad 0 又 增加 士 x, zu = zi 轴 又 成 为 单 值 的 线段 , AE 
一 oj 的 无 限 小 邻 域内 有 /z? a = Za; (Е. 
1.5.4 椭圆 变换 几何 学 


椭圆 夹杂 和 裂纹 是 电 弹 性 理论 中 常 采用 的 模型 ,因而 这 里 给 出 椭圆 的 几何 分 析 , 方 便 读 者 
查阅 。 在 直角 坐标 系 中 ,椭圆 边界 的 方程 常 可 用 下 列 参数 方法 表示 


zı = acos ф, 2: = bsin ф, z = acos + sin ф (1-51) 


r— 0 (1-50) 


式 中 2a 和 26 分 别 为 椭圆 的 长 、 短 轴 长 度 ,y HREM. c= Ма? — Б? 是 半 焦 距 。 在 实际 问题 的 

讨论 中 ,常用 变换 的 方法 把 > 平面 变换 到 5 平面 ,然后 在 变换 后 的 平面 “上 讨论 问题 。 变 换 时 

把 椭圆 边界 工 保 角 变换 到 5 平面 上 的 单位 圆周 Y, у 上 的 点 记 为 oa。 这 种 保 角 变换 函数 为 
a—b 1 _ z+ fz? — (а? — b°) 

6+ 2 ç? ç atob 


— — 1 _ ate _a—b 
z= 05) = R(ç+m =), R= 2 тс 


a+b 
2 


z = w(6) = 
(1-52) 


зви анса: —Ө 


g 
29 
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上 述 变换 把 椭圆 的 外 部 单 值 地 变换 到 单位 圆 y 的 外 部 ,但 椭圆 的 内 部 并 非 单 值 地 变换 到 
单位 圆 y 的 内 部 , 它 把 z 平面 上 由 一 c 到 * 的 一 段 实 轴 Po (分 支线 段 ) 变换 到 5 平面 上 半径 为 
p = М (а – Б) /(а +6) < 二 1 的 圆周 yo。 所 以 变换 函数 把 = PRL 的 内 部 变换 到 5 平面 上 的 
环形 域 po 委 6 科 1,0 科 9<<2r( 图 1-8)。 由 此 可 看 到 ,区 域内 部 问题 的 保 角 变 换 比 区 域外 部 
的 要 复杂 。 


图 1-8 含 椭圆 孔 的 z 平 面 到 V 平面 上 的 变换 
(a)z 平 面 ;(b)V 平面 


在 5 平面 上 单位 圆周 yY 上 的 微 元 弧 长 d 和 在 = 平面 上 椭圆 夹杂 边界 上 的 微 元 弧 长 ds 分 别 为 : 


dË = 1546 = de”de™ = dy 
ds? = ded = o (S) w (S)d ç d$ = р, р = a'sin’ g Б сов? 

对 二 维 平面 上 任 一 曲线 工 ,观察 者 沿 其 切线 方向 s 反 时 针 方 向 运行 时 ,使 所 讨论 的 物体 保 
持 在 左边 ,法 线 方向 指向 物体 边界 的 外 部 ,如 图 1—9 所 示 , 这 和 式 (1 -7) 采 用 的 规定 相同 ; 
这 是 绝 大 多 数 文献 采取 的 沿边 界 运 行 的 路 线 或 选用 的 边界 自然 坐标 , 称 为 第 一 种 运行 方式 或 

选用 的 第 一 种 边界 自然 坐标 系 。 按 图 1 - 9, 得 到 和 式 (1 - 7) 相同 的 公式 

n = s: = cos 0 = dzxs/ds， ng =— s, = sind =— dx, /ds (适用 于 任何 曲线 ) 

ах, /4з = bcos Wp， dzxi/ds =— asin y/p( 适 用 于 椭圆 ) (1 – 54а) 


(1-53) 


(а) (b) 
图 1-9 边界 曲线 的 法 线 和 切线 (第 一 种 边界 自然 坐标 ) 
但 也 有 些 作者 采用 沿 工 的 切线 方向 s 运行 时 ,使 所 讨论 的 物体 保持 在 右边 ,法 线 方向 nn 仍 
指向 物体 边界 的 外 部 ,如 图 1 - 10 所 示 ,我们 称 之 为 第 二 种 沿边 界 的 运行 方式 ,或 选用 的 第 二 
种 边界 自然 坐标 系 。 此 时 有 


ny S2 cos 0 dz;/ds, m = sı = sin 0 = dxi1/ds( 适 用 于 任何 曲线 》 


з, L 
$ 
0 
й 
о Tı 
(a) (b) 
图 1-10 边界 曲线 的 法 线 和 切线 (第 二 种 边界 自然 坐标 ) 
dz,/ds =— bcos ф/о, dzı/ds = asin W/po( 适 用 于 椭圆 ) (1 -54b) 


根据 取 用 的 文献 不 同 ,本 书 将 采用 上 述 两 种 规定 中 的 一 种 。 

1.5.1 节 讨 论 过 广义 复 变 数 z, = ад Бухг, p; = a; tif. z; 平面 上 的 几何 图 形 由 z 平面 
上 的 几何 图 形 通过 仿 射 变 换 得 到 。z 平面 上 椭圆 夹杂 边界 厂 上 的 点 Cacos ó + ibsin g) 对 应 于 
z; 平面 上 孔 的 边界 点 acosy 十 pp sing, 或 acos +a;bsin g+ IBbsin 2, 式 中 yy 为 实 参 数 , 它 是 
6: 平面 上 的 极 角 。 把 所 有 这 些 边界 变换 到 6; 平面 上 的 单位 圆周 y 的 变换 函数 为 


е, = w (Si) = [ta — ipb) S; + (а + ipgb) 571] 


(1 - 55a) 
g 5 мх — (a° +p *) l _ z — vz — Са + yb") 
а— ipb * Gj atin 
很 多 作者 把 上 式 写 成 下 列 形式 
z; = c; S; +d; G, S; = (z; + f/x? — Aed; )/2c; (1-55Ь) 


с; = (a—ipjb)/2, di = (a + in;b)/2 GR Н ; ЖЖ) 
4S; 在 单位 圆周 y 时 , 即 S; = ре 时 , z; 便 位 于 各 自 =, 平面 上 的 孔 的 边界 上 。 上 述 变换 
函数 在 w (Si) = (а — ipb) — Cat ipb) 6° /2 一 0 处 存在 分 支点 5u ,或 
1— mj Sy = 0, бу =+ ym; =+ рое, p 一 | ym; | 
— 4, _ ating _ (a° — pu 0) til; — Bab _ 5 rin, (1 = 56а) 


C 


j ; а ір а? + p; pib? — ius — p ad 0; 
+ 
б) = т; M; = [ а + iub) (а ір) 17 [а – іи) (а imb) |= 
a? + p; pib? — (au; — руда 
е = „/Т (а Fino Са ір) 17 [Са — ів) Ca ір) ] 
在 2; 平面 上 的 分 支点 土 zo; 相 应 地 为 Zo = 2 c,d; 或 


Ax, = ба — ipb) (60 +m; $5)/2 =+ Sla F inb) 0а imb) =+ Ja + ee? 
(1-57) 


<1, Imp, >0 (1 - 56) 
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S; 平面 上 以 半径 为 oo 的 圆周 Г, ABW 2; 平面 上 以 士 zo 为 端点 的 直线 段 , 即 有 


= [Ca — 1ш) poe + (а + ipb) буе #]| = 


Е Мен + eww et) = 
ма? + и b? cos( — фуу) (1-58) 


在 = 平面 上 ,zx = уа? — PÉ =+e, УШШ k. Ale, TRER -554E = 平面 上 
椭圆 孔 的 外 部 S- 和 所 有 zi 平面 上 对 应 的 边界 外 部 变换 到 5 平面 上 的 单位 圆周 y 的 外 部 Q-， 
而 且 变 换 是 一 一 对 应 的 。 但 是 正如 式 (1 -57) 和 (1-58) 所 表明 的 ,把 2, 平面 上 椭圆 的 内 部 变 
换 到 5 平面 上 的 圆 环 域 ， poi < p < 1, 0 < 0 < 2п,2 0: о; < 1, Qo : p; < po; 


SS 


1.6 Riemann - Hilbert( 黎 曼 - 希 尔 伯 特 ) 问题 5 13; 141 


1.6.1 纯 量 函 数 的 Riemann - Hilbert 问题 
WER FE z 上 由 ?条 互 不 相交 的 光滑 线段 工 ,其 端点 


A ars b, PE a, Wo, 为 正方 向 ab, 正方 向 运行 时 ,其 j APAN 
左边 为 正 “十 ”右边 为 负 * 一 ”,L; 的 集合 记 为 (图 1 -11)，9 增 加 方向 
世上 的 点 用 上 表示 。L 上 给 定 满足 Halder( 贺 德 ) 条 件 的 函数 f DA, 
g(t) Al fO) ,现在 寻找 下 列 边 值 问题 的 解 ` _ 
FY G)—gF_ G) = f(t), z€ L (1-59) с, b 
1) 齐 次 问题 的 解 T 
= = 图 1-11 互 不 相交 光滑 曲线 上 的 
首先 讨论 齐 次 问题 Riemann - Hilbert 问题 
Е D~ gF (t) = 0 (1-60) 


的 基本 解 。 令 基本 解 为 


Xo(z) = Ц 0-а) 0 b)" (1-61) 


k=] 


上 述 函 数 是 多 值 函 数 , 需 作 一 条 割 线 使 其 单 值 化 ,这 些 割 线 通过 上 述 线段 延伸 到 无 穷 远 处 , 且 
通常 取 下 列 分 支 : 


Xu(z) = L+ Spt ., | z |- cc (1-62) 


当 围 绕 a, 由 正 边 绕 到 负 边 时 ,以 a, 为 中 心 的 极 角 9 为 逆 时 针 旋 转 , 按 通常 的 习惯 9 是 增 


”加 的 。 当 围绕 b, 由 正 边 绕 到 负 边 时 ,以 b, 为 中 心 的 极 角 Ө 为 顺 时 针 旋 转 ,9 是 减少 的 。 所 以 


对 于 两 种 情况 都 有 
Xo) = em Хе (1), 或 Xi (10) = e° Xç (t) (1-63) 


HEES e” = g, W| Xo() 是 齐 次 方程 的 解 。 所 以 


ту — „._ Хә (D «ying а |2110 
е & AGR RY = 3 一 Oni + 5,00 < 2л (1-64) 
利用 式 (1 - 64), 齐 次 方程 式 (I - 60) 可 以 改写 为 
Ft) Foa 


е Ft(t) _ F (t) 
XG) Хб) 0, RIFO Хес)’ 
ERP Ft G) XI G) EE L ЖЕЛ ЕЕВС, Р / Xo ORE L h b 3: 4-8 
析 函 数 的 边 值 ,在 工 上 它们 又 相等 ,因而 可 以 通过 革 相互 解析 延 拓 ,构成 一 个 除 无 穷 远 点 外 的 
全 平面 解析 的 函数 F(z)/X。(z) ,无 穷 远 点 可 以 是 极点 。 根 据 刘 微 尔 定理 ,F(z) /XCz) 是 一 个 
多 项 式 P(z) 。 如 果 要 求 在 无 穷 远 点 也 正则 ,那么 P(z) 是 一 个 不 超过 nn 次 的 多 项 式 , 即 


F(z) = Xo (z)C(z), C(z) = С," + Criz 十 … 十 Co (1-66) 


2) 非 齐 次 问题 的 解 
利用 式 (1 - 64) , 非 齐 次 方程 式 (1 - 59) 可 以 改写 为 


ЕТ (у F°@ _ ft) _ 
FQ) Хуу Kao ts? (1-67) 


利用 Cauchy 公式 ,上 式 的 通 解 与 特 解 之 和 为 


t€ L (1-65) 


_ Koz) Jf G) dz _ 
F(z) = Sf Bitty HREOC) (1-68) 


式 (L-66) 和 (1-68) 表 示 的 解 在 线段 L, 的 端点 a;， b, 处 是 奇异 的 ,特别 适合 裂纹 问题 。 
形 如 式 (1 – 68) 中 的 积分 


_ 1[ /Wa _ 
Фе) = mil, (t— z) (1-69) 


称 为 在 L 上 给 定 边 值 的 柯 希 型 积分 , 式 中 f(z) 在 L 上 满足 Holder AF. BRE RLV ` 


数 , 它 在 上 上 的 边 值 由 Сохоцкий – Plemelj ( 沙 霍 茨 基 - 拍 菜 米 里 ) 公 式 确定 
+ _ 1 1f f@de _ ____1 1f Хаг 
2 б) = Fh) +], mn)’ $ G) zI + уд, rs 


1-70 
1f Хоа € ) 
лї (£ — to) 


Ф (6) — 6 (0) = flr), Ф (&) Ф (to) = 


如 果 要 使 解 在 某 个 端点 c 处 有 界 , 则 只 需 把 式 (1 - 61) 乘 以 (z 一 c;), 因 (z 一 c;) 在 工 的 两 
边 取 同 一 值 , 故 不 影响 前 面 的 讨论 .显然 , 解 乘 以 (一 c) 后 还 是 解 。 

根据 广义 复 变 数 的 定义 知 ,z 和 z; 之 间 是 一 种 仿 射 关系 。 由 式 (1 -45) 可 以 推出 ,上 面 的 
Hilbert 问题 和 其 相应 的 公式 可 以 推广 到 自 变量 为 广义 复 变 数 的 复 变 函数 。 


1.6.2 矢量 函数 的 Riemann -Hilbert 问题 


对 于 有 m 个 分 量 的 矢量 函数 ,Coxomxr 痢 - Plemelj 公式 式 (1 - 70) 仍 然 成 立 , 只 是 取 矢 量 
形式 。 即 对 矢量 函数 的 Cauchy 型 积分 


яшны ш иса —@ 


h. 
L: 
性 
: 理 
论 


Paid. G — z) 2-7) 
有 
Фф (6) = f(t) + | fad, @ б) = Ff) +55. foe 
D %)—Ф (б) = fl), Gy) +H б) = | 9% 172 
现在 来 讨论 矢量 形式 的 Hilbert 问题 。 式 (1 - 59) 现 在 取 形 式 
FTG)—gF @)=f@, Frm —g ;F7 G) = f(t),tEL (1-73) 
Ùt g X Hermite SERE, AW det g Z 0。 首 先 讨论 齐 次 方程 组 
Fa) —gF (0) = 0, FIG) —g F; G) =0,1tEL (1-74) 
类 似 于 式 (1 -61) ,假设 齐 次 方程 组 基本 解 为 
Ko 2) = [Xa (2), Xole), ty Хы (DDT = ӘҮ, (z) 
Xu (2) = ао (z), Y. G) = Te- ау 6)" пс 
类 似 于 式 (1 -63) ,由 式 (1-75a) 可 得 
X; Gi) = e” X (1), BR X; G) = eX) (t) (1-76) 
因为 基本 解 满足 式 (1 -74), 所 以 把 式 (1-76) 代 人 (1-74) 便 得 
7X) (t) 一 8SXT (1) = 0 => (е? go = 0 (1-77) 
要 使 о 有 非 零 解 ,必须 其 前 的 系数 的 行列 式 为 零 , 即 
| eaT —к|=0, 1 = diag[1, 1, =, Up (1-78) 


上 式 是 一 个 本 征 方程 。 如 果 上 式 有 解 , 则 式 (1 - 74) 成 立 。 由 上 式 可 解 得 т 个 本 征 值 ; 
etn, е? eee, е2, (1 -77) 可 求 出 对 应 的 本 征 矢 量 oO”, oO, , о? TRF 
es 的 解 用 带 上 标 ( 芭 的 wm 中 表示 ,对 同一 个 本 征 值 ,不 同 的 ы? 相互 之 间 存 在 确定 的 关系 ,和 
材料 常数 相关 ,只 有 一 个 是 独立 常数 。 进 而 由 式 (1 - 75a) 可 求 出 基本 解 为 


XP G) = e YP (2), XP (2) = wf YP (z) 


n (1 - 75b) 
Ф (ш) = [| (еа) 06), i, j= 1, 2,0, m 
k=] 
1) 第 一 种 解法 
基本 解 的 全 部 组 成 方 阵 PC(z), 即 有 
Р(2) = [Х (z), XP (z), б, ЖУ? (2) | = ROCC), Pil) = Х Cz) 
(1-79) 


Q(z) = (Y6*) (z2)) = (YP (2)) = diag[ Y (2), ++, YE"? (z) ] 


2 一 Leo? ， в“? 7 ts 0“ | 


APY (z)) 和 《CY67?(z)) 表 示 同 一 个 意思 ,本 书 将 同时 采用 。 按 照 基本 解 的 性 质 有 


P*@—gP G) =0, g=P'@M(PwOT.teL (1-80) 
把 式 (1 - 80D RAC - 748 
[PEO] oF (0) – [Р (0) F (0) =0,;Є L (1-81) 


ERB [PO] F a), [Ру]! Е G) 是 某 个 在 无 穷 远 正则 的 全 平面 解析 的 函数 
[P(z)] 下 (zx) 的 边界 值 , 即 齐 次 方程 式 (1 - 74) 的 通 解 F, (z) >J 


[Р‹(е) ] 1F,(z2) = C(z), F,(z) = P(z)C(z) 
C(z) = ГС, (z), С, (z), tt, С.С) 17, С, (z) = сь" 十 сь, nl zt 十 … + Cio 
C(z) = eaz” +e, az” + со» ©, = (сь з Ck, п-19 "ys сы)? (1-82) 


如 果 人 允许 在 无 穷 远 点 有 阶 极点 , 则 CC(z) 为 不 超过 十 p 阶 的 矢量 多 项 式 。 
PR - 80) 代 入 非 齐 次 方程 (1 - 73) 得 


[PTG] ЕХ) —[Р TIF (т) = [РО som, € L (1-83) 
EREL POJ FORRAN. Н Cauchy 公式 可 得 上 式 的 特 解 F# (OW 
7 _ 1 fade _ PC) ШО _ 
[P(z) | Fe (z) = nil Pr DOs)’ Е (2) = ori сетете] (1-84) 
非 齐 次 方程 (1 -73) 的 通 解 为 
_ _ /Wd 
FG) = Fole) + Fa (2) = P(e) [C@ +h) русу] (1-85) 
step f(t) /P+ (1) 应 理解 为 [LP* DIF). 
LAOI fo) = fa) = [А@), О, fl (1-86) 
非 齐 次 方程 (1- 73) 的 通 解 式 (1- 85) 可 以 更 详细 地 写 为 
_ f dt CD ДӨТ? ‹› 
к=) = PC 天 | FPS сс] x of, BLS +С” ошо |+ 
Ў. оа ў. сё 9-80 
(2) 2 (tide (2) (m) m(t)at (m) 
XP (z |5), аа + CO (z ‚е HXP (е 5), — С œ ] 
2) 第 二 种 解法 


上 述 问 题 还 可 通过 解 耦 的 方法 来 求解 。 这 可 如 下 进行 :由 于 8g 为 Hermite 和 矩阵 ,所 以 对 应 
不 同 本 征 值 的 本 征 矢 量 在 复数 空间 相互 正 交 。 仿 照 式 (1 - 40), 现 在 我 们 组 成 本 征 矢 量 oy” 的 
方 阵 只 。 按 式 (1 -40) 和 (1 -41) 有 


О = [oe oo ,om]， ОО = А, QT = ОА”! 
Ogn = M, M = diag[ e=" Aj 9 ***› etm Д? | а ~ 88) 
А = diagl Aj , А? sy AZ, | ; А? = ow D + as? ws? 十 … Fo? w 
把 式 (1 - 73) 两 边 同时 左 乘 7 ,并 利用 式 (1 - 88), 则 有 


ОТЕ ОУ — (QEO OF (一 DTPF+O 一 MA ОТЕ (т) = Of 


нан ва ucu 


Eee TIS) 


МА = diagle’™ , е2, ee, m] = (e. ) (1-89) 
从 而 式 (1- 89) 还 可 写成 下 述 解 耦 的 边 值 问题 
у+ (1) — МАЧ (0) = f' (0), PEO —е”%арү (т) = fi G) 
PEG) = ОТЕ*(, f° O=ASD 
上 式 中 更 (z) 的 每 个 分 量 都 是 纯 量 函数 的 Hilbert 边 值 问题 ,因此 按 式 (1 - 68) ,其 解 可 取 为 


(1-90) 


= 7 人 _ fi @d _ 
W,(z) = P (| alc’ G) + za oul! 
_ 1f wif Wd (1-91) 
Се) = 062) асса) 十 zal, (#— z) | 
Q(z) 一 (ҮТ? (&)) б Cz) = e,z” Feraz! 十 see 十 co 9 一 = [c , cy? ‚ °". сео |? 


求 出 更 (站 后 , 按 Fe) = DTW x) R F(z) HEMT = (AT = OA. Mit oo Bf, 
Р ХО) -at 十 十 m 十 it 十 …， 按 照 本 章 后 面 的 公式 (1- 131), 2601-91) 
的 积分 可 积 出 为 

1 | fi (Hdt — 1 Ee (z) — gel — ane — ai? | 


Эх. FOG) 12е ҮР) “' 
从 而 式 (1 - 91) 可 写成 更 明显 的 形式 


Vz) = Wz) ACC) + (1 — IF (z2)LQ(z) T! — Са + Бао) 1) 


fi (z) 
YP (= ) 


(1-92) 


V(x) = ҮЗ D (z) (AIC? 2 z) ++ 1 1 — е?“ уру — (a; z’ ++ :十 ao 1) 


现在 来 证 明 两 种 方法 的 结果 相同 。 计 及 ОТ = 24-。 按 式 (L-90) 和 (1- 918 


QQ f(x dat 1- 
L о (21) (x1 一 z) 


F(x) dt _ 
поо) [со + nil, 207 (х) (2 — z) | Е 


了 (zl)dzi 
Р) RO T+ zl, Р Cz) Cz 一 may] 


— ө-т — 一 1 
F(z) = BT Yz) = 04-10(z) [acc + 去 | 


上 式 和 式 (1- 85) 相 同 。 特 别 是 对 归 一 化 的 2 f QTQ = А = 1, 01-91001 – 92) ФА 
可 以 合并 到 CCz) 中 , 仅 为 讨论 方便 而 引入 。 


1.6.3 具有 广义 复 变 数 的 矢量 函数 的 Riemann -Hilbert 问题 

电 弹 性 理论 中 经 常 遇 到 有 m 个 分 量 的 函数 F(z. EL, 上 的 边 值 问题 ,F(z, ) 的 不 同 分 
BHFG=1,2,-+,m 是 各 自 广 义 复 变数 z; 的 函数 , 即 有 Е, (2). 本 处 介绍 的 方法 适用 于 
L, 在 х1 Sew L, 在 zi 轴 上 ,所 以 所 有 的 2; Ф х. 轴 上 都 是 xi; = Zlio 因而 过 到 的 仍然 是 


式 (1 -73) 表 示 的 矢量 函数 形式 的 Riemann - Hilbert WHAM MCR Fe. EL, 上 的 边 值 
问题 。 即 找 下 述 边 值 问 题 


FH —gF- ( = 0), Е 0) — g F; G) = fi(t),t EL (1-93) 


的 解 Fz.) AP Е, f 为 矢量 函数 ,而 且 F(z, ) 的 分 量 是 各 自 广 义 复 变 数 z, 的 函数 ,不 是 同 
一 个 复 变数 z 的 函数 ;8 为 Hermite 矩阵 , 即 有 g = кт. 本 章 1. 2. 3 节 给 出 了 这 种 情况 的 各 向 
异性 弹性 体 的 例子 。 

D 用 和 失 量 形式 讨论 一 般 情 况 的 解 

由 于 z; 可 以 看 成 z 平面 到 5 平面 的 线性 变换 ,其 中 所 = а Галх, & = Biz, 因而 在 z 平 
面 上 可 微 的 解析 的 函数 ,在 z, 平面 上 也 可 微 和 解析 ,反之 亦 然 。 所 以 可 以 采用 下 列 解法 。 

© 第 一 种 解法 。 先 把 式 (1 - 93) 看 成 是 > 平面 上 的 矢量 方程 , 按 式 (1-85), 其 解 为 

morgad, 

L (t— z) 
Р(х) = [XP (2), XP (а), ++, ХУ” (2)], Pale) = ХФ (x) 


然后 把 第 7 个 分 量 FE;(z) 中 的 自 变量 > 改写 成 w ERE z; 平面 上 的 解析 函数 。 从 而 原 
问题 式 (1 -~ 93) 的 正确 解 便 是 ; 


1 
F(z) = PCz) [ceo + | сой 


+ 一 1 
F(z.) = Ре.) |C.) +] LP* (2)] Кош 
Tl 


L Ct—2z,) 


Е;(2;) = P, (z) (C° (zi) H Al, (= огло Liat) о 
显然 ,上 述 解 满足 原 问题 的 边界 条 件 。 
@ 第 二 种 解法 。 把 式 (1 - 93) 等 式 两 边 同 时 左 乘 Q , MA 
+) — MATE = р" G), PFA) er (0) = fi (t) 
Vt) = OMOEA), f'` GD = ЮТС) fO (1—96) 
lz) = YP (D| CP с) + aI, wget |, YP (e) = П (еа) (е Ы) 


LAE 到 (=) 解 耦 的 边 值 问 题 , 因 此 其 解 仍 为 式 (1-91) 和 (1 -92), 求 出 更 (z) 后 , 按 F(z) = 
T(z) = QATW 2D) RF), 然后 把 第 j 个 分 量 Fj;(z) 中 的 自 变 量 z 改写 成 z; 即 可 。 

2) 用 分 量 形式 讨论 二 维 问 题 的 解 

作为 例题 ,用 分 量 形式 讨论 二 维 问题 。 此 时 边 值 问题 是 


{тө} єп gel (FiO) [f 

-E Elro to] w 
Fi (t) 81 Bz- (Fs (Р) f, G) 

类 似 于 式 (1 — 75) ,假设 基本 解 X. (z. ) = [Xo (z), Ха) 1 取 下 列 形 式 


Xo (zi) = a П — аһ)? (z — Б.) ° Xog (za D = wz П (25 — а) Cz — Б) Cb) 
k=1 


k=1 
类 似 于 式 (1- 76) ,有 
XAG) = hi, R Xi = е9 Ха (t) 
XG) = e XR), R Xy GO) = eX (t) 


因为 基本 解 需 满 足 式 (a) ,所 以 把 式 (c 代 人 (a) 便 得 


(с) 


CON ECI 


EITEN) 


exa) 一 gu Xo (8) — gir Хо (2) = 0 => (e — guwa — gua: = 0 


eX (0) — gn Xa (0) — gn Xu) = 0=>— gaon + (e°? — gn)an = 0 (d) 
要 使 Wis we 和 Xo , Xz AES S , 必须 让 其 前 的 系数 的 和 行列 式 为 零 ， 即 
(е2? — g ) — £12 | . 
" 2 |- 0, Се — gu) (е2 — g,,) — giga = 0 (е) 
— 821 (ee — grz) 


上 式 是 一 个 本 征 方 程 。 如 果 上 式 有 解 , 则 式 (a) 成 立 。 由 上 二 式 可 解 得 两 个 本 征 值 : ex" , е! 
和 两 组 本 征 矢量 。 记 对 应 于 ew 和 e*"% 的 解 分 别 用 上 标 (1) 和 (2) 表 示 , 则 相应 地 有 两 组 本 征 
矢量 o”, wo ?和 两 组 基本 解 XP (z, ) 和 XP (z, ) ,用 基本 解 组 成 方 阵 PC(z,), 即 


XP Cz.) = ІХ (21), XP Cz.) |, XY (z, ) — [Xç (э, ® Cza) |7 
XP (z, ) D Cz) 


| P, (z;) = XẸ Cz) 
Q? (2, ) XY (2, ) 


Р(х.) = [XP (х, ), XP (z, )] = Ë 


; 1 
ein = z Llen + gx) + V (gu +82)? 十 4gizgo ] Cf) 


i 1 
е?» 一 s Len + £22) 一 V (gn + g22) + hgiz ga ] 


2niy, __ 
о — ° “° Bll cp _ 821 (д 
w — WI — ony, а 


812 е i — gr 
© 第 一 种 方法 。 根 据 前 面 的 说 明 , 先 在 z 平面 上 求解 ,也 就 是 把 2, е, 都 写成 x。 按 式 
(а) ~ (f) , Ж 
ga) = POPPO], € L 


gu 8и Pt KPO) Фо) XP 7 (g) 
| FI P+ (t) oy dle (pe (т) oy] 


82 822 
把 式 (g) 代 人 (a) 便 得 
[р (0) ЕХ ()—[Р GJ F (т = (PMT fm, t € L 


| PEWO xe oT FTO) po ХР ӨТ! FG) ЛАФ 

Pt) Pt) Fš (t) XP) ҳ2- (z) Fs; (t) F, (z) (h) 
F (2) ҳит хФ+ 一 1 Л 1 XY f, — X++ fy 

f, G) Е | T хе. 户 XPT 一 ХХ" Хор + ХР}, 


上 式 的 解 为 


—1 
F(z) = [XP G), XP оС + 到 | POT дон) 


L (t— z) 


I, Arde. owg ) G) 


Fe] Xç (z) о] t—z 
Е, (z) @ б) X; (z)J| | Ў) 


- + СФ (x) 
2кіЈ t—z 


回 到 原 问 题 ,其 解 为 


F Cz) = Pelz LOA. cog DHR? Go| ss АОФ | бш, D] 


2л. t—z NiJr t— z, 


GQ) 


F, (æ) = XP eol fiDdt owe 5] 1] Ф| C? (z) | 


L £ — 20 oni, t — zz 


由 于 在 边界 上 z, = zx = 1 对 边界 上 任 一 点 有 zio = =» 一 名， 所 以 易 证 上 式 满 足 原 问题 的 边界 
条 件 式 (a) 。 事 实 上 按 式 (1 - 72) ,在 边界 上 有 


зу Ate у Lf fd v тя Lf Fide 

fio) = 5 лч) sal, Gon LH yf G) rr G O 

wey 1 jdt “1 к 

f: (lo) = > fa (to) =], G-n’ O =a Badtz], G— th) 
代入 式 (iD 或 <j) 便 得 


工 7 1 fidt (1) 
a =[ t molas i лөт ml, (t— to) +С) 
F; Co) XPE) ХС) f, dt 


zal, (t— to) 


+ C Cty) 


_— 1 | 1 | fide (1) 
pe К XP (0) xP o] z NDE a Gon С G) 
F; (to) be (to) (м) ~ Lf Yadi 


L (t— to) 


+ C® Cto) 


2ni 


所 以 有 


| D+ (2) ХИ" ӨТ" FiO о хот Fy (£) fic) 
=) Хас) oa 3 G) Ху С) обо! 
上 式 正 是 式 (h) ,这 便 证 明了 所 求 得 的 解 满足 原来 的 边界 条 件 。 


О 第 二 种 方法 。 现 在 我 们 用 本 征 矢量 o”, ог ARDER TRA g 为 厄 米 特 和 矩阵。 按 
式 (1 -88) 得 


а) (1) (1) (2) (1) (0) (1) (1) (1) (2) (b (2) 
ото 01 w2 w wi wi ал + We б wi wi + @2 02 
= (2) (2) a | 
w w w 


(1) (2) (1) (2) (1) (2), (2) (2) (2) 
2 w wl + w3 022 wi Wy) + w w? 


(k) 


- а) а) а a (2) 
от _ [ол we ee + grw впал + 21205 ,|= 


a) (D 
821601 + £22002 Enor ) + grw 


r i i Zrin, A? 
a? as? i wi? e w? | Ë niyi 2 0 | 
i i 2 | 2riyp A2 = 
Loi? ws” е? as? е?” ws > 0 е?» 2 


юшин sa ws 0 


иже -@ 


把 式 (a) 等 式 两 边 同 时 左 乘 Qr7 , 则 有 


PEO —МАСАР (т) = f" G, Wz) = ОТЕ), ү" GO = ОТС) РО) 
{е |- е" 0 Yet И И; И “上 p wo? |” W (1) 
ар} (1) 0 et d| ge) fi@ fe @ a oP tl RE) 


上 式 是 一 个 已 经 解 看 的 矩阵 方程 ,其 解 为 


— you 20) fi сөй 
W, (z) = YP (z) ЁС (2) + 5j, з 5] ы 
m 
= ү (2) Ре с0а 
АР, (z) = (z) Е (z) +], rma | 
原 问 题 的 解 为 
F(z) = QW) = [om AT, @ Az? ҸСС) 
| (zy | É. (= AT? Pi (21 ) + шї? (21 Az” Y: Cz ) | 
— (n) 
F, Cz) ws? (za Дт? W, (z; ) + ws” (2) Az? W, (23) 


把 式 (n)? 代 人 (my) 便 又 得 式 (j) 。 


1.7 Cauchy RAR RAH 099 


1.7.1 边 值 问题 的 补充 讨论 


前 面 讨论 线段 的 两 端 是 奇 点 的 无 限 区 域 的 边 值 问题 ,现在 
讨论 ”条 互 不 相交 的 闭 围 线 工 ，L:，…， ,他 们 都 位 于 闭 围 
BL, 的 内 部 ,其 集合 记 为 工 , L 上 给 定 满足 Holder 条 件 的 函 
Ke. WL 的 内 部 和 工 (RE 王 1，2，…，72) 外 部 的 区 域 为 
St, Li 的 内 部 为 Si , L, 的 外 部 为 So ,坐标 原点 位 于 区 域 S+ 
(图 1-12) , 若 无 Lo, 则 S 为 无 界 域 。 任 一 围 线 的 正方 向 是 指 
沿 正方 向 运行 时 ,研究 的 区 域 5+ UTA. BRERA RRO, 
E g(z) 在 St 内 部 除 有 限 个 极点 外 是 单 值 解析 函数 , 且 在 ST 十 
L 连续 ,L 上 处 处 不 为 零 , 则 g(z) 在 St 内 的 零点 NI 的 个 数 和 


极点 PE 的 个 数 之 差 为 图 1-12 互 不 相交 闭 围 线 上 的 
Riemann - Hilbert 问题 


Nb — P$ = (1/2r)[arg g(z) Ji (1-97) 
AL 1, 32824 PIEA MAL AN MAN RRR Ж. CMBR gG E L EH 
指标 为 


g'a) 
L g(t) 


к= Larg 200], = lln 6092, = al, din g(t) = =| dt (1-98) 


上 式 表明 , 若 函数 OL ERA FR AS MAT MJ R 38 к 等 于 它 的 对 数 留 数 。 若 g (2) 


可 微 , 且 是 某 个 在 S' 内 解析 函数 g(z)? 的 边 值 , 则 “等 于 g(z) 在 S+ 内 的 零点 的 个 数 。 若 g(1) 
可 微 , 且 是 某 个 在 S 内 解析 函数 g(>) 的 边 值 , 则 “等 于 g(z) 在 S- 内 零点 个 数 的 负数 。 
现在 讨论 齐 次 Riemann - Hilbert 边 值 问 题 


Fri) — gF G) =0,Є1, (1-99) 
因此 gz) ЮН к 又 可 写成 


к= ssln[F+ (2) /F- 09] = [in ЕУ) nF eO] = М$+ МБ (1-100) 
xi 2т1 


上 式 的 右 端 不 能 为 负 , 所 以 边 值 问 题 在 任何 情况 下 有 解 的 条 件 是 x 宇 0. 当 一 0 时 ,ln g(t) 是 
单 值 函数 ,推出 МУ = № = 0, 即 在 全 平面 没有 零点 , 故 其 解 Fa) 是 分 区 解析 函数 .又 由 式 
(1-99) Ain g(t) = In F) —In F (z), 所 以 按 Cauchy 公式 有 


In F(z) = =| ln g( ае y(z), F(z) = er (1-101) 


L rz 
ERB Foo) = 0, 若 不 为 零 , 则 F(z) = Ae, 因此 推出 
g(t) = Ft()/F (0) 一 er © ey © (1-102) 
和 前 面 一 样 , 为 求 边 值 问 题 的 解 ,引入 函数 


Пота, k= 1, 2r osm (1-103) 
显然 有 
去 [areg Tea], =— а, {arg[ gt) [Lea J}, =0 
Larg tl, = 2л, [авг = 0,j= 1,2, 5 n (1-104) 
{arg| “к (0) Tea J}, =0,ј= 0,1,2, +, п 
改写 кб) 3 


gD = [eg [a-a] Цаа" (1-105) 


由 于 (00) П (2 — а,)% 的 指标 为 零 , 所 以 按 式 (1 -101) 和 (1 – 102) 5 


r +2 — 2] 
t "g (t) Tc 一 ao =e /e 


k=1 


(1-106) 
1 -e : * 
rœ = Lf (ета Ge) ПСЕ 
从 而 若 令 
X(z) = (= — а) “te” (1 - 107) 


则 边 值 问题 F+ O — gF G = f(t) 可 以 写成 


rae ee ee) 


TEREE —@ 


F@) Fw _ f@ 


GQ xo xo El (1 ~ 108) 
函数 f (2) /X (т) 满足 Holder 条 件 ,所 以 可 以 写成 分 区 解析 函数 jy(z) 的 边界 值 之 差 , 即 
JG _ ogy — _1 flodr _ 
x (0) — 9769), éG) = zJ, Kr (1-109) 
从 而 式 (1 -108) 可 以 写成 
Fra) aen Е) _ 
Gay EO = учу 0061 (1-110) 


к> 0 I, ЩЖ F(z) /X(z) 在 无 穷 远 点 有 x 阶 极点 , 其 解 为 
F(z)/X(z) — ф(х) = P, (z), F(z) 一 XCz)LOCz) + P,(z)] (1-111) 


AH P.(z) 是 上 < 次 多 项 式 。 
4 z 二 0 时 ,F(z)/X(z) 在 无 穷 远 点 有 (一 x) 阶 零 点 , 可 能 解 为 


F(z)/X(z) — ф(х) = 0, RFO) = X(z)y(z) (1-112) 


考察 上 式 , XO) 在 无 穷 远 点 有 (一 k) 阶 极点 ,y(z) 在 无 穷 远 点 有 一 阶 零 点 ,因此 在 无 穷 远 点 
F(z) 有 不 高 于 (一 < 一 1) 阶 的 极点 ,一般 情 沈 下 , 当 « 二 0 时 无 解析 解 ; 但 车 右 端 项 了 (2) 满足 下 
列 ( 一 xr) 个 条 件 


| [eC /x ()]4г=0,5=1,2,+з,к (1-113) 
则 在 无 穷 远 点 F(z) 没 有 极点 , 故 有 唯一 解 。 
1.7.2 Cauchy 核 奇异 积分 方程 
讨论 标准 Cauchy 核 奇 异 积分 方程 


a(t) fey +” | é) е = f) (1-114) 
КІ ЈІ т Ф 


HH alt), b, (0), ФО (ORAGHRL ЕДЕ Holder 条 件 的 函数 。 上 述 积分 方程 可 
以 化 成 Riemann - Hilbert 边 值 问题 。 事 实 上 ,如 引入 Cauchy 型 积分 表示 的 解析 函数 


1 Ф Ст) т 


lz) = n (1-115) 
2riJL т—® 
由 Сохоцкий — Plemelj 公式 (1 - 700 4 
$0) = Ф @а)—Ф (0), 1f pde gt уфф (OD (1-116) 
TlJL r—t 


把 上 述 方程 代入 积分 方程 (1 -114) 可 得 
P (0) — в(0Ф (0 = f@ 
gi) = [айр — b(0)J/[a G) +000], Ў) = f/La +600] 01-117) 
上 述 问题 的 指标 为 


1 arg[ 2 =] 1 а 2 TG | (1-118) 


1 

к= рага!) = Fare) Ty PbO) |, anil tad) Hote) |, 
НКК — 115) Al Ф(оо) 一 0, 所 以 出 积分 方程 化 成 的 边 值 问题 要 求 BD (оо) = 0。 对 于 满足 
Ф (оо) = 0 # ЕЖ Riemann - Hilbert 边 值 问题 和 原 积分 方程 等 价 . 对 于 界面 裂纹 问题 ,由 式 
(1-59) ~ (1-64) 的 结构 知 ,把 裂纹 看 成 由 围绕 两 个 端点 a, b 的 两 条 围 线 无 限 趋 近 裂 纹 线 
的 极限 情形 ,在 两 条 围 线 的 交接 处 ,两 条 围 线 的 走向 相反 ,所 以 裂纹 正 负 边 间 的 间断 相互 抵消 。 
由 式 (L-63) 知 XE G) = eX (2) EK -100), 对 每 条 围 线 有 x, 一 y, 所 以 两 条 围 线 的 总 指标 


二 2y. 如 硬性 规定 烈 尖 无 奇异 性 , 则 式 (1-61) ER X (о) = [[ e ае во а 
63) 恋 成 XI (ш) = FP Жу (2) , 则 总 指标 x = 2(у— 1) ,对 均匀 介质 中 的 裂纹 y= 二 1/2, 所 以 


к= l, к 一 一 1。 


对 于 一 般 的 积分 方程 


a(t fC) + = ка, Кз Юе Jdr = g(r) (1-119) 
iz 
Каз = rikte, с) +22, 00) = KG, D, kG, О = KG, о KG,» 
r—t niCr — t) 

(1 - 120) 

Жүр k(t, z) 为 奇 性 低 于 Cauchy 核 的 弱 奇 性 项 。 则 式 (1 - 119) Ж 
a(t) f(t) +f Ea klt, Df dc = glr) (1-121) 

тї Jt rat L 


略 去 等 式 左 端 最 后 一 项 的 积分 方程 便 是 原 方程 的 特征 或 标准 积分 方程 。 工 程 上 通常 采用 数值 
方法 求解 式 (1 - 121); 它 的 一 般 理 论 可 参阅 相关 文献 5 。 


1.8 留 数 定理 与 某 些 积分 的 计算 5 


1.8.1 留 数 定理 


BE fi (2) AD 户 (z) 在 域 S 除 极点 外 ,没有 其 他 奇 点 , 则 它们 的 和 、, 差 ,. 积 和 商 也 无 极点 以 外 
的 奇 点 ;如 它们 是 单 值 函 数 , 则 它们 的 导数 在 域 S 除 极点 外 ,也 没有 其 他 奇 点 , 且 导 数 的 极点 
的 阶 数 比 函数 本 身 大 一 阶 | 
有 限 平面 上 的 分 式 有 理 函 数 f(z) = f, бе) / f, G), 在 有 限 平面 上 只 有 有 限 个 极点 ,无 穷 
远 点 也 可 能 是 极点 ,因而 可 以 展 成 
f(z) = Dae +>) > = (1-122) 


£! (z— z; (z— z" 


Ea 点 邻 域 内 函数 的 罗 朗 级 数 的 (= 一 a)-! 项 之 系数 称 为 函数 f(z) 在 孤立 奇 点 4 的 留 数 ,并 记 
为 res(a)。 易 于 证 明 下 述 留 数 定理 : 设 函 数 f(z) 在 区 域 S 的 边界 上 连续 ,在 S 内 除 有 限 个 极 


жшн юй Hae 


ou 


га ЕТ 


点 外 ,处 处 解析 , 则 有 


1 n 
= f (2) dz 一 2 res Ја) (1-123) 


AP a GH, 2, ++, nn) 是 沿 反 时 针 方向 运行 的 闲 围 线 工 中 的 极点 。 可 以 证 明 , 若 > = a E 


f б) Bim 阶 极点 ， 则 


res f(a) = orci lim m£ a а а)" 0] (1-124а) 
特别 当 x = a 是 f(z) 的 一 阶 极点 时 有 
res f(a) = lim[ (z — a) f(z)] (1 - 124b) 
当 考 察 包含 无 穷 远 点 在 内 的 整个 平面 时 ,我 们 有 
Sires / Сау) + res f(co) =0 (1-124¢) 


3—1 


1.8.2 积分 1(z) 的 计算 
Ў L hn PRE L: 组 成 ,Li 的 左 端 点 为 as, 右 端点 为 6, 其 上 给 定 Hilbert 问题 
FE — gF G) =G' (2, HG (O =g*G' (D. t € L (1-125) 
AF g "为 常数 , 且 G(z) 在 有 界 区 域内 是 有 界 的 。 经 常 遇 到 下 述 积分 


_ 1 G* (t)dt 
IG ЗЕ, X* GG а) 


式 中 X(Cz) 是 式 (1 -125) 对 应 的 齐 次 方程 的 解 , 即 有 


X* G) —gX @®=0,tEL (1-127) 
为 计算 T(z) , 先 计算 下 列 围 线 积分 (图 1 -13(a)) 
0,02) = GCS) dg (1-128) 


zi 4 X(G)(E— =) 
RHA, RAL, HAAR. ir 


(a) (b) 
图 1-13 计算 积分 0) 


XE = а 88 tat Gite, S — оо (1-129) 


式 中 gg 一 2 十 加 ,其 中 ?为 裂纹 的 个 数 , 即 LX(C5)]-: 展 成 寡 级 数 时 6 的 最 高 次 寡 , 娟 为 G(9) 展 成 
FEBS АО Re HE. t Cauchy 型 积分 公式 , 沿 图 1 - 13 的 围 线 运行 方向 时 有 


2,09) = G(S)/ XO) — a, S — *** — а, (1-130) 
BrE, A, 缩 向 L; 时 ,有 
$ Or =f] Gt (Ode G (Dd: ]= а-а] + (dt 
Ay ё— z) a At (OG — z) xX G)G— ж) „ Xt (0) (0 — z) 
所 以 最 终 得 
IG) = 元 | ows = ow lee az’ — е ао) 01-130) 


# q < о, WER PAA о, = 0; G(z) 为 多 项 式 , 则 GT a) = G' GO АЕ" = 1. 
如 采用 图 1 -13(b) 的 积分 路 线 4, 则 式 (1 -119) 变 为 


0,06) =— С(6)/Х(6) +a, $° + + ао 
同时 , 当 4, 3818] L, 时 ,有 


J Godg [I G+ (O dt G (dt ]= a › Gt @dt 
a X(S)(E— z) X-G)G—z) X Haz) ВЕ L Xt (@0(@— х) 


所 以 I(z) 仍 由 式 (1 ~ 131) 表 示 。 
1.8.3 积分 I (Cx) 的 计算 


а 


现在 来 讨论 下 述 积分 
ada, у, ба) = ey) (1-132) 
|: waxy f 7 47 (Fa) 
首先 研究 下 述 围 线 积 分 


Az) = 由 广 Codz 


式 中 4 是 沿 顺 时 针 方 向 围绕 工 的 闭 围 线 ( 参 阅 图 1-13(a))。 取 f,(z) 的 下 述 分 支 : 当 z = 


x" Z—aNV way 
x >a th faz) = (2р4) e Heloo, fa Ce) TRR 
_ . а 1 一 4s2z уа 2 ... _ 
file) = = ДЕ 2ie £ + (=) 4 | (1-133) 


Ba. 是 上 述 展开 式 中 项 z ' 的 系数 , 则 按 留 数 定理 有 
Ос) =$ f.G) dz 一 一 2xia ， (1 -134) 
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十 — x” a-x\" in(—ttie) 一 — x" ах}, —+ie 
fr G) = (r) ° Ло) ТСЕ (222) • Cr) 


所 以 fi (z) — f; (z) 一 一 2icos h( re) = - (22) .再 计 及 围绕 土 4 的 无 限 小 的 
围 线 积分 Q(z) = 0, 便 得 


а 一 并 
7 =f x” а—х\*, __ 1 | — _ Te 
(2) — Ма x P s=) dz 2icos ACre) fala) da cos h(xe) 


(1-135) 
特别 是 当 n = 0, 1, 2 8, 7, (х) 中 x ! 项 的 系数 a_i 分 别 为 1, — іва, (1 — 4е2)а? /2, 从 而 有 
| | hlne), n = 0 
° x" (= “dz = 21тає /сов А(пє), n= 1 (1-136) 
-a 5 22) , 
а 1 (1 — 4e? ҳа? /2соѕ hlne), n = 2 


1.9 国际 单位 制 


1.9.1 基本 单位 


本 书 采用 国际 单位 制 (SI) 。 国 际 单位 制 的 基本 单位 是 :长 度 m( 米 ), 质 量 КЕС yë), ВНЕ] 
s( 秒 ) ,电流 A( 安 ), 热 力学 温度 KK( 开 ) ,发 光 强 度 сас). 


1.9.2 主要 导出 单位 


主要 导出 单位 有 : 

(1) 力学 导出 单位 : 力 NCP) = kg > m/s° ,压力 Pa( 帕 ) = N/m ,能 量 J( 焦 ) = N。m, 功 
Ж МУСЕ) = J/s, 

(2) 电学 导出 单位 : 电量 C( 库 ) = A + ss A VCR) = N = m/(A • s), BE V/m 
N/C,; 电 位 移 C/m’ ,能 量 J( 焦 ) = N * my 功率 WOR) = V A = J/s, WA FGE) = C/V, 
BH QC BK) = V/A ,磁场 强度 A/m( 安 每 米 ), 磁 通 W( 韦 ) = У. s = J/A, 磁 通 密度 T( 特 ) 
Wbhb/m = N/A，m, 电 感 HCE) = Wb/A, 

(3) 热学 导出 单位 : 热 ( 量 )cals(15" 卡 ) =4. 185 J, WA J/K, AARE J/m:，s, 单 位 质量 
的 热 容 (比热容 ) 和 比 粹 J/(kg，K) ,单位 体积 的 比热容 和 比 箭 。 
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经 典 电动 力学 基础 9—20 


2.1 经 典 电 动力 学 概述 


2.1.1 基本 概念 


D 电荷 ,电场 强度 , 磁 荷 ,磁场 强度 

电荷 是 物质 的 基本 属性 之 一 , 它 的 最 小 分 割 单位 是 一 个 电子 的 电荷 e = 1. 602 х 107° C, 
电子 的 质量 是 т, = 9. 106 X 10 kg. 以 后 电荷 的 体积 密度 记 为 p. ,以 区 别 于 质量 密度 o 25 
闻 内 一 点 的 电场 强度 E 定义 为 单位 正 电 蓓 受到 的 力 


E 一 Е/9, (2-1) 
式 中 五 为 正 电 荷 受到 的 力 ,q. 为 电荷 的 值 。 磁 场 强度 H 定义 为 单位 正 磁 荷 受到 的 力 
H = F/g, (2-2) 


应 当 指 出 ,目前 实验 中 尚未 发 现 自然 界 存在 “自由 磁 荷 ”gs , 它 可 以 想象 成 两 端 相 互 作用 可 以 不 
计 的 一 根 细 长 小 磁 针 的 一 端 。 磁 荷 概 念 在 许多 问题 的 处 理 中 较 方便 。 

2) 极 化 与 磁化 

物质 是 由 原子 .分子 组 成 的 。 原 子 由 正 、 负 电子 组 成 ,自然 状态 时 是 电 中 性 的 。 在 外 电场 
或 力 场 作用 下 , 正 、 负 电荷 没 着 一 定 的 方向 位 移 , 发 生 极 化 。 一 般 讲 来 介质 极 化 有 三 种 方式 : 
人 组 成 原子 的 电子 云 相 对 于 原子 核发 生 位 移 而 出 现 电气 PR AR Es OL MF BJ 1E fi A + 
发 生 位 移 而 出 现 电 和 邱 , 称 离子 极 化 ;@@ 分 子 固有 电 和 抢 的 定向 排列 。 常 用 电 偶 极 子 来 描写 极 化 。 
每 一 对 士 q。 电荷 形成 的 电 偶 极 子 ,其 偶 极 矩 p. 为 : 


р. = lim 9.4 (2-3) 


4—0, q, > 


式 中 d 是 由 负电 荷 指 向 正 电荷 的 距离 矢量 , 它 的 大 小 一 般 小 于 原子 

或 分 子 的 尺寸 。 设 极 化 后 单位 体积 内 及 个 电 偶 极 子 。 现 讨论 任 / da 
一 包围 体积 V 的 封闭 曲面 a( 图 2-1), 设 曲面 a 外 部 的 微 单元 内 为 

正 电荷 ,根据 电 偶 极 子 的 性 质 , 则 内 部 为 负电 荷 ,从 而 留 在 V A 

电荷 为 а 


Q, = 一 中 P . ба = 一 | V. pav = | psdV 
ý ” QD 图 2-1 偶 极 矩 产生 的 
Р = Ng.d, o, —— V ° P 机 理 图 


EEEN 


AF p 为 束缚 或 极 化 电荷 密度 , Р = PE) 称 为 极 化 强度 , 还 可 精确 地 写 为 


P = limAp./AV (2-5) 
式 中 Ap. 是 AV 中 的 电 偶 极 矩 矢 量 。 电 介质 中 的 总 电荷 密度 o, 为 
pi = pe Hp = р У + P (2-6) 
类 似 地 可 引入 磁 介 质 中 的 磁化 强度 矢量 М 和 磁化 磁 荷 密度 om 
poM = limAp,/AV, pn =—V* М (2-17) 


R др, Ж AV 中 的 磁 偶 极 矩 矢量 , po = 4x X 10-7 H/m(N/A2) 为 自由 空间 的 磁 导 率 。 原 子 外 
层 电子 绕 原子 核 的 旋转 (和 电子 自 旋 ) 可 看 成 微 电 流 环 , 它 产 生 的 磁场 除 环 附近 区 域外 和 磁 偶 极 
FEA p. = pom 的 磁 偶 极 子 产 生 的 磁场 一 致 ,其 中 m = ida, i 和 Aa 分 别 为 徽 电 流 环 中 的 电流 和 
它 所 包围 的 面积 矢量 a, а 的 正方 向 按 右 螺旋 规则 确定 (参见 式 (2 - 64))。 无 外 加 磁场 或 力 场 时 ， 
磁 矩 是 随机 排列 的 ,无 宏观 效应 ,但 在 外 场 作 用 下 趋向 校 一 定 方向 排列 , 便 呈 现 出 磁化 效应 。 

3) 电流 

电荷 的 有 序 运动 形成 电流 , 穿 过 任 一 微 曲面 Aa 上 的 电流 AT 等 于 电荷 穿 过 这 一 微 曲 面 的 
速率 。 设 了 Aa 上 正 电子 的 总 电流 密度 矢量 ,n 为 Аа 的 正法 线 , 则 


АІ = J. • nda; AQ = Akt (2-8) 


式 中 Q 是 总 电量 。 在 金属 导体 中 电流 载体 是 负电 子 , 故 J. 的 方向 和 电子 的 运动 方向 相反 。 
设 体积 V 中 的 总 电荷 密度 为 ,其 表面 为 a，a 的 外 法 线 n,，V 中 的 总 电荷 为 Q@, 则 电荷 守 
恒定 律 为 


0 = 0， 或 | Sav =— | J. + nda =- | ve sav (2-9) 
由 此 推出 局 部 电荷 守恒 律 为 
do/ +V- J, = 0 (2-10) 
因 极 化 只 涉及 极 化 电荷 的 分 离 或 偶 极 矩 的 重新 取向 , 故 极 化 电荷 守恒 ,从 而 有 
Әһ/ +V + J, = V + (J, —ƏP/ a) = 0 (2-11) 
tJ, 为 极 化 电流 密度 。 按 式 (2 -11) 有 
J, = ӘР/ at | (2-12) 


现在 来 讨论 磁化 电流 。 设 C 为 磁场 中 任 一 闭合 回路 ,其 上 张 一 曲 面 a, 回 路 内 部 的 微 电 流 
环 1 穿 过 曲面 正 反 方向 各 一 次 , 兆 电 流 为 零 ;但 包围 回路 的 微 电 流 环 只 穿 过 回路 一 次 , 故 有 净 
电流 通过 (图 2-2Ca))。 如 以 C 上 微 元 ds 为 轴 , 以 中 心 在 C. 上 、 法 线 为 的 微 电 流 环 面 da 为 
底 作 一 柱 体 ( 图 2 - 2(b)), 则 中 心 在 此 柱 体内 的 微 电 流 环 都 只 穿 过 C 一 次 。 设 此 柱 体 中 单位 
体积 内 有 N 个 微 电 流 环 , 则 通过 C 的 电流 AT, 为 


A = Nidan • ds = M • ds, M = Nm, m = i^an (2-13) 
式 中 产 为 微 电 流 环 的 磁 矩 ,M 为 C 上 的 线 磁 矩 密度 。 若 设 介质 中 的 等 效 磁 流 密度 为 J. ; 则 可 推出 


С 
(a) (b) 
图 2-2 袜 化 电流 产生 机 理 图 解 
[Ja + da =O M+ ds, Ja =VX M, V+ Ja = 0 (2-14) 
上 式 表 示 不 存在 等 效 磁化 电流 源 。 
设 介质 中 的 自由 电流 密度 为 J, 则 物质 中 的 总 电流 密度 J 为 
J. = J+J,+ J. = J +ƏP/Ə: VX M (2—15) 
由 于 极 化 电流 守恒 ,磁化 电流 无 源 ,所 以 有 下 述 自由 电荷 守恒 定律 
ap/Bz+TV.J 一 0 | | (2-16) 


电子 在 自由 空间 运动 时 产生 徙 动 ( 运 流 ) 电 流 。 设 电子 束 的 密度 为 ce, 运动 速度 为 , 则 徙 动 电 
J = р.ә (2-17) 
传导 电流 和 徙 动 电流 都 是 自由 电流 ,两 者 通常 不 在 同一 介质 中 出 现 。 
2.1.2 基本 实验 定律 


1) Coulomb #4) Z4 


自 由 空间 的 两 个 点 电荷 dis Gas 92 受到 qı 的 作用 力 
1 1192 o 0 T 


F= rr = 
4хє ү? r 


,r=l|r| (2-18) 


ан r° Ша 出 发 的 指向 o 的 单位 距离 矢量 ,cs = 8. 854 X10" F/m(C* /N * m°) 为 自由 空 
间 的 介 电 常数 。 由 式 (2-1) 和 (2-18) 推 出 自由 空间 点 电荷 q, 产生 的 电场 强度 


Е = — 9 (2-19) 


Ane, r 


2》Gauss( 高 斯 ) 定 律 


da 
B H 2S Te) A Rg. 在 任 一 微 面 元 da( 图 o 
2- 3) 上 产生 的 电场 由 式 (2- 19) 表 示 , 故 可 写 出 eee | CE 
и 5% ° 


=E + da = Ł Че о „да = 1. 4 -gdh 


r An 7? 4 
(2 ~ 20) 图 2-3 Gauss 定律 图 解 


Tm ао — 0) 


KERSE 


SUR da’ = r° • da, 40 29 da'(da’/r’) 张 成 的 立体 角 , 所 以 对 任 一 包围 q, AE 
фе. da = 二 | ada = a (2-21) 
实验 指出 ,对 介质 中 总 电荷 密度 为 p, 的 分 布 电荷 有 
$ «E+ da = fy 。 (a E)dV = | pav = q, 


由 此 推出 VY. (68) = o, = р. — V * Р, 3 
V. D= p, D=e=E+P =е,(1 + DE = є,є.Е 一 < 五 (2-22) 


式 中 也 为 电位 移 ( 或 电 通 量 密度 ) 矢 量 ,或 电感 应 强度 矢量 ,< 为 电介质 中 的 介 电 常数 ,e, 为 相 
对 介 电 系数 ,wn 为 极 化 系数 ,D 和 P 有 相同 的 量 纲 C/m 。 
3) 磁 通 连续 性 方程 
类 似 于 高 斯 定律 的 推导 ,并 注意 到 自由 磁 荷 不 存在 的 事实 ,立即 可 得 磁 通 连续 性 方程 
$B. аа 0 (2-23) 
V- B=0, B= (НАМ) = (ОЮН = pp H = pH 


式 中 B 为 磁 通 密度 矢量 ,或 磁感应 u 为 磁 介 质 中 的 导 磁 系 数 ,p 为 相对 导 磁 系数 ,X 为 磁化 系 
Ж.Н 和 MM 的 量 纲 相 同 。 

4) Faraday( 法 拉 第 ) 电 磁感应 定律 

电磁 介质 中 Faraday 定律 的 积分 和 微分 形式 分 别 为 


ГЈ = Әд Ф — _ OB 一 
bE ds ajs da, УХЕ = 9 (2-24) 
5) Ampare( 安 培 ) 定 律 
自由 空间 中 Ampare 定律 的 积分 形式 为 
e = . OQ .° — 
фн ds [| da + Э | aE да (2-25) 


式 中 C 为 空间 的 固定 闭 曲 线 ,a 为 以 C 为 周 界 的 开 曲 面 ,de 的 正方 向 沿 曲面 的 外 法 线 n 的 方 
向 ,ds 的 正方 向 规定 为 沿 曲 线 运行 时 右 螺 旋 方 向 和 一致 , 见 图 2 4, 6 Stokes( 斯 托 克 斯 》 
定理 ,上 式 可 变换 为 


| ухн. da = Í J . да+ Ә| aE. да 


由 de 的 任意 性 推出 


Oe, Е 
Ot 


VxXH=J+ (2 — 26) 


实验 表明 ,电介质 中 可 用 DD 代 蔡 上 式 中 的 eoE, 从 而 有 


图 2-4 Ampère 定律 图 解 


= Әр _ 
VXH= Ј+ (2-27) 


6) 作用 在 运动 电荷 上 的 电磁 力 
自由 空间 电量 为 q. .速度 为 w 的 运动 粒子 ,电磁 场 作 用 在 其 上 的 电磁 力 由 Lorentz( 洛 伦 
茨 ) 定 律 给 出 : 
F = q.(E + ç X B) (2 — 28) 


所 以 对 运动 的 分 布 电荷 有 


F= | e.GE+ ox BdV = | BTJxB)ady (2—29) 


实验 表明 上 述 公 式 同 样 适 用 于 传导 电流 ( 载 流体 中 大 量 电子 运动 的 统计 平均 值 ) 。 由 此 推出 自 
由 空间 电磁 场 引 起 的 载 流 体 的 体积 力 密度 f° > 
f° = рЕ+Ј ХВ 


许多 傅 况 下 ,用 总 电荷 密度 о 和 总 电流 密度 J. 分 别 代 蔡 上 式 中 的 о. 和 J, BJ 1 r pi A H 89 
止 电磁 介质 中 空间 电磁 场 引 起 的 总 电磁 体积 力 密度 fr. 的 公式 , 即 在 静止 电磁 介质 中 近似 地 有 


fi =pE+ XB 
上 式 也 称 为 宏观 Maxwell - Lorentz H. 


(2—30) 


(2—31) 


2.2 经 典 电 动力 学 的 基本 方程 
2.2.1 Maxwell( 麦 克 斯 韦 ) 方 程 组 


综合 上 述 诸 实验 事实 ,可 以 得 出 Maxwell 方程 组 ,其 微分 和 积分 形式 如 下 : 


V-D=p $D -da= | osay 
ух Е = ӘВ фе. а ——2| B. аа 

ot C OtJ a (2-32) 
V.B—0 [B -da =od on ду) 


_ aD _ 
үхн=у+9Р фн.=|[1-4а+Ә|р-.4да 
对 式 (2-32) 中 左边 第 二 式 取 散 度 ,第 四 式 取 散 度 并 利用 自由 电荷 守恒 定律 式 (2 - 16) ,分 
别 得 
V - ƏB/ Æ = Ə(V · B)/ a = 0 
V. J + V ° ƏD/ at = Ə(V ° D — o.) / at = 0 


上 式 正 是 式 (2 - 32) 中 的 第 三 和 第 一 式 。 如 设 初始 时 刻 V < B = ОУ. D — р. = 0, 则 在 任何 
时 刻 它们 都 是 零 。 式 (2- 32) 中 的 第 二 和 第 四 式 有 6 个 方程 ,恰好 在 给 定 电流 了 和 本 构 关 系 
后 ,可 用 来 确定 五 和 的 6 个 未 知 分 量 , 但 偏 微分 方程 需要 定 解 条 件 , 故 式 (2 — 32) 中 的 第 三 
和 第 一 便 是 限制 这 些 量 在 初始 时 刻 取 零 值 。 式 (2 32) 中 的 第 二 和 第 四 式 和 自由 电荷 守恒 定 


(2 - 33) 


наж sss 


ше —@ 


律 式 (2 -16) 是 独立 方程 ,而 式 (2 -32) 中 的 第 三 和 第 一 式 是 辅助 方程 。 
2.2.2 本 构 ( 或 极 化 ,状态 ) 方 程 
经 典 电 动力 学 中 讨论 极 化 时 ,不 考虑 介质 的 变形 ,因而 本 构 ( 或 极 化 ,状态 ) 方 程 一 般 地 可 
以 写成 
D= DCE, T), B= BCH, T) (2 ~ 34) 
具体 表达 式 需 由 实验 确定 。 考 虑 到 E = 0 时 ,D = 0; Н 一 0 时 ,B = 0. 当 EE 和 五 较 小 时 ,不 
考虑 温度 影响 时 ,上 式 的 线性 化 形式 是 
D=cE, B=H (2—35) 
上 式 前 面 已 讨论 过 。 应 当 注 意 ,对 一 些 驻 极 体 , 极 化 后 即使 除去 电场 , 极 化 状态 并 不 消失 ;对 于 
天 然 磁石 . 铁 磁 体 等 在 无 外 加 磁场 时 也 可 能 处 在 磁化 状态 。 对 于 这 些 介 质 , 式 (2 - 35) 需 要 加 
和 残留 电场 与 磁场 的 影响 。 


和 束缚 电荷 不 同 , 自 由 电荷 在 电磁 场 中 将 产生 运动 ,但 在 介质 内 粒子 运动 时 相互 碰撞 , 平 
均 速 度 相当 低 , 磁 场 力 可 以 忽略 ,因而 可 以 认为 电流 密度 决定 于 电场 ,从 而 有 


J = JE) (2-36) 
计 及 EE 二 0 时 J 二 0,>4 E guhit, 对 传导 电流 有 
J=Y*E (2 -37a) 
式 中 ?为 传导 率 张 量 。 对 存在 外 电源 EW, ERA E + E... 代 换 , 此 时 有 
J = у, (Е+ Еш), Ј = Y * Ex (2 - 37b) 


式 中 Ja = y Е. SAR ASP ARE RE .化 学 电池 等 ) 引起 的 电流 密度 。 
2.2.3 电磁 波动 方程 


本 小 节 取 本 构 方 程 (2 - 35) ,对 式 (2 - 32) 中 第 二 式 的 左右 两 边 同 时 取 旋 度 得 


—_ Н _ Әә 
VX (VX E) =—нУх®= = ÊV X B) 


利用 矢量 恒等式 YX (V x Е) = VC(V，E) 一 VE 和 式 (2 - 32) 中 的 第 四 式 , 则 上 式 化 为 


УЕ — У(@ ) = 3 +See = 


е 
e 


(2-38) 


AP с 为 介质 中 的 光速 。 类 似 地 可 推出 


1 ён 
б №? 


LRRBXF EAH 的 两 个 独立 的 波动 方程 。 如 无 自由 电荷 和 电流 , 则 上 两 式 化 为 标准 的 线 
性 二 次 偏 微分 方程 。 


2.2.4 时 谐 场 中 的 基本 电磁 学 方程 
工程 中 广泛 应 用 按 正 弱 或 余弦 曲线 变化 的 电磁 场 ,通常 用 复数 形式 来 描写 , 即 把 时 间 因 子 


VX (VXH) = х (J+ƏD/Ə), RVH = — V X J (2-39) 


写成 exp(jwt) 的 形式 ,其 中 j = v 一 工 为 纯 虚 数 ,ow 为 圆 频率 。 以 此 代入 式 (2 -32) 和 (2 - 16), 
便 得 时 谐 场 中 独立 的 方程 组 


УХЕ+&В=0, VXH—joD=J, V+J+jwp, = 0 (2-40) 
把 式 (2-35) 和 (2- 37) 代 入 上 式 , 可 得 各 向 同性 介质 中 常用 的 方程 


Vx (= Ух Е) «?е,Е =— jwd on 


1 ош — 1 2-41 
vx (= VX H) ate = VX (Je) ( ) 
є. =e—Jy/o, Ja =J— yE 
Est) ЕЯ Н 的 方程 不 相互 耦合 ,对 实际 问题 的 求解 带 来 了 方便 。 

2.2.5 电势 和 磁 势 


解 许 多 实际 工程 问题 时 ,通常 并 不 直接 求解 Maxwell 方程 ,而 是 引入 电势 和 磁 势 ,给 出 用 
电势 和 磁 势 表示 的 电磁 学 方程 ,然后 再 求解 之 。 
由 Maxwell 方程 (2 - 32) WEZA V ° B — 0 #ll, B 可 表 为 


B—VXA (2-42) 


ЖА 为 磁 矢 量 势 , 代 入 方程 (2 - 32) 的 第 二 式 得 YX (E 十 04/ Әг) = 0, 因而 可 引入 一 个 标量 势 
9g, 使 该 式 恒 成 立 9 即 


Е РӘА/ =— Ұр, ФЕ =—V ọ—aA/ dt (2-43) 
当 采 用 本 构 方 程 (2 - 35) 时 ,利用 式 (2 -42) 和 (2 -43), 式 (2-32) 的 第 一 式 与 第 四 式 可 化 为 


ð y. A= 2 
Vota V A = 


> ә (2-44) 
ҮА пе А (УА нє 5) =— pd 
H3 B= УХА, ЦА ЖЁН В 唯一 确定 , 通常 取 Lorentz 条 件 作 为 规范 化 条 件 
. Әр _ _ 
| ViAtpe 2 = 0 (2-45) 
取 用 规范 化 条 件 式 (2 -45) 后 , 式 (2- 44) 化 为 
2 Ә{[„„ӘФ\—— ре 
Ve 2 (ue ж) є 
(2-46) 


2 
VWA— pe БА =— и] 


(2-40), (2 -41) 和 (2 -46) 是 双 曲 型 偏 微分 方程 。 
2.2.6 似 稳 电磁 场 和 静态 电磁 场 
Maxwell 方程 组 中 如 只 有 位 移 电 流 3D/at 可 以 略 去 , 则 称 为 磁 似 稳 场 (MQS) ,此 时 没有 延 


EST E E Ea =) 


genes ө 


迟 和 辆 射 现象 ;如 只 有 BB/ar 可 以 略 去 , 则 称 为 电 似 稳 场 (EQS) ,其 实用 价值 很 小 。 进 一 步 分 
析 表 明 , 当 工 /cr < 1, 3B/& MOD /ә 均 可 以 略 去 ,这 种 场 称 为 似 稳 (或 准 静 态 ) 电 磁场 ,其 中 
c 二 1/ Vue 为 介质 中 的 光速 , 为 物体 的 最 大 尺寸 ,t 为 所 讨论 问题 关心 的 时 间 间 隔 。 略 去 
3a8/3 和 BaD/ar 后 ,电场 和 磁场 便 不 相互 耦合 ,可 以 各 自 独 立 求解 。 此 时 Maxwell 方程 组 化 为 
Ve D=— о, VxE=0, V-B=0, VxH=J (2-47) 
对 于 似 稳 电 磁场 , 式 (2-38)、(2 -39) 和 (2 -46) 诸 式 中 含 时 间 导 数 的 项 便 不 存在 ,从 而 这 
些 双 曲 型 偏 微 分 方程 转换 为 李 圆 形 的 Poisson( 泊 松 ) 方 程 。 但 应 指出 ,此 时 介质 中 虽 不 存在 电 
往 波 ,但 电磁 学 量 仍然 可 以 随时 间 变 化 ,如 电路 理论 便 是 以 似 稳 场 作 理论 基础 的 。 
静态 电磁 场 要 求 所 有 物理 量 都 和 时 间 无 关 。 蔚 电场 中 没有 电荷 的 运动 , 即 了 = 0, 因 V x 
Е =0, 故 电 场 恒 为 有 势 场 , 它 的 方程 组 是 精确 的 。 苦 磁场 中 有 稳 恒 的 电流 存在 ,产生 能 量 损 
耗 , 从 而 必须 从 环境 中 获得 能 量 , 需 要 从 环境 流入 外 电流 Js = yE... `4 o. = 0 BF, 电势 满足 
Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 方 程 , 一 0 时 有 VXH = 0, 故此 时 磁 势 也 是 有 势 场 ,是 满足 Laplace 方 
程 。 即 当 po. 二 0 和 J 二 0 时 有 
Е=—Уф, Vig=0 
H=—V¢, Viy=0 
式 中 og 为 电 标量 势 ,y 为 磁 标 量 势 。 
2.2.7 电磁 学 边界 条 件 和 初始 条 件 


讨论 定常 电磁 学 问题 时 ,边界 条 件 是 定 解 的 必要 条 件 ; 讨 论 非 定常 问题 时 , 除 边 界 条 件 外 ， 
初始 条 件 也 是 定 解 的 必要 条 件 。 首 先 讨论 边界 条 件 。 
1) DD 的 法 向 分 量 


设 界 面 的 法 线 由 介质 1 指向 介质 2, 作 一 底面 平行 于 界面 п 
( 2-5) 的 高 h->0、 半 径 为 R 的 薄 圆 柱 体 。 由 Gauss 定律 得 = | 


фр .da = (D, — D.) + na + D+ m2nRh = NE a) 


| esay = ртк? 
у 


(2-48) 


式 中 六 为 微 圆柱 侧面 的 法 线 , 万 为 侧面 了 зиннат O aaea 


界 。 令 peh = o, 为 界面 上 电荷 的 面 密度 , 则 当 h 一 0 时 有 
(№, – р,) • п = о., 或 Ds, — Di, = о, 


(2-49) 
(Е, —E,) * п = (0, 十 oo)/co， Osp =— n + (P, — P) 
式 中 nn 是 介质 1 的 外 法 线 。 特 别 当 Dz, = 0 时 有 Di, 一 一 os 。 
2) B 的 法 向 分 量 
和 上 面相 仿 , 由 磁 通 连续 性 条 件 得 
(B, — B.) • п = 0, 或 Ben — Bin = 0 (2-50) 


(Н, — H, ) • п =— (M, — M.) ° n/m 


3) H 的 切 向 分 量 

令 界 面 а 的 法 线 为 n,n 的 正 向 由 介质 1 指向 2, 即 为 
介质 1 的 外 法 线 。 取 一 横 切 界面 a 的 长 ! d— 0 和 法 线 
为 т HEEF’, 平行 于 界面 ,其 在 介质 2 中 的 单位 切 
疝 矢 量 为 1, 沿 5 的 周 界 的 道 时 针 方 向 为 正 ,1，m, п 组 成 
右手 系 ( 图 2-6)。 按 Ampère 定律 有 


фи Ы ds = CH, — H) . tl + (Hy — Hn) Ы па 一 
[2:34 78] p. da = 图 2-6 EE,H 切 向 边界 条 件 的 推 求 
J -mid +% . mid 
or 
式 中 Н, (H, ) 表 示 右 ( 左 ) 短 边 d ЕН 值 。 OD /ar Н, HAR. J; = Jd 为 界面 上 电流 
的 面 密度 , 计 及 上 一 m >x n, (H, — H.) ° (m X n) = m ° [nx (H, —H,)], үш 4 d—0 25 


пх (H, — Н, ) = Ј, 


(2-51) 
或 nx (В, — Bi) = p (J, + J...) + Jem = n X (M, — M.) 


RP J 为 磁化 电流 面 密度 。 

4) E 的 切 向 分 量 

设 界面 上 存在 面 密度 为 r = osd 的 电 偶 极 子 层 , 且 规 定 界面 法 线 n 的 正方 向 为 由 人 负电 荷 
层 指向 正 电荷 层 。 和 上 面 类 似 , 利 用 法 拉 第 定律 计算 得 


bE „ ds = (E, — E1) * + (En Ел) «nd —— 2В . mid 


oB/ot 有 界 , 则 当 d -> 0 时 , 上 式 中 售 6B/6z 的 项 为 0。 当 ! 一 0 时 ， СЕ, — E, )/l =—OE/ al, 
表示 沿 {方向 的 方向 导数 。 从 而 上 式 化 为 


(Е, Е) et —Ə(E- nd)/ 1, W En — Ey, =—Ә(л„/=)/ Al (2 — 52а) 

EG ERO ИШ ТЖ E- па =—x,/e (参见 后 面 的 公式 (2 ~ 63))。 由 于 上 式 在 界面 内 任 
意 方向 成 立 , 所 以 又 可 写成 

nx CE, — E,) =— V(xs/e) (2 — 52b) 


上 述 4 个 界面 边界 条 件 中 ,只 能 独立 选用 两 个 : 式 (2 - 49) 或 (2 – 51), 002 – 50) (2 – 
52) 。 

5) 电荷 守恒 

在 边界 上 有 


(J2—Ji) +n =—Әво„/ ot (2-53) 


6) 特例 
应 当 注 意 ,如 介质 2 是 导体 ,在 导体 内 部 E, = D, = 0, 即 不 存在 电场 强度 和 体 电 荷 。 介 
质 1 的 边界 条 件 退 化 为 (n 为 介质 1 的 外 法 线 , 即 指向 导体 ) 


кинен sss 0 


TEREE 


B,-n=0, пх Е, = 0, D, - n =— 5,5 пх H, =— J, (2 — 54у 


上 式 表明 ,导体 表面 附近 的 电场 强度 和 导体 表面 垂直 ,同时 切 向 电场 Е, 和 法 向 磁 通 密度 
AS. 。 导 体 表 面 可 以 存在 面 电荷 密度 o, 和 面 电 流 密度 J,。 

下 面 再 来 讨论 初始 条 件 。 

7) 初始 条 件 

由 于 E fl H 都 满足 二 阶 偏 微分 方程 ,因此 需 给 定 恰 当 的 初始 条 件 。 


Е(х, 0) = Е(0), Elx, 0) = E, (0), H(x,0) =H,(0, Н(х, 0) = H,(0), x € V 


(2-55) 
HF EMH ffrir X # АШ Ж 4 Ж PREMERA. 
2.3 空间 准 静 态 问题 的 几 个 典型 解 
2.3.1 点 电荷 
自由 空间 点 电荷 产生 的 电场 由 式 (2 - 19) 宪 示 , 相 应 的 电势 为 
p= a (2 - 56) 


2.3.2 电 偶 极 子 

电 偶 极 子 是 指 电量 相同 的 两 个 正 负 电荷 士 q. ,其 间 的 距离 矢量 d->0, d 的 正方 向 为 由 一 9。 
指向 十 g.，p。 = limq.d, 称 为 电 偶 极 矩 。 为 方便 计 , 设 自由 空间 一 q. 位 于 坐标 原点 。 按 式 (2 - 
56) 场 中 任 一 点 M 的 电势 为 


0 
= — (2-2) аат р. (2), "= r (2-57) 
Ane, ‘+ r 4neo 7 Ane, r |r | 


式 中 x; 和 + 分 别 为 正 .负电 荷 到 М 的 距离 。 在 外 场 th ЕЛЕ LOH 


F =— qE + а.(Е+ SE d)= (qd + ҸЕ = (р. VE = p ҸЕ (2-58) 


式 中 符号 的 表示 张 量 积 , a © b = арі, Qi; ӘЕ/ Od 是 张 量 导数 ,9E/ Od = QE, / ddi, Q 
i。 作 用 在 电 偶 极 子 上 的 力 偶 为 


M = dX q.E = p. X E (2—59) 


` 对 于 极 化 材料 , 按 式 (2 ~ 5) , 极 化 强度 为 了 на Jr ESD HH E 中 时 ,显然 其 电 体积 力 密度 fe 


和 电 体积 力 偶 密 度 с 分 别 为 


fi=P-VQE, с = РХ Е (2-60) 


2.3.3 单 层 电荷 分 布 


设 曲面 c 上 的 电荷 面 密度 为 c。, 按 式 (2 -56) 它 在 任 一 点 x 产生 的 电势 为 
l- а. Сх) 4 


Ane, @ 


g(x) = a, E(x) =— — | в. ¥(4)da (2-61) 


4тє, 


AF xe RRB AF a E, = (xx). (x— x), 可 以 证 明 glx) 在 曲面 外 和 曲面 上 都 
是 连续 的 ,但 ECx) 在 穿越 曲面 时 有 间断 ,如 式 (2 -52) 所 示 。 


2.3.4 双 层 电荷 分 布 


设 曲 面 a 上 的 电 偶 极 子 面 密度 为 x., 曲 面 法 线 半 由 负电 荷 ( 负 面 ) 指 向 正 电 荷 (正面 )( 见 
图 2-7)。 按 式 (2-57) 它 在 自由 空间 任 一 点 M 产生 的 电势 为 


1 nN- ri ° da 


, 
= ‘Taga | rao， 40 = HSE, P = Z (2—62) 
4reoJ。 r Ane, J а r r—r | 


Ф 


(а) (b) 
图 2-7 面积 为 da 的 偶 极 子 层 张 成 的 微分 立体 角 


AP dQ 是 微 元 面积 da Xt M 点 张 成 的 立体 角 ,规定 位 于 正面 一 侧 的 立体 角 为 正 , 负 面 一 侧 的 
为 负 。 易 于 证 明 ,9p 穿 过 偶 极 子 面 时 是 不 连续 的 ,因为 当 M 点 位 于 a 的 正面 一 侧 时 , 张 成 的 立 
体 角 为 4x 一 0 ,这 和 闭合 曲面 对 其 外 部 一 点 的 立体 角 为 零 的 定理 一 致 , MAM 点 位 于 a 的 负 
面 一 侧 张 成 的 立体 角 为 一 Q。， Qo 为 曲面 a 张 成 的 立体 角 的 绝对 值 ;所 以 跨 过 曲面 a 时 


pp = Ик — (h) — CC 00)] E (2 — 63a) 
电 偶 极 子 层 内 电场 强度 的 法 向 分 量 为 


+ 
E, =— (£ 20) _ — 5 (2 - 63b) 


2.3.5 微 电 流 环 的 磁场 


图 2 -8 表示 一 自由 空间 中 线 电流 为 i 的 电流 环 , 环 的 周 线 为 C, 围 成 的 面积 为 Aa, 其 法 线 
H n JA п 的 正 向 观察 时 ,电流 i 按 反 时 针 方向 流 过 C; S WUC 为 边界 的 任 一 曲面 。 由 式 (2 - 
25) 和 (2 一 48) 知 ,在 准 静 态 情形 有 


ET нов Ü 


шке Q 


[Bas | -vod 一; s 


式 中 了 为 环绕 C 的 两 个 端点 终止 在 S 面 的 正 负 两 边 的 开国 
线 ,Ay 为 两 端点 y HA, SH o 的 间断 面 。 类 比 于 双 层 
电荷 Ap 的 分 布 , 可 把 这 一 问题 设想 为 双 层 磁 荷 分 布 ,用 4 的 С 
间断 值 i 代替 o НОТЕ ТЕ л, Ге, ,因而 磁 势 у 为 


i 
lf, 10 _ ins r° pom » r° А Ə) 
= dQ = = ‚т ап 
Ф 4л a Ax Arr’ Aa А 


4трот? | 
(2—64) 图 2-8 微 电 流 环 


式 中 Q 是 电流 环 的 面积 Aa 对 观察 点 M 所 张 的 立体 角 ,n 为 面 Да 的 法 线 ,r 为 微 电 流 环 中 心 
指向 М 点 的 距离 。 和 式 (2 -57? 相 比 , 上 式 中 的 磁 势 代表 磁 偶 极 矩 p. = пот 的 “ 磁 侦 极 子 ”的 
势 。 这 就 表明 除 邻 近 微 电 流 环 的 区 域外 , 微 电 流 环 产生 的 磁场 和 pu = pom 的 磁 偶 极 子 产生 的 
磁场 是 相同 的 。 

类 似 于 式 (2 - 60) , 当 磁 介质 中 存在 磁化 M 时 ,可 以 得 到 磁力 密度 fm 和 磁力 偶 密度 с" 分 
BA 


f° = М.В, с = Мх В (2 -65) 


2.3.6 导线 中 恒定 电流 产生 的 磁场 


实验 表明 导线 中 的 恒定 电流 在 其 周围 产生 磁场 , 带 有 恒定 电流 工 的 电流 回路 C 在 自由 空 
闻 中 任 一 点 产生 的 磁 通 密度 为 


1 0 
в = 2 нк (2 – 66) 
x 


式 中 dl 表示 电流 回路 的 微 元 ,其 正方 向 和 电流 方向 一 致 ,r 表示 由 微 元 dl 到 观察 点 的 距离 ,并 
指向 观察 点 。 现 在 我 们 来 证 明治 任何 穿越 电流 回路 的 闭合 路 径 C, 的 B 的 线 积分 的 值 正比 于 
它 所 环绕 的 电流 1, 即 所 谓 全 电流 定律 : 


$ B- ds = pol (2-67) 
2 
式 中 ds 表示 С, 上 的 微 元 , 按 式 (2- 66) 有 
了 o _ 
B. ds = “° dix r ,ds = 91 ds x db, jo — ml ( ds) Xdi, jo _ pol ү 
nve 7 4rvc r 4xJc r Ag 


Et Pay (一 ds X dl) + P/r 为 观察 点 看 到 的 С Ел. dl 移动 一 ds 所 张 成 的 立体 角 ,dg 便 是 
前 面 讨论 过 的 电流 回路 在 原 位 置 的 立体 角 与 移动 后 的 立体 角 之 差 , 围 绕 导 线 电流 的 任 一 闭 转 


线 有 中 dm 一 一 =, 从 而 式 (2 - 67) 得 证 。 实 际 上 式 (2 - 67) 可 以 直接 由 Maxwell 方程 组 式 
(2 -32) 的 第 四 式 证 明 。 

2.3.7 无 限 长 导线 中 恒定 电流 在 双 磁 介质 中 产生 的 磁场 

RUNA A A PRR BSH p 和 yt 。 在 磁 介质 [ 中 有 穿 出 纸 面 、 离 分 界面 mm = 


0 的 距离 为 h、 载 有 电流 了 的 无 限 长 导线 ,现在 来 讨论 该 导线 中 电流 产生 的 磁场 H, 和 H, СВ 
2 -9)。 采 用 用 又 加 法 处 理 这 一 问题 :@@ 设 介质 工 占 据 整 个 空间 ,在 离 分 界面 zs = 0 的 hh 处 作 
用 有 电流 1， 一 4 处 作用 有 电流 ,两 者 方向 相同 ;@ 设 介质 卫 占 据 整 个 空间 ,在 离 分 界面 
za =0 的 有 处 作用 有 电流 IT ,方向 和 了 相同 。 按 式 (2 -67), 在 zz 一 0 的 界面 上 ,两 个 辅助 问题 
的 解 分 别 为 


ни=(а—1)%°%, Hy = 1. 20, Ву at 5950, Ву, = yh 5982 


. 
т” 


2 2т^ 2xr 


(2— 68a) 


图 2-9 双 磁 介质 中 电流 产生 的 磁场 


式 中 sin @ = h/r, t Wr HA Be. 方向 按 界面 连续 条 件 有 Hi, = Hy, r Hr, = 
gi Hy, | 代 人 上 式 便 得 
AI FL 2u: 
L=A, 1, =al, = , 1 == (2 – 68b) 
Al ° В ні Fun ç В Hy 十 Ai 

由 式 (2- 68) 知 , 若 设 介质 工 为 空气 ,介质 下 为 钢 , 由 于 ma Du KA 8221, ал 0, RUT) 
Al L, 都 很 小 ;从 而 在 空气 和 钢 中 的 磁感应 B, 和 Bi 都 不 大 。 若 设 介 质 工 为 钢 ,介质 并 为 空气 ， 
ШР и > my MOR pal, ал 2, MIT) Ж L, 都 接近 2, 而 7 十 h 接近 零 ;从 而 在 钢 中 的 
RRM B, 很 大 ,而 自由 空间 的 磁感应 By 很 小 。 


2.4 ”电磁 能 量 与 电磁 力 


2.4.1 静态 电磁 场 中 的 能 量 


电磁 场 中 任何 场 强 不 等 于 零 的 地 方 ,电磁 力 都 能 做 功 ,由 此 可 知 电磁 能 量 存在 于 电磁 场 分 
布 的 整个 空间 。 首 先 讨论 电场 。 在 电场 强度 为 巨 的 电场 中 点 电荷 受到 的 力 是 9.E, 从 而 把 q, 
从 co 移 到 点 r 的 外 力 应 为 一 ge 至 ,外 力 应 做 的 功 为 


多 = 一 4 Е.Ф = af Ver ds = ар) (9901 = ena (2-69) 


上 式 中 已 采用 ф(оо) = 0 这 一 大 家 认同 的 假设 。 
对 于 某 一 导体 ,其 体 电 荷 密度 为 0, 面 电荷 密度 为 o =— р.п =—D,, 其 中 卫 为 周转 介质 


кинин иси Q 


ЕЗ 7398. 


中 的 电位 移 ,m 为 介质 表面 的 外 法 线 。 所 以 当面 电荷 密度 由 о, 增加 到 m 十 fo. 时 , 便 对 周围 介 
质 作 了 功 , 进 而 转换 为 介质 中 电磁 能 的 增加 ,有 


aw = | sda =— | aD + da =— | у. ( apav = 一 | у. (8D)dV 
„Р 2 vii? v? (2-70) 


+E * рау = fE - SDdV 
上 式 表 明 电 场 能 量 密 度 因 DE ES Ж BB Е - šD. RU A. ШЕЮ НЕШЕ 
BA H+ 38。 所 以 电磁 场 中 电磁 能 量 密度 为 


SW = E+ 5р + H + В = Е • (e E + Р) + uH • (H+ ëM) 
W=(E+D+H- B)/2 


Ah Hy Het ОЕШ ЖЕЕ E ЖЕ Е Ц By et HS ИПИНЕ И ВЕ БЕРИ ЛУ. 
2.4.2 电磁 场 中 的 能 量 平衡 


电磁 场 在 空间 的 传播 必然 伴随 着 能 量 的 传播 ,能 量 的 传播 必须 服从 能 量 守 恒定 律 ,在 经 典 
电动 力学 范围 内 可 由 Maxwell 方程 得 到 。 我 们 把 式 (2 - 32) 的 第 四 式 点 乘 五 ,第 二 式 点 乘 H, 
分 别 得 到 


(2-71) 


Е. (VX — E.S = F. J, H: (WXE)+H+ 22 = 0 


把 上 两 式 相 减 并 利用 恒等式 V. (EX H) = Н. (V X E) — E + (V X H) , 便 得 


Әр oD 
ny, 


V-S—E =E-J,.S=EXH (2-72) 


对 任 一 由 曲面 a 包围 的 空间 体积 ,利用 Gauss 散 度 定理 ,由 上 式 可 推出 


ƏB 


_ GD . 
= js “da = (E dt tH. 5; 


jav + | B+ Jav (2-73) 
у 


上 式 便 是 Poynting( 玻 印 廷 ) 和 Heaviside( 海 维 赛 德 ) 各 自 独 立 得 到 的 电磁 场 的 能 量 平 衡 或 守 
EDE. SHH Poynting 矢量 。 式 (2 -73) 表 示 外 界 电磁 波 传人 的 能 量 ( 由 于 取 用 外 向 法 
线 , 故 以 传 出 为 正 ) 等 于 场 中 电磁 能 密度 的 增加 和 电磁 场 对 电流 所 做 的 功 (通常 转化 为 
А). 


2.4.3 电磁 动量 方程 和 作用 在 介质 上 的 力 
把 式 (2 - 320 MH BORER D BORE BRIA 


Dx (VX E)+Dx 24+ вх (VX M+ Sx B+IXB=0 


ЖН D x (WX E) = (VQ Е) . р – (р. WE, V+ (D@ E) = СУ, DE+ D. VE, EA 
为 


—у.‹(р@Е+В@н› + (V @ E) * D+ (V @ H) B+ S(D@ D ——pE—JXB 


再 利用 (V @ E) .D 十 (V@D) .已 =VY.[(GE.D) 门 ,上 式 可 进一步 化 为 
Vi(E+D+H+B)I—(DQE+BQH)1+2(D@B) = 
ot (2-74) 
—p.E-JXB+(WVQD)+E+(V@B - H 


利用 电荷 守恒 定律 ,上 式 还 可 进一步 写成 下 述 形式 的 电磁 动量 方程 


Р“ = V + в“ —ag™"/ at = V + (oe + o @ )— gM (2—75) 
式 中 
2“ =DxXB 
о" = О Е+ВӘ Н – (Е: р+Н. BI (2-76) 


J" = pE+IXB—- LUV @D) + E— (V QE) -D]— 1 @ B) - H — (V @ B) += B] 


式 中 o, f 和 gM 分 别称 为 介质 中 的 Maxwell 应 力 张 量 、 电 磁场 和 介质 相互 作用 的 单位 体积 
的 体积 力 和 电磁 动量 体积 密度 ,通常 电磁 动量 密度 g" 很 小 ,可 以 略 去 。 应 当 注意 ,Y， ax 是 
作用 在 介质 上 的 电 体积 力 , 它 沿 着 ox 的 梯度 方向 。Maxwell 应 力 o 不 是 介质 内 的 真实 机 械 
应 力 ,而 是 电磁 场 加 在 电介质 上 的 外 加 电磁 应 力 ,由 它 的 梯度 可 以 推出 电学 体积 力 ,电学 体积 
力 是 实际 存在 在 介质 内 的 体积 力 。 对 于 线性 各 向 同性 体 D = сЕ, B= pH, 上 式 还 可 写成 


g“ = E X H/c’ 


ө“ = (eE Q E+ pH @ H) —+(=E* + nH (2-77) 
f" = РЕЧЈУ X B~ E Ve— H Vy 


H в, po 分 别 代替 式 (2 -75) 和 (2 -77) 中 的 e, yx, 便 得 自由 空间 的 相应 表达 式 


f° = V+ ° —Əg°/ dt, g? = ЕХ Н/с5, с = 1/ep 


f (2-78) 
а? = (GE@ E+ H @ H) — FE + pH, f° = pE+IXB 


上 式 中 的 f° 和 式 (2 -30) 一 致 。 

把 式 (2 -74) 写 成 式 (2 -75) 时 , 式 (2 -76) 不 是 唯一 的 形式 ,例如 还 可 写成 

g" = DX B 
ON = (Р E+BQH)—(E-D+H-B)I 
J“ = „Е+ДхВ—[(СУб р), E— (VO B) - H] 

出 现 这 一 问题 的 原因 在 于 推导 式 (2 -75) 时 ,可 能 是 只 应 用 了 刚体 的 场 方程 ,没有 考虑 材料 的 
变形 和 边界 条 件 。 

由 式 (2-75) 和 (2 -76) 可 知 , 略 去 g“ 后 ,电磁 场 作用 在 介质 上 的 体积 力 是 Y。e"” ,由 
Gauss B£ EF EH ABR AV: e TURRA n. o, A 


Т“= п. в“ = (n+ D)E+ (n+ ВН (D: E+B: Hn (2-79) 


азназар ноа Q 


teper 


式 中 是 电介质 边界 面 的 外 向 法 线 。 一 些 工程 问题 中 ,往往 要 求 作用 在 机 械 上 的 Maxwell 应 
力 的 合力 ,这 可 用 下 述 任 一 种 方法 去 求 得 


к= | f*av = | V- nay = (печда = | туда (2-80) 


应 当 指 出 ,TY 是 电磁 场 作用 在 介质 内 部 任 一 人 为 边界 上 的 电磁 力 , 它 和 电磁 体积 力 是 等 
价 的 。 对 于 实际 的 边界 ,边界 两 边 是 不 同 的 介质 , 故 要 仔细 讨论 。 如 设 介质 下 内 的 电场 为 零 ， 
假设 从 介质 工 到 介质 工 存在 一 个 过 渡 层 ,那么 从 介质 工 过 渡 到 介质 开 ,电场 强度 是 减 小 的 , 故 
у + б“ 是 减 小 的 , 设 V，o” 沿 严 方向 ,由 于 过 渡 层 厚度 /非常 小 ,W + oY SER XK, E limm + 
(VY 067) с“. 所 以 电场 作用 到 介质 工 边界 面 上 的 静电 面 力 为 一 gn, 其 中 nmi ART 
边界 面 的 外 法 线 ; 反 之 , 若 设 介质 工 内 的 电场 为 零 , 则 作用 到 介质 下边 界面 上 的 静电 面 力 为 
0“ • пр, ЖФ nr 为 介质 卫 边 界面 的 外 法 线 。 换 言 之 , 当 不 计 环境 的 影响 时 ,一 gn 是 电场 
作用 到 介质 边界 面 上 的 面 力 , 它 和 其 他 的 外 力 之 和 构成 总 的 外 加 载荷 ;也 可 以 认为 ,Maxwell 应 
HA Cauchy 应 力 产生 的 面 力 之 和 共同 去 平衡 环境 施加 给 边界 面 的 外 力 ( 参 阅 节 3-5 和 3- 6)。 

还 应 当 注 意 , 式 (2 -76) 中 关于 aM 和 f 的 分 解 存 在 一 定 的 任意 性 ,因此 其 合理 性 应 由 其 
他 理论 和 实验 来 确定 。 例 如 由 相对 论 电 磁 动 力学 中 的 能 量 动量 张 量 可 以 自然 地 导出 Maxwell 
应 力 ; 在 第 3 章 中 ,我 们 也 将 从 能 量 原理 自然 地 导出 。 


244 电磁 场 作 用 在 介质 上 的 力 的 其 他 表示 


(1) 式 (2-78) 表 明 , 自 由 空间 的 电磁 动量 方程 可 由 电磁 场 引起 的 载 流 体 的 质量 力 密度 у" 
的 表达 式 (2 ~ 30) 来 表示 。 由 此 人 们 推 想 电介质 中 的 电磁 动量 方程 也 可 由 电磁 场 引 起 的 载 流 
体 的 质量 力 密度 fr RO -31) 来 表示 。 为 此 ,利用 也 一 < 了 十 PP H = po B — M HT Maxwell 
方程 (2 - 32) ,得 到 


eV E— (o, —V + P) = 0, vxe+ =0 
| Sp ӘР (2-81) 
V-B=0, Ве а oa YXM 1—0 


把 上 式 第 二 式 矢 乘 D, 第 四 式 矢 乘 B, 然 后 相 加 ,再 利用 和 (2. 4. 3) 节 中 相同 的 运算 , 便 得 


L ӘСЕ х B) _ 
€o ot 


Veo f" 


0 = (GE Q E+ s B В) FF + BOI (2-82) 


Jt = pE+JXB— (У. P)E + (@P/ Ə: + V X M) X B = o,E + J. X B 


上 式 中 的 fr 和 式 (2 - 31) 一 致 。 

(2) 假设 电介质 占据 一 个 表面 a 包围 的 体积 V, V 外 为 自由 空间 ,那么 作用 在 介质 上 的 电 
磁力 ,不 仅 有 体积 力 产 , 还 有 表面 力 。 则 由 式 (2 - 49) 知 ,在 表面 a 上 作用 有 极 化 电荷 面 密度 
Op =n: P, 出 式 (2-51) 知 ,在 表面 上 还 作用 有 磁化 电流 面 密 了 =—п >x M. 所 以 作用 在 体 
积 V 上 的 总 为 为 


F =| CoE — № • PEV + | (J + ƏP/ dt + V x М) X BdV + 
v У (2-83) 


[| (п. P)Eda — | (пх М) X Bda 


利用 (n - PPE = n(P Q E), BX (nX М) = n(B - М) —п• (В) М) 和 Gauss 散 度 定理 ,上 
式 化 为 


F= [Cee +P - VE +J X B + ƏP/ Ә: X B + (V В) - M]dV 
Aly OCP X B)/ dt = ӘР/ ot X B + P x ƏB/ dt, P x ƏB/ dt =— P X (V X E), 因此 体积 力 密度 
为 . 
f° = p-E +- J X B + (V QE) + P + (V В) • M+ (ӘР/ Әг) х В 
上 式 还 可 以 写成 
f° = 0° —e, Ə(E X В)/ д 


(2—84) 
o° = (D @ E+ B @ Н) -ile E +p! BY— 2M + ВІ 


式 (2-82)，(2-75) 和 (2-84) 本 质 上 是 一 致 的 ,但 各 项 的 具体 划分 是 不 同 的 ,三 者 的 电磁 应 力 
张 量 是 不 同 的 ,这 也 表明 ,单纯 从 Maxwell 方程 出 发 ,不 同 的 方法 可 以 得 到 不 同 的 电磁 应 力 ， 
不 是 唯一 的 ,这 一 问题 还 需要 继续 深入 研究 。 


2.4.5 电磁 场 作 用 在 介质 上 的 力 偶 
由 式 (2 一 83) 出 发 可 得 对 矢 径 为 + 的 一 点 的 力矩 为 : 


со = fy x [Coe — V + P)E + (J + ƏP/ dt +V x М) X B]dV + (2-85) 


[rx Con - P)Eda + B X (n X М) |да 
计 及 
rx[(n- PE] =—п-[(Рб©Е) Xr] 
rx [Bx (nx M)] = n ° [B QM) X r] —n X [(B М) .r] 


У. [РО Е) Xr] = (V+ (РФ E)]Xr—[(P . V -.)r]X E 
(P. V) г= Р, Хг = 0 


则 式 (2-85) 可 化 为 


со = | r x pf dv + | (Px E+M X BdV 
V 


式 中 第 一 项 为 体积 力 产生 的 力矩 ,第 二 项 为 电磁 力 偶 产 生 的 力矩 ,所 以 电磁 场 与 介质 相互 作用 
的 单位 体积 的 力 偶 为 
Cs= PXE+MXB (2-86) 


于 式 和 偶 极 子 理论 推出 的 式 (2-60)、(2 -65) 相 同 。 


让 


хавза 


2.46 有 关 电 磁力 的 几 个 例题 


1) 双 电 介质 界面 上 受到 的 力 

BER Sh TAT BJ t BARE He 和 er ,它们 之 间 存 在 界 
面 , 现 求 在 电场 作用 下 界面 上 受到 的 力 。 这 可 如 下 求 之 :在 界面 
作 一 极 薄 的 单位 面积 的 微 圆柱 ,其 上 表面 Si 在 介质 工 内 ,法 线 为 
n1 ,下 表面 Sr 在 介质 开 内 ,法 线 为 ni ,上 下 表面 均 平 行 于 界面 
(H 2-10, 由 于 圆柱 极 薄 ,其 侧 表面 可 略 去 不 计 。 按 式 (2 -79)， 
上 .下 表面 上 的 Maxwell 应 力 分 别 为 


Тү = пу ө“ = (n° DDE, — 2р, Еп” 


M , M , 1 , 2-10 电场 在 界面 上 
Тр "1", = (пр. DOE — ру * E nn 产生 的 面 力 
注意 到 пт =— п; = n1 ,其 中 1 是 介质 I 界面 的 外 法 线 , 即 由 介质 I 的 界面 指向 介质 了 [的 界 
面 ,因而 作用 在 界面 上 的 力 为 


TM— (TY+T) = (пу * DEn — iD; “Erni — (n; * DI DE) +5D, ‚Еп! 
(2-87) 


如 介质 工 是 导体 ,导体 表面 的 电荷 面 密度 为 c。, 用 来 保证 导体 内 部 的 电场 强度 为 0, 所 以 导体 
IAM E, = 0, 故 其 表面 五 的 切 向 分 量 五 1, = 0, 只 有 法 向 分 量 Е... НИН Er, = 0, 令 
| Er, |= E. Wr B JI BJ Jr BAR He , i zÑ (2 -87) 可 知 ,作用 在 导体 表面 的 面 力 为 


TY 一 DEn; /2 =єЕ*пү /2 = o, En; /2, о, =єЕ (2 – 88) 


上 式 表明 ,电磁 场 作用 在 导体 表面 的 面 力 总 是 沿 着 导体 的 外 法 线 方向 ,把 导体 拉 向 电介质 ,这 
和 下 面 电 容器 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 
如 果 我 们 直接 采用 2. 4. 3 节 的 方法 讨论 ,并 注意 到 mi = 一 ni， 则 电场 作用 在 介质 分 界面 
上 的 应 力 应 当 是 
T¥=—n +o =— (n; * D DE, + 4D, + E;n, 
Тү = nr * oy — (ny * Di)Er ++p, -Eng 
T= TX+ ТУ = (n, + DI DE, — D. + Ern; — (h; * D DE, +2D, -E ni 
AP п, 是 介质 工 的 外 法 线 , 上 式 和 式 (2- 87) 是 相同 的 。 
2) 作用 在 平板 电容 器 极 板 上 的 力 
图 2 -11a 示 一 平板 电容 器 , 它 是 由 两 块 长 i\、 宽 5b、 相隔 较 小 距离 有 的 两 块 平板 电极 充 以 介 
电 常 数 为 < 的 电介质 (或 空气 ) 组 成 , 极 板 和 介质 之 间 没 有 外 力作 用 ,上 .下 电极 表面 分 别 充 以 
正 、 负 电荷 。 两 块 平板 电极 上 不 同 的 正 负 电荷 产生 吸引 力 ,这 种 吸引 力 有 多 种 不 同 的 求法 。 选 
取 正 电极 表面 的 法 线 为 n, 它 是 指向 电介质 的 。 由 于 电极 面 的 尺寸 相对 于 其 间隔 大 得 多 , 故 其 


下 电极 
(а) (b) 


图 2-11 作用 在 平板 电容 器 极 板 上 的 力 


间 的 电场 可 认为 是 均匀 的 , 且 只 存在 E, 8, Е = En, 根据 式 (2-88), 作 用 在 电极 上 的 
Maxwell 应 力 是 沿 电极 的 外 法 线 n, 把 电极 拉 向 电介质 , 即 


ТМ ТУп = Ë z eE; |n = += п (2—89) 


因而 介质 内 的 机 械 应 力 是 压 应 力 。 从 而 电场 作用 在 电容 器 极 板 间 的 单位 面积 上 的 力 是 使 电 介 
质 受 到 压缩 ,实际 上 它 是 极 板 之 间 正 负电 荷 的 吸引 力 。 应 当 指 出 ,如 极 板 间 的 电介质 为 空气 ， 
由 于 空气 不 能 承受 外 力 , 所 以 此 时 极 板 必须 由 外 加 支撑 支持 。 

另 一 种 方法 是 采用 能 量 法 。 按 式 (2 - 70) 存 贮 在 电容 器 中 的 电能 密度 为 


D E 1 1 
u = | Е • GD 一 | Е • дЕ 一 E = —D,E; 
0 0 2 2 


考虑 到 单位 电极 面积 上 的 电荷 q, = От, = Dz. 所 以 单位 面积 极 板 之 间 的 电能 为 


1 
2 


w 


U° = uh = +D;E;h = Sag = (2-90) 


— 1 
2 Се = 3 


AF ç = E,h 为 两 极 板 间 的 电势 差 , С = 9. / =є/һ 为 极 板 单位 面积 产生 的 电容 。 

我 们 知道 , 若 下 极 板 不 动 , 给 上 极 板 一 个 虚 位 移 , 则 电容 产生 一 个 虚 变 动 ,因此 存 贮 在 介质 
中 的 电能 要 产生 变化 ,同时 要 计 及 电场 作用 在 极 板 上 的 面 力 T, 所 做 的 机 械 功 , 现 在 我 们 采用 
能 量 原理 来 讨论 这 一 问题 ,首先 讨论 电容 器 系统 没有 外 加 机 械 力 的 情况 。 

O 如 果 虚 位 移 使 极 板 间 距离 增加 , 则 要 保持 电容 器 极 板 间 的 电势 差 不 变 ,必须 增加 电荷 


8q, 电 源 供给 电容 器 能 量 。 按 式 (2 - 90) ,电介质 电能 密度 增加 元 3(9.9) 一 Seda. 一 去 978C， 


克服 电场 作用 在 极 板 上 的 面 力 T, 所 做 的 机 械 功 为 Th, M ERAI pòg = р 8С, 所 以 由 能 
量 原理 , 当 电 势 不 变 时 有 


FHICHT DA = рәс >T = (8С) Fg 92 зд (a) 
@ 如 果 切 断 电 源 ,保持 电荷 不 变 , 则 电源 不 供给 能 量 。 介 质 的 应 变 能 将 由 电场 供给 能 量 ， 
从 而 使 电容 器 存 贮 的 能 量 减 少 。 当 电极 绝缘 ,其 上 电荷 不 变 时 有 


1 — _1 „ӘС _ 1 › ӨС __ е 2 
a 2c? өк 2° Dh one? 


rad + Tadh = 0 => T, = a 2 [ (b) 


2” Oh 


ET 


AEETI 


上 面 几 种 方法 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 
如 果 存 在 外 加 机 械 力 F, 引起 电极 距离 的 增加 ,那么 机 械 功 要 和 电源 提供 的 电能 一 起 考 
碟 。 当 电势 不 变 时 有 


AgdC+Tiah= g8C+F3h >T, = р CHF, =— Log + F, (с) 
当 电 荷 不 变 时 有 
Jes Тав Fdh => T, =— Se +F; а) 


由 式 (c?) 和 (d 知 ,外 加 拉 应 力 将 抵消 极 板 间 的 部 分 吸引 力 , 相 反 , 外 加 在 极 板 上 的 压 应 力 
将 增加 极 板 间 的 相互 拉力 。 

现 讨论 另外 一 个 例题 。 设 极 板 上 的 电荷 保持 常数 ,如 果 用 一 介 电 系数 。 的 电介质 填 人 长 
d 的 一 段 极 板 之 间 ,那么 介质 片上 受到 的 力 又 是 多 少 呢 (图 2- 11b)。 首 先 在 未 放 人 电介质 之 
前 ,电容 器 空气 中 的 电场 强度 为 E, = q./e, = Q/Ce,1b) ,电介质 放 人 后 ,在 空气 工 和 电介质 工 
中 的 场 强 分 别 为 Ер = mr /eo 和 和 Er = оу /e, 其 中 oot 为 和 空气 接触 的 电极 部 分 上 的 面 电 蓓 ， 
ai 为 和 电介质 接触 的 电极 部 分 上 的 面 电荷 。 注 意 到 在 电介质 和 空气 接触 的 界面 上 (该 界面 垂 
直 于 极 板 ) ,电场 强度 的 切 向 分 量 相同 ,在 本 问题 中 也 就 是 电场 强度 本 身 相同 , 即 有 了 1 = Ey, 
从 而 极 板 上 的 总 电荷 为 Q = [o1 d + ор (1 — 4) ]6 = Ey[edte,(1—d) ]b, 由 此 推出 En = 
E, 一 Q/{[ed += Q — 4) Jb), МААЛ E Jr Pr 31 88 GS BE Et J JIR 29 


= lre Er U — 2? d—e E? -2f co( — d) ted 1 Е 
U = Z Le E © d) +eE1 d eo El lbh 2 [ed Бе, 1 — а) 206 Eol alby? bh 
Q h Qh — Qh | Eol -1}= 
2 [edte,d—d)]b 2elb 2е,1Ь Led +a, (l—d)] 


СА (є —e, ad 
2e,lb led +e,(1 — d) | 


按 式 (b) ,电容 器 内 电场 作用 到 电介质 片上 的 力 是 

OU Oth (є 一 <o ) (є —e, )dle —є,) \= 

га 2,16 \led +є Ч — 4)] [еа +e, (1 — d) ]? 
Qh (є 一 <o ) 

2b [ed +e,(i—d) J 
此 力 力 图 把 电介质 片 拉 和 人 电容 器 内 。 

同样 这 一 问题 也 可 用 Maxwell 应 力 方法 来 处 理 。 由 于 现在 只 有 一 个 电场 分 量 , 且 垂直 于 

电介质 和 空气 的 界面 , 设 界面 的 法 线 n 沿 z, 轴 的 正 向 , 即 由 介质 工 指 向 空气 贡 。 按 式 (2 - 
87) 有 


Е= 


TY 一 (ny DDE, 一 工 D， * Erni — (ny . D: ЗЕ, +D: "E ny = 


2 


5D "E ni - b. * Етп] 一 (є —e, E} nr /2 


所 以 界面 上 的 力 是 = 二 Tbh, 和 上 面 的 结果 相同 。 


3) 导线 中 恒定 电流 与 磁场 的 相互 作用 力 

实验 表明 两 个 导线 中 流 过 电流 时 ,它们 之 间 存 在 相互 作用 力 。 这 是 因为 电流 在 其 周围 能 产 
生 磁 场 , 因 此 第 二 个 导线 中 的 电流 在 第 一 个 导线 处 产生 的 磁场 和 第 一 个 导线 中 的 电流 相互 作用 
便 产 生 了 力 。 恒 定 电流 在 其 周围 产生 磁场 由 式 (2 - 66) 35258 ,在 自由 空间 中 产生 的 磁 通 密 度 为 


pa bel di xr 0 


r 
> r 一 一 ,了 一 [|r| 
4 Jc r r 


式 中 dl Жел Е AY оо, RED a Fa B йй Jy 3 ,r 表示 由 微 元 di 到 观察 点 的 距离 ,并 
指向 观察 点 。 按 式 (2 - 31) 磁 场 作 用 到 回路 微 元 的 作用 力 为 


dF = Id X В (2-91) 


由 上 两 式 知 , 如 自由 空间 存在 两 个 闭合 回路 C, 和 Ci ,其 中 分 别 流 过 电流 Г, ЯП L, WR L, 的 
回路 C, 作用 到 电流 五 的 回路 C 上 力 为 
pol, I, dl, X (dl, хг) _ 
Fa = т? „зс МО, Fu =— Fa (2-92) 
上 式 常 称 为 Biot - Savart( 比 奥 - 沙 伐 尔 ) 定 律 。 

5] Ж BEI, Al, 的 两 个 相距 天 的 无 限 长 平行 直 导 线 ,它们 之 间 的 作用 力 可 如 下 求 
得 .电流 L 在 电流 IL, 导线 上 任 一 点 产生 的 磁场 , 按 式 (2 -67), 其 大 小 为 B, = pol, /2nh, 其 
方向 垂直 由 厂 和 五 组 成 的 平面 , 且 垂 直 导线 。 因 此 作用 于 导线 I, 的 单位 长 度 上 的 力 , 大 
INK F = a lI, /2zh., 2602 -91) ,两 电流 方向 相同 时 为 引力 ,相反 时 为 斥 力 。 

在 双 磁 介质 中 ,介质 工 中 载 有 电流 工 的 无 限 长 导线 在 介质 工 中 产生 的 磁场 ,和 介质 工 占 满 
整个 空间 时 ,其 中 有 两 个 相距 2^ 的 载 有 大 小 分 别 为 1 和 有 的 导线 所 形成 的 磁场 相同 ( 见 
2. 3.7 节 ), 所 以 单位 厚度 界面 二 合 力 的 大 小 为 二 pi fl’ /4nh A 8 > 0, 则 两 电流 方向 相同 ， 
故 为 吸力 ;如 8 二 0, 则 两 电流 方向 相反 , 故 为 斥 力 。 因 此 如 介质 工 为 空气 ,介质 Tl Aa. sk 
(2 -68Ъ) 1, ШЕ р> 0, 故 电流 导线 被 吸 向 钢 的 表面 ,单位 厚度 钢板 上 合力 的 大 小 为 五 一 
wr Bl? /Amh == pol? /4nh. | 

这 一 问题 还 可 用 Maxwell 应 力 的 方法 求解 。 式 (2 - 87) 讨 论 的 是 电场 ,但 车 把 DD 换 为 B， 
五 换 为 吾 , 则 对 磁场 也 成 立 。 所 以 作用 在 界面 上 的 力 为 


T= (п; . BiD)Ha 一 可 Ba -Hanı — (nı + By) Hy +B .Hin: (2-93) 


参看 图 (2 - 9) ,本 例 上 式 中 的 nt =—Ь 为 沿 界面 法 线 , 由 工 指向 下, 按 式 (2 - 63) 有 


sin0 _ sing _ cos @ _ cos 0 
Ay, ~a Qnr’ Hy, = al Zar” Bi, HI (1-+@1 nr’ В, py al prm 


RP cos0 = 4/72 — hš /r, sin0 二 h/r。 代 入 式 (2 -93) 得 界面 单位 厚度 上 的 面 应 力 T 和 作用 在 
界面 单位 厚度 上 的 合力 下 分 别 为 


T = 一 了 工 (B4 i, + By, By +) (Bi, + Bipi ++ Bi, + B,,By,d1) ЕЕ 
HK Zn Ai 
51-081, + Вв = 
Ai 
2 
(Гц 一 Ai Jæ sina] + L~ gra + r (1 + 8)? ]соѕ?а) іг 


Br’ r’ 


ER 


жеее Ü 


= 2 ре Сир Suk Гапа — и (1+ Da 
ғ [| Tin = | -—— “© зае та OF BN y 


上 式 和 前 面 的 结果 完全 一 致 。 


x. = mP, 
(h? +27) 1 Arh 2 


2.5 Жнв A r gee em 


2.5.1 Minkowski MAAS) 空间 与 Lorentz 变换 


Einstein( 爱 因 斯 坦 )1905 年 提出 的 狭义 相对 论 有 两 条 基本 假设 ， 

(1) 相对 性 原理 :所 有 的 惯性 坐标 系 是 等 价 的 ,惯性 坐标 系 中 物理 规律 均 具 有 相交 的 
ÉR; 

(2) 光速 不 变 原 理 : 所 有 惯性 坐标 系 中 ,真空 中 的 光速 是 常数 c, 且 与 光源 是 否 运 动 无 关 。 
在 相对 论 中 ,时 间 和 空间 紧密 相关 ,组 成 四 维 空间 ,广泛 采用 Minkowski 空间 。 四 维 
Minkowski 空间 的 坐标 为 
(2-94) 


L, = Zis Qs E= l; 2, 3; х, = ict, a = 4 


式 中 希腊 字母 下 标 取 值 1, 2, 3, 4, 拉 丁字 母 下 标 取 值 1, 2, 3。Minkowski 空间 的 距离 或 间 
隔 为 


(ds)? 一 dzr,dz, = (dzi)? + (ал)? + (ахз)? — c° (dt)? (2-95) 


在 Minkowski 空间 中 ,时 空 距离 可 正 可 负 , 这 和 Euclid( 欧 几 里 得 ?空间 不 同 。 
Lorentz 变换 要 求 保持 四 维 时 空中 的 间隔 不 变 。 设 不 动 时空 系 у 和 运动 时 空 系 $ 的 坐标 
轴 相 互 平行 ,$ 以 常 速 v Wr z, 轴 相 对 于 р 运动 , 则 时 空 系 g 到 $ 的 特殊 Lorentz 变换 为 


х= 1х, 2, = 1р І = L, Llu = 8, 
Y 0 0 ify 
о 10 о (2-96) 
工 一 ,8 一 二 ,7 一 一 
0 0 1 0 с 1 一 8 
—ify 0 0 у 


式 中 荆 是 四 阶 的 单位 张 量 , 且 L =L, HEA, Lorentz 变换 是 四 维 空间 的 正常 正 交 变换 。 
2.5.2 电动 力学 方程 的 四 维 形 式 
引入 四 维 反对 称 二 阶 电磁 张 量 和 G, 则 


0 cB, —cB, —iE, 0 H, —H, —icD, 
F- — cB; 0 cB, — iE, G= — H; 0 Н, — icD, 
В, —В 0 一 也 | H, —H о —icD;} (2-97) 
iE iE, i 0 iD, iD: і, 0 
Fa =— Еһ, Ge = 一 Gu 


和 四 维 矢量 
Jj = LJ; ico. J (2 - 98) 
则 Maxwell 方程 组 (2 - 32) 式 可 以 写成 
Fe + Figa + Кш = 0 (2-99) 
Gan = ja (2 - 100) 


ЕА, а, 68 取 不 同 值 时 才 有 非 平 凡 表 达 式 。 式 (2 -32) 中 的 第 三 和 第 二 式 分 别 相 当 于 式 
(2-99 PA. а, 及 取 [1，2，3] 和 [(2，3，4)，(3，4，1)，(4，1，2)]; 式 (2 -32) 中 的 第 一 和 第 
四 式 分 别 相当 于 式 (2 - 100) HAY a Ж 4 ANCL, 2, 3)。 

式 (2 -30) 也 可 借助 电磁 张 量 表示 , 即 有 


Ў = Ем}, (2 - 101) 
上 式 的 头 三 式 正 是 式 (2 ~ 30), MEURA fi = iE + J/c. 
2.5.3 电磁 能 量 动 量 张 量 和 Maxwell 应 力 


用 Fa RACO - 100) ,并 利用 式 (2 - 99) 便 得 
Ер.ј. 一 Fa G.A. 一 Е.С ) — GaF pena = 


1 
(Е.С) — 5б. Faga T Fpa) = (2-102) 


(Fe G. ) À 十 бым 


由 于 2С „ЕЁ | = СКС) p E (Guf aag — FuGu) 所 以 上 式 又 可 写成 
Foie =— (GreF po — F. G. /4) a + (GaP — Fa G...) /4 (2-103) 
定义 Minkowski 电磁 能 量 动量 张 量 SP H 
Se = сі (GeF ga — TdF Ge)» S° = [S] = P ы 
Ж оу 是 Maxwell л 5,0“ 和 g" 由 式 (2 -76) 定 义 ,S = 二 EXH 由 式 (2 -72) 定 义 ,W = 
(Е. D+ H. B)/2 由 式 (2 -71) 定 义 。 由 此 , 式 (2 -103) 可 以 改写 成 
SQ, =— eT Fie + 4007 (CGF,g — ЕС) (2-105) 


式 (2-105) 的 空间 部 分 (B= 1, 2, 3) 便 是 动量 方程 (2 - 75) ,时 间 部 分 (8 = 4) 便 是 能 量 方程 
(2-72). 

Minkowski 假设 电磁 场 作用 在 等 速 运动 物体 上 的 体积 力 为 电磁 能 量 动量 张 量 的 负 散 
度 , 即 


(2 - 104) 


f 一 一 Sisa = с) Faja — (4с)! (С.Е, „в ~ Е.С.) (2 - 106) 
利用 c Faja 一 Р 和 
(4c) 一 ! (Gra rasg — ЕС мв) 一 (В 2 НЕ, . D—B ° Н. +E Ы D.,.)/2 


шчаня ноа —0 


TEET 


则 由 式 62 — 106) 可 推出 


fP = pE +С ХВ), – (В, НН. В t(D, E— E, D) 
(2-107) 
pte) — . 1 oB ӘН, oD ,ь_ ОЕ, 
icf J'E (5 Hoa Bra ‘Еа D) 


式 (2-107) 中 的 /5? 和 (2- 76) 中 第 三 式 的 fH, RARE TS. ЯНЕ R 
数 G 有 G,, = icG,，, 按 式 (2 -104), 式 (2 -106) 还 可 写成 


ом, — f° = Sits 5,4 +W, = icf {° , Bier 一 IC ji 4 . W,, 一 ic 多, (2 一 108) 
由 于 在 真空 中 也 一 =, E, B = „Н, 所 以 有 G = /27ш + F, 式 (2-106) 中 的 项 GuF — 
Р.С. = 0， 从 而 在 真空 中 有 SS, =— c Fpjs。， 这 也 可 由 式 (2 -107) 和 (2 一 108) 直 接 
得 出 。 
2.5.4 ”运动 坐标 系 中 的 电动 力学 方程 


式 (2 -96) 是 一 种 特殊 坐标 系 中 的 Lorentz 变换 ,现在 来 讨论 一 般 情形 的 Lorentz 变换 。 
设 运动 坐标 系 了 ,其 Z, 轴 和 物体 的 运动 方向 的 速度 o = on 同 向 ,v С n) fl р MRAP z, HH 
夹 角 的 方向 余弦 为 n;。 这 一 普遍 情况 下 的 Lorentz 变换 L, 为 
x= LL,x, LIL, = 1, 
1 +18 ГВ. Be ГВ. Bs 7 


L = ГВ: Be 149182 Га iy (2-109) 
` Г А 1-+Г@ iñy i 
—ihy iky —у 7 


RPT = (y—1)/@, B=|Bl,B=0/c. B, = Вп, = о,/с. FERH B B Wr z, 轴 方 向 , 则 
8 一 Bl, В = B, = 0, 14I 二 Y, 从 而 式 (2~109) 化 为 (2 一 96)。 
式 (2-99) 和 (2 -100) 是 四 维 空间 中 的 二 阶 张 量 组 成 的 方程 ,因此 按照 相对 论 理 论 , 在 
Lorentz 变换 下 其 形式 不 变 , 即 有 
OF, . OF, ， : 
Эт, + + 32 =” amoh (2-110) 
F=LFL’, С = ШЛ, j=Lj, х=1х 


由 上 式 中 的 物理 量 在 运动 坐标 系 和 不 动 坐标 系 中 的 变换 关系 ,可 推出 


Е = у(Е ох В) – (у 1)п(Е + п), р = ур +с? XM — (у – 1080р en) 
Н = уН ох р) – (у 10)8(Н n), В = у(В с? ох Е) — (у – 1)0(В • п) 
J = у юр.) + (y DEn ° J) — JJ, р, = ур et o + J) 

(2-111) 


可 用 下 述 三 个 分 量 的 例子 来 说 明 上 式 的 正确 : 


Fa = i E, = —%у[сВ Ahı 一 cB: АВ & + E.B y] — iñ,y[— cB, (1 + Agi) 十 
cB, AB, Bs + ЕВ yY] — ig, y[cB, 1 + AB?) — cB, AB. B, + 
ЕВ y] + yLiE, (1 + Agi) + iE, АВ, % + iE: Añ Bs] = 
— 18 УЕ. Ry + iñ YB; — iñ yE, y — 13 УВ — iB yE; B y + iyE, + 
АПЕ, Ё y +iE.B By + iE,8, B y) 


E = y(E, +> В, — o; B,) + YA — YA (B - E) 
Е = y(E+uXB)+y(A— yP- Е) 


Fs = GQ + АВ (В, (1 + Ag?) — cB, AB;B, + Еу] + Ав. C— cB, AB, B+ 
cB, AB: B, + E,B,y)+ AB: ВВ, AB, 8, — cB, (1 + А83) + E; B; y] + 
iP, УПЕ, Аё, В + iE, (1 + А83) + iE,AB;,B, ] = 

cB, — E,B,y Е, 57у + АєВз (pi +) — Ас: (Bip, + Bop) = 
yc B, + y(E,8, — E, B.) — AcB, (BiB, + Bef + Bsps) 


В, 一 YLB; T c (Ev — E,v,) ] = (у— ln, (Bim + Ban: + Bsns) = 
yLB: T c (E v — Ез) ] 一 (у 一 Dn; СВ • п) 


B= y(B—c? vX Е) — (у — 1) (В • п) 


Ji = (1+ А8), + АВ; Je + AB, Bs Js — B, Усю. = 
J, +AB (8. Ji + >J; +J.) — Утур,» = 
J. tAB (B ° J) — уор. = 
Yi = Уор. — (y — 10, + (y — Dm Ga J) 
J = У әр.) + (y— 1)[n( + J) —J] 
根据 形式 不 变 理论 ,运动 坐标 系 和 不 动 坐 标 系 中 的 本 构 关 系 分 别 为 
D=c,E+P=cE, B = »(H+M = „Н, Ј= Е 
D ==E-+- P = «Е, B = (Н + М) = „Н, Ј = сЕ 


(2-112) 
由 此 得 
D+ ox Н) — (y— Dn(D. n) = є, [УЕ Бох В) —(у—1)п(Е. n)|+P 


由 此 可 推出 
P = yD 一。 E) +0 X (є?їН—еВ)]— (y— Din — eE) + n] 一 
УР с? o X M) — (y DnP • п) (2-113) 
M = y(M + ox P) — (y — 1)п(М • n) 
2.5.5 低速 运动 下 变形 介质 中 的 中 的 电动 力学 方程 
式 (2 - 109) — (2 -113) 给 出 了 等 速 惯性 坐标 系 中 的 运动 方程 , 既 可 用 运动 坐标 系 中 的 物 


CINU aoe Q 


SERERE —@ 


理 量 表示 ,也 可 用 不 动 坐标 系 中 的 物理 量 表示 。 当 相对 于 光速 而 言 , 物 体 的 运动 速度 " 远 低 于 
ЖЖ, 1 о |< сн, w/c? 的 项 ,电动 力学 方程 仍 具有 很 高 的 精度 。 此 时 有 


p=p, B=B i= pe Р-Р. I= Jw. (2-114) 
E=E+uxXB, H=H-wvwXD, M=M+ XP 
从 而 在 低速 运动 惯性 坐标 系 中 的 运动 方程 近似 为 
у.р=р, фр. da= | edy 
УХЕ =— 8 $ E+ 4=— | B .da 
ӯ. B=0 [в.а =o (2-115) 
Vx H=— +J $H-ds=| 了 .de+ 呈 | p + da 


Ope = $ А 4f = 
Vetta TV" Сор.) 0 J da +; ped 0 


B= В рухвхо) =B+Bv-v—-B-wWe 


(2-116) 
Әр 


ӘР ух (рхо) ро ВСУ е0) — 0.9) о 


б = 


推导 上 式 的 过 程 中 ,已 使 用 了 V，D= p,， YB 一 0。 上 述 公 式 也 可 应 用 到 介质 有 限 变 形 的 
情况 。 在 变形 介质 中 ,上 式 中 的 BB, DD 正 是 在 随 介 质 一 起 变形 的 随 体 坐标 系 中 В, D ЕЖ 
导数 。 
同样 可 推出 ,边界 条 件 (2 -49) 和 (2 - 50) 不 变 ,而 式 (2-51) 和 (2- 52) 相 应 地 变 为 
nX (Н,—Н,) = n X (H, — H.) + (n * o )(D, — D.) = Ды 
nx (Е, —E,) = n X (E, — Е) — (n * v (B, — В,) =— V(z,/e) 


式 (2 - 104). (2 - 07)#l(2 - 108) 中 的 诸 量 分 别 为 


(2-117) 


gz =g" =DXB, а“ – (DQE+B@ H) — (E: D+H: BI 
ў“ =p. E+JX B—+L(V @ D) - E — (V QE) -0)- LIC @ B) + HIV @ H ° B] 


(2-118) 


2.5.6 低速 运动 下 变形 介质 中 的 中 的 总 能 量 动量 张 量 


KEE 07/02 的 项 ,机械 系 统 的 相对 论 力学 和 Newton 力学 是 一 致 的 。 对 于 这 种 低速 运动 
情形 ,不 考虑 温度 效应 时 ,动量 和 能 量 方程 可 以 写成 


AORERE (ро ое) = f 


S TV. о 0-00) = fe vti (2-119) 
U= (pv* v+u)/2 
ЖКА А BE Et , u 为 单位 体积 的 机 械 内 能 , of 为 除 机 械 源 外 的 其 他 能 量 源 。pom 
为 动量 , (pv @ 0—0) 为 动量 流 ,(v 的 U—o. v) 为 能 量 流 。 利 用 质量 守恒 方程 , 见 第 3 章 式 
(3-8), Әр/ t + V + (oo) = 0 和 速度 全 导数 的 表达 式 do/dt = Bo/ Bt 十 wz, 上 式 易于 化 到 
通常 的 形式 。 式 (2 -119) 可 以 组 成 四 维 空间 的 机 械 能 量 动量 张 量 SO 的 方程 


Sine 一 Л? l = cf” 一 of + Р.о, 


. (m) 
бю посо Tovive— ow e i ато] w Р 
Sm = psp q= [rrr з С 
pv; . ic (A + fiU) 


(2 - 120) 


为 了 研究 电磁 场 和 物质 的 相互 作用 , 现 讨论 由 物质 和 电磁 场 共 同 组 成 的 物理 系统 ,如 不 计 
热效应 , 则 此 物理 系统 可 以 看 成 由 机 械 和 电磁 两 个 独立 的 子 系统 组 成 (如 果 存 在 热 或 其 他 的 效 
应 , 便 需 要 增加 新 的 子 系统 ), 从 而 总 能 量 动量 张 量 为 两 个 独立 子 系统 的 能 量 动量 张 量 的 又 
加 , 即 


S, = SP + 5:0 (2-121) 


如 果 总 系统 的 总 能 量 动量 张 量 守恒 ,那么 称 此 系统 是 保 字 系统 ,否则 为 非 保 守 系 统 。 如 果 
名 天 0 且 是 非 有 势 的 , 则 系统 是 非 保 宁 的 。 总 系统 的 动量 和 能 量 方程 可 以 写成 


Sapra = СУНА + Sima 一 fs 
或 . (о®;у®» — 04) 4 ісроза — оў. T icg; = fi” (2 - 122a) 
ic) (Uur — OmVn) a — Ua Hi Sra — W. = f” 


上 式 还 可 写成 


(оь +Ë) — B; + f 一 d(pv; )/dt + Гоо;оь,ь 1 
AU/ dt + [Uor] + Sra + W,, = Gin Vase + Ош, 一 ic f 2 


上 式 括 弧 中 的 项 是 和 体积 改变 相关 的 小 量 , 可 以 略 去 。 利 用 式 (2 -108), 上 式 又 可 写成 
бы,» + ff + fy = d(pv;)/de 
= oyua + fv; — fv, + 8 + J - E+ >, -E—E,-D+B,-H—H,°-B) 


(2 - 122b) 


du 
dt 
(2 - 123) 
式 (2-122) 和 (2 – 123) 中 的 头 三 式 是 动量 方程 的 不 同 表现 形式 。 对 比 这 两 组 方程 可 知 ， 
Maxwell 应 力 虽 称 应 力 , 但 实际 是 电磁 力 的 表现 ,或 许 改 称 Maxwell 外 应 力 较 好 。 
对 于 保守 系统 ,由 动量 矩 守 恒 可 得 


(2.83 — 0381), 一 0 或 S = Sa; Sj = pUjUr — сд — on (2 - 124) 


Бине нов: — Ө 


хавзе 


由 上 式 推 得 
on tov = oy Hox (2-125) 
BI Cauchy 应 力 和 Maxwell 应 力 之 和 是 对 称 的 ,而 


ба — оу = оу — ok = 27 
2-126 
т = | ФЕ, — DE,) ++(B,H, — H,B,) ? 
由 此 推 得 体积 力 偶 为 
С, = єз», C=DXE+BXH=PXE+yMXH (2-127) 
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2.61 复合 粒子 产生 的 微观 电磁 场 


本 节 仅 对 微观 理论 做 一 简单 介绍 ,详细 内 容 可 参阅 有 关 书 籍 。 设 电磁 介质 由 复合 粒子 组 
成 ,而 每 个 复合 粒子 由 若干 个 带电 粒子 组 成 。 第 个 复合 粒子 的 质心 О, 到 坐标 原点 О 的 位 
置 矢量 为 ri ,其 中 带 有 电量 gw 的 第 i 个 电子 到 O 点 的 位 置 矢量 为 rj, 到 O, 点 的 内 部 位 置 矢量 
为 En: » Fe — Fe + фы , 设 观察 点 到 O 点 的 位 置 矢量 为 
xz。 现 在 来 讨论 所 有 复合 粒子 在 观察 点 所 产生 的 电磁 
场 (图 2- 12)。 这 一 Lorentz 模型 的 基本 假设 是 , 复 
合 粒子 在 观察 点 所 产生 的 微观 电磁 场 量 e, 可 用 自 
由 空间 中 的 Maxwell 方程 来 描写 , 即 


_ ob _ 
Ve pb=—0, VXe+5> 0 
є Vre= > Sadi — х) 
L 


po VX b—e, oe = > Уак Рыё(гы — х) 


ағ, _ Ərz 2-12 复合 粒子 产生 的 微观 电磁 场 的 
= dt = ot Lorentz 模型 


(2 — 128) 


AF qru EEk 个 复合 粒子 中 的 第 :个 带电 粒子 产生 的 徙 动 电流 。 当 观察 点 位 于 复合 粒子 
之 外 , 且 | gu l<] š | 二 | r, —x | 时 ,8 函数 可 展 成 内 部 位 置 矢量 2, Н) 5628 38 


оо 


бы — x) = У) EDP д + VO — x), W = Ә/ Әг, (2-129) 


n=O n ! 


把 上 式 代 入 式 (2-128) 可 得 


V.b=0, Vxe+9b – 0 
ot 


де ә (2-130) 
e Vre=—p,—V°p, wo VX be, 55 J TSP VX m 
精确 到 &; 量 级 ,上 式 中 的 诸 量 为 
ps = Ddr =x), p= Sy p.dCn — х) 
: t (2-131) 


i= D aod, —x), m= о, X vat m) dr — х) 
式 中 
V= ғ, Ф = Хак, р, = Хаё, m = + Уанёы (2-132) 
分 别 代表 第 不 个 复合 粒子 的 质心 速度 和 其 中 的 总 电荷 . 电 偶 极 矩 和 磁 矩 。 推 导 式 (2 - 130) 时 ， 


使 用 了 下 列 公式 : 
mM, * Veslr, — x) =— m, * Vlr, — x) =— V[m, (r, — x) J], yv <° Ə/ Әх 


同时 在 推导 Op/ Ot 时 保留 p 中 含 &4 的 二 阶 项 ,以 便 求 导 后 保留 形 如 е. ЛЛ, BI B RI 


2-2 ain о T la lu + Уг — 
9р = 2. S gu Га) + +e Ga Wa — 9 |) 


如 所 有 接近 x 的 粒子 都 具有 相同 的 速度 v , 即 o, = о, WA 


m = So, Xotm,)ds(r,—x) = pX 2 т", m = Xm, èr, — x) 
k k 
2-133 
де Әр 《 ) 


в VX be, Š = j+ +WVX (p X o ті) 


2.6.2 复合 粒子 产生 的 微观 电磁 场 力 


设 复合 粒子 在 外 加 电磁 场 E, 和 B, 中 运动 ,并 设 外 加 电磁 场 满足 自由 空间 的 Maxwell 27 
程 , 即 有 
OB, 
or 


ӘЕ, 
5 а 


У.В = 0, УХЕ, + = 0 


e Ve E, = 0, po V X Bo 一 0 (2-134) 
位 于 ry 带 有 电荷 q; 的 单个 带电 粒子 在 x 处 产生 的 电磁 场 е; Ж bs 可 由 式 (2 -128) 解 得 


93 
Ane, | x— ry | 


(2-135) 


Qij Р» | 
4rcoc2 | х— ry | 


e; (x) =— V ‚ bx) = V X 
| ) | 


因此 ,第 个 复合 粒子 中 的 第 i 个 带电 粒子 到 OO 点 的 位 置 矢 量 为 re，* 该 处 的 总 电磁 场 为 


TR 


EIEE T) 


е,(ты) = езт) + У) Seg Tu) + Eo (ris) 
=з (2-136) 
biru) = УЬ, (ты) 十 > УЬ, (ru) + Bo Cri) 
j: fk j 


上 式 中 的 右边 第 一 项 是 第 个 复合 粒子 内 部 带电 粒子 产生 的 ,第 二 项 是 复合 粒子 相互 间作 用 
产生 的 。 因 为 复合 粒子 内 部 全 部 粒子 产生 的 合力 为 零 ,而 Fa X by (rs) 与 | ru 1 Vc 同一 量 级 ， 
故 可 上 略 去 ,从 而 作用 在 第 个 复合 粒子 上 的 总 力 为 


fi = >f. 一 27qa [e (ть) F Fu X br) = (2 - 137) 


Mal Sje; (гы) + Eo (ть) + ri X В, (гь) | 
i ik jj 


上 式 中 等 式 右边 的 第 一 项 是 复合 粒子 间 的 相互 间作 胃 力 ,第 二 和 第 三 项 表示 外 加 电磁 场 的 作 
用 力 。 因为 Ты Te +Š: | бы |<] Tr, | ， 所 以 外 加 电磁 场 引起 的 作用 力 可 展 成 ё; 
x | ё: |, | Š; |<! r, — | 时 ,复合 粒子 间 的 相互 间作 用 力也 可 展 成 En WER , 这 两 部 分 
构成 长 程 作用 力 JP , 剩 下 的 部 分 构成 短程 作用 力 SP. RITA 


Ok rs 一 f. 一 Л? + f; 
fP = (4 + рь e VOLE, (r, ) + P, X By Cr] + (рь +m, X Vi) X B, (r,) + f, = 
q, (E, + o,X Bod + (V: @ Ey) pe + (We @ Bo) Cn, + рь Xv) + 
(4/42) (p, X Bo) + f, (2-138) 


f; = 5 > Dues (ты) — Р, 
Ik i j 


f. = D4 t ap . V: + 9р: Ы Vi) Vi (Atte, | ТЕСР, |) 


式 中 o = 2н ro Fa Уры Ён 分 别 为 第 & 个 粒子 的 电子 总 质量 和 总 动量 。 类 似 地 ,作用 
在 第 大 个 复合 粒子 上 的 力 偶 为 
= УС = > X fai = CU 十 Ce 


С? = p, X LE, (r,) +0.X Bon) ] + m, X B. (r, EC! 


= > > 2 X аме» 一 Cs 
DD а] 


ey Ane, | r, 


(2-139) 
作用 在 第 个 复合 粒子 上 的 电磁 力 产生 的 功率 为 
= deat fu = Saw t ut Cer) + on X br] = 
Dau vt [Bord + > dey (ты? | 
推导 上 式 时 已 应 用 了 ош. (o, X db) = 0, 表示 磁场 作用 在 运动 电荷 上 的 力 垂直 于 运动 方向 , 故 


(2 – 140) 


而 不 做 功 。 等 式 右边 第 一 项 表示 外 加 电磁 场 产 生 的 功率 ,第 二 项 表示 复合 粒子 内 部 电场 产生 
的 功率 。 


2.6.3 电磁 场 的 统计 平均 理论 
利用 统计 平均 方法 ,由 上 面 的 微观 理论 可 以 导出 介质 地 宏观 理论 。 在 统计 力学 中 , 任 一 微 
WE o MBit EWE Ф 为 
Dlx, 0) = (9) = | cr nfs dr (2-141) 
AF f Ж р 的 概率 分 布 密度 ,由 于 运动 方程 涉及 到 不 同位 置 的 两 个 粒子 ,所 以 了 是 两 点 分 布 
函数 ;tf RR LORS, Po, Ex Ex) ,可 以 认为 广义 动量 空间 是 相 空间 的 推广 , 相 空间 
仅 由 位 置 矢量 和 经 典 动 量 构 成 ,而 广义 动量 空间 的 微 元 是 dz = dred №, [| аа Ё. fdt 是 在 


广义 动量 空间 微 元 dr 中 找到 o 的 概率 。 对 跟随 广义 动量 空间 的 点 一 起 运动 的 观察 者 而 言 ， 
fdr 是 不 随时 间 变 化 的 , 故 有 


Zip = S fofa = | чет (E) (2-142) 
即 微分 和 平均 符号 可 以 交换 次 序 。 又 设 了 不 依赖 于 x, 则 有 
Vip) = (V p), Ұс Ә/ Әх (2-143) 
令 电 磁场 的 宏观 量 为 微观 量 的 统计 平均 值 , 则 得 
Е= (е, B=(b), Н=(Ю, D= ¿d оаа) 


Р = (p>, М = (т), J = (j>, Юе = (pa? 
应 用 上 面 诸 式 , 并 由 式 (2- 130) ,可 得 | 


ў+Е=р—У+зр, ҮхХЕ=—©Р, V.B=0 

oe op (2-145) 
=I 
Ho Vx B € a 1 Fa T VXM 


ES D=c,E+P, В = p(H+M), ЕХ Maxwell 方程 组 (2 - 32) 。 若 用 式 (2- 133) 的 最 
后 一 式 代 替 (2 - 130) 中 的 第 四 式 , 则 式 (2- 145) 中 的 第 四 式 变 为 


OE _ 


po VX B —= a 


7+ -ухРХъ+УХ МЕ, M = (m) (2-146) 


2.6.4 质量 和 动量 的 统计 平均 理论 


设 介质 的 宏观 质量 密度 为 px, t), RE Ae (x, г), RRA 0 = o ,— o , f 
统计 平均 理论 有 


p= (Ура а), pv = (Dorw dr ) (2-147) 
k k 
利用 (09) = 0 和 


EST 


Я, — x) = P, W8(r, — x) =—У[о,8(т, — x)] 
yh (2-147), (2 - 142) 和 (2 - 143) ,可 得 质量 守恒 方程 


P =— Vind — 07) =—V. (pv) (2-148) 


和 动量 方程 


人 = — V| Dp Q 0.80, — х) |+ Dd) on ddr — x) = 
r k 


—Vipv офа) +f? + pf? 
of? = У) д0 х), f = У) 8(т,— x), 6 = уур, % @ GSC — x) 
k k 


k 


(2-149) 


利用 前 面 的 公式 和 繁 元 的 推导 , 式 (2 -149) 中 的 动量 方程 可 化 为 


of? = V 6° —e, OE X B) / ә 
(2-150) 


в = DQE+BQ H) +v@ PX B— eE +B — 2M + BI 


上 式 和 式 (2- 84) 是 类 似 的 。 其 他 关于 能 量 密度 和 偶 应 力 等 可 类 伺 地 讨论 。 


电 弹 性 的 基本 理论 与 等 温 变 分 原理 


3.1 经 典 热 力学 与 物理 变 分 原理 mes 


3.1.1 基本 概念 


研究 热力 学 问题 时 ,通常 把 被 研究 的 若干 物体 称 为 系统 ,系统 周围 物体 形成 的 集合 称 为 环 
境 。 称 系统 和 环境 之 间 没 有 物质 和 能 量 交 换 的 系统 为 孤立 系统 ;如 只 有 能 量 交 换 而 无 物质 交 
换 , 则 称 为 封闭 系统 ;如 既 有 能 量 交换 又 有 物质 交换 , 则 称 为 开放 系统 。 如 系统 和 环境 之 间 没 
有 热量 交换 则 称 为 绝热 系统 。 描 写 系统 所 处 状态 的 参数 称 为 状态 参数 ,如 密度 o, КЖ 1/o, 温 
E T, s MH e, 应 变 g, 电 场 强度 吾 , 电 位 移 卫 等 。 如 系统 内 各 点 的 状态 参数 都 相同 , 则 称 
为 均匀 系统 ,否则 为 非 为 均匀 系统 ;如 状态 参数 不 随时 间 变 化 , 则 称 为 平衡 系统 。 如 状态 参数 
随时 间 变 化 , 则 这 些 变化 状态 的 总 和 称 为 过 程 。 经 典 热 力学 研究 均匀 系统 的 平衡 和 淮 静 态 过 
程 ,所谓 准 静态 过 程 是 指 无 限 缓慢 的 过 程 , 其 中 的 每 一 步 都 是 平衡 的 ,因而 也 是 可 逆 的 。 本 书 
中 还 研究 偏离 平衡 态 不 远 的 非 平 衡 系统 。 系 统 中 可 用 作 状 态 参数 的 量 很 多 ,但 不 都 是 独立 的 ， 
它们 之 间 存 在 一 些 关 系 , 服 从 一 些 方程 ,这 些 方程 在 热力 学 中 称 为 状态 方程 ,而 在 力学 中 称 为 
本 构 方 程 。 如 把 每 一 个 独立 的 状态 参数 看 成 是 一 个 坐标 ,独立 状态 参数 的 全 体 便 形成 一 个 状 
态 空间 ,物体 的 一 种 状态 可 用 状态 空间 的 一 个 代表 点 表示 ,代表 点 在 状态 空间 的 运动 形成 的 一 
条 曲线 , 便 代 表 一 个 过 程 。 


3.1.2 经 典 热力 学 基本 定律 


热力 学 第 一 定律 :对 均匀 系统 的 准 静 态 过 程 , 环 境 对 系统 所 做 的 功 W 和 供给 系统 的 热量 
Q 之 和 等 于 系统 内 能 U 的 增加 ,其 中 内 能 是 一 个 状态 函数 , 即 


0-0. = +9 (3-1) 
AH U。 是 一 个 参考 值 , 无 实质 性 作用 。 或 写成 微分 形式 
dU = dW + dQ (3-2) 


# JJ 2 35 ЕЕЕ SF {Н EE, FR MHRA oe. Т ЛЕШ Joule 
(BE) 的 实验 所 证 实 , 从 未 为 地 球 上 的 任何 过 程 所 违背 。 上 式 中 驳 和 Q 一 般 不 是 状态 函数 。 

热力 学 第 二 定律 :热力 学 第 二 定律 是 说 明 自 然 过 程 进行 方向 的 定律 , 它 有 多 种 说 法 ,其 中 
Clausius( 克 劳 休 斯 ) 的 说 法 是 : 热 不 能 自动 由 低温 传 到 高 温 。 由 此 可 推出 Caratheodory( Кж 
希 奥 道 热 ) 的 说 法 :对 任 一 给 定 平衡 态 的 附近 ,总 存在 这 样 的 态 , 它 不 能 由 其 他 的 平衡 态 经 绝热 
过 程 达 到 。 由 这 一 说 法 可 推出 温度 T MATA RS 的 存在 , 且 存 在 关系 


电 
ар 
:性 
理 
论 


dQ = TdS (3 - 3) 


把 经 典 热力 学 推广 到 连续 电介质 时 ,电介质 中 的 电 弹 性 过 程 一 般 是 非 均匀 的 且 存在 运动 。 
对 于 动态 过 程 ,把 介质 无 限 细 分 ,每 一 微 元 体 有 它 自 己 的 内 能 和 动能 ,整个 物体 的 内 能 和 动能 
可 由 各 微 元 体 的 内 能 和 动能 外 加 得 到 , 谓 之 总 能 量 。 我 们 设想 过 程 是 无 限 缓 慢 进行 的 ,每 一 步 
都 是 平衡 的 。 对 于 非 均匀 系统 ,需要 采用 单位 体积 的 内 能 u 和 烂 s。 在 电 弹 性 分 析 中 ,wu 是 应 
变 g {УД D ARs 的 函数 。 对 于 可 道 过 程 的 单元 体 有 


du = g; dey + E,dD; + Tds (3-4) 
因为 и 是 状态 函数 ,所 以 由 式 (3 -4) 可 以 推出 
су = Әи/ деу, Е, = Әи/ Әр,, T = Ән/ Əs (3-5) 


3.1.3 物理 变 分 原理 Ps, 27, 29, 30) 


我 们 进一步 提出 式 (3 - 2) 还 包含 另 一 种 自然 规律 , 即 
Sn = šU 一 5W( 含 惯性 力 所 做 的 功 ) 一 8Q= 二 0 (3-6) 


式 中 8 表示 变 分 ;但 对 动态 过 程 , 和 真实 过 程 的 能 量 原理 不 同 的 是 ,要 按 D'Alembert iA BAM 
尔 ) 原 理 引 进 的 惯性 力 , 且 把 惯性 力 和 外 力 算 在 一 起 ,而 不 是 把 动能 和 内 能 算 在 一 起 ;也 可 以 这 
样 认为 ,D'Alembert 原理 恰好 适应 了 物理 变 分 原理 的 和 需要。 上 式 表示 在 所 有 可 能 的 虚 过 程 
中 ,真实 的 过 程 取 极 值 ,稳定 过 程 取 极 小 值 ,其 他 的 任何 过 程 都 会 使 上 式 大 于 零 , 否 则 便 违背 了 
热力 学 第 一 定律 。 式 (3 - 6) 是 物理 学 中 一 切 变 分 原理 的 物理 基础 ,或 称 为 物理 变 分 原理 。 

按照 这 一 原理 ,只 要 列 出 SU, 5W( 含 惯性 力 ) ,3Q 的 表达 式 , 便 自动 得 到 了 变 分 公式 ,无 需 
另 找 变 分 泛 函 。 因 此 热力 学 第 一 定律 包含 了 两 个 原理 ,一 个 是 能 量 守恒 原理 ,其 中 包含 动能 ， 
即 能 量 原理 中 包含 的 都 是 和 能 量 相关 的 量 ; 另 一 个 是 物理 变 分 原理 , 它 代 表 动 量 原理 ,其 中 包 
含 惯性 力 , 即 变 分 原理 中 包含 的 都 是 和 力 和 位 移 相 关 的 量 。 


3. 1.4 热力 学 特性 函数 


由 式 (3- 5) 知 ,知道 了 v, 则 系统 的 状态 (cj ，E:，T) 便 完全 确定 。 通 常 称 某 一 热力 学 函数 
为 特性 函数 ,是 指 只 要 知道 了 它 , 均 匀 系 统 的 平衡 性 质 便 完 全 确定 ,内 能 < 便 是 特性 函数 。u 
是 以 (ef Di s) 为 自 变量 ,实际 上 从 三 组 变量 (0; ,ey)，(E;，D;),，(T,s) 中 的 每 一 组 中 选取 
一 个 做 自 变 量 ,都 可 以 构成 特性 函数 ,因而 可 以 构造 8 个 特性 函数 ,它们 是 


Ay fig u du = si de, + E,dD, + Tds 

自由 能 f f=u— Ts, df = ое; + E;dD; — sdT 

吉 布 斯 函数 G gs = f—oy—E:D;, dg =—e,do; 一 D,dE; 一 sd 了 

电 吉 布 斯 函数 g g = f—ED:, dg = s;de; — D:dE; — sdT (3-7) 
弹性 吉 布 斯 函数 к" к" = f 一 oses， dg" =— e; ds, + E,dD, — sdT 

А А h =u—oyey —E:D;, dh =—e,do, — D,dE, + Tds 


He he А° = и Е,р, 9 dh‘ = OF de; = D; dE; 十 Tds 


ЖЕКА h° h” = и Ojj s dh” = Е; do; + E;dD, + Tds 


本 书 中 主要 取 用 内 能 ulej, Di DAE Gibbs( 吉 布 斯 ) 函数 ( 或 电 Gibbs В HRB) gle, 
E,, Т) ,特别 是 电 Gibbs 函数 在 使 用 中 更 为 方便 。 由 式 (3 -7) 看 出 ,对 于 等 温 可 逆 过 程 , 内 能 
和 自由 能 是 相同 的 ,Gibbs 函数 和 热 烩 是 相同 的 , 电 Gibbs 函数 和 电 迷 是 相同 的 。 


3.2 电 弹 性 力学 普 适 方程 


3.2.1 普 适 基本 方程 


普 适 基本 方程 是 所 有 连续 介质 动力 学 都 必须 服从 的 基本 规律 ,现在 来 讨论 在 机 械 . 电 和 热 
学 联合 作用 下 的 变形 固体 电介质 中 的 部 分 普 适 基本 方程 。 
1) 质量 守恒 方程 
Әр! + • (ou) =ptoeV-v=0, p+ pric = 0, р = Әрі Ət + ve, (3-8) 
2) 动量 方程 
У.с (ft +f) =p, ot (fP + fi) = p; (3-9) 
RP f=, f° 分 别 为 单位 体积 的 机 械 和 电 体 积 力 。 
3) 动量 人 矩 平衡 方程 
e:gt+C=0, enoj tC} = 0 (3-10) 
式 中 C* 为 单位 体积 的 体积 力 偶 密度 。 按 式 (2 - 86), C* 一 Рх Е. 由 式 (3 -10) 推 知 ,应 力 的 不 
对 称 部 分 是 由 电场 引起 的 二 级 效应 。 记 o 的 对 称 部 分 为 5* ,不 对 称 部 分 为 o*, 则 有 


аы = oh 二 oh, oi = 到 (ou For), du = (сы — on) = SEP, —E,P,) (3-11) 


3.2.2 经 典 连 续 介 质 热 力学 以 23—251 


1) 连续 介质 热力 学 第 一 定律 (能 量 守恒 方程 ) 
在 连续 介质 热力 学 中 ,物体 是 可 以 运动 的 ,所 以 在 式 (3 -2) 中 要 加 入 动能 一 项 ,从 而 能 量 
守恒 的 一 般 表达 式 为 


U+K=W+Q (3-12) 


式 中 为 物体 的 内 能 变化 率 , 民 为 物体 的 动能 变化 率 , 亢 为 外 力 ( 含 电势 等 ) 对 物体 所 做 的 功 ,Q 
为 环境 供给 物体 热量 的 速率 , 且 有 


1... 
U = | udv, к= |, 70: widV 
w = [те оба [лоу [| ер.4у+ | рава (3-13) 
а v v а 


中 nd 二 
a v v 


шинанын ws Š 


каже 0 


式 中 0 是 环境 供给 介质 单位 体积 的 热量 速率 。 由 式 (3 - 13) 可 得 
WHQ=[T?-vda+[ лоду | рабу раба фа паа [ тау = 
| savida +] еу | ç bdy 一 | 9 D n,da -f ал,4а+ |, rdV 一 
[coved AV + | уду + | ç psdy 一 | срба f anav |, PdV = 
| twa + | Core, — Ф,: D. — qi, i 十 rydV 一 К-+ 


由 上 式 立刻 可 以 得 到 下 列 局 部 形式 


й = б:&+Е.0Ю—У.-а+#=в@:&-+Е.+ЇЮ-+@=в@&+Е+ЁЮ—@ +i (3-14) 


式 中 ;为 单位 体积 的 内 能 变化 率 ,# 为 单位 体积 的 热源 强度 ,qd 为 热流 矢量 ,9 为 单位 时 间 内 环 
境 供给 介质 内 部 单位 体积 的 总 热量 。 如 存在 电流 , 则 等 式 右 端 还 需 加 上 一 项 J* Е, Ja 
流 所 作 的 功率 ,往往 转化 为 热量 。 式 中 采用 了 符号 “;”, 它 为 双 点 积 , 有 和 4 :了 一 AyB;。 上 式 表 
示 一 般 过 程 虽 是 不 可 逆 过 程 , 但 能 量 原理 总 是 成 立 的 。 

2) 连续 介质 热力 学 第 二 定律 (Clausius-Duhem( 克 劳 休 斯- 德 海 姆 ) 不 等 式 ) 

不 可 逆 过 程 中 , 除 环境 供给 热量 外 ,介质 内 部 的 耗 散 能 也 产生 热量 。 所 以 系统 的 箭 S H uj m 
部 分 5° 和 不 可 首部 分 SO 组成。 环境 供给 电介质 的 炉 是 可 逆 的 ,而 耗 散热 量 产生 的 粹 是 不 可 道 
的 。 环 境 供给 介质 的 箭 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 由 通过 表面 的 箭 流 矢量 和 一 9/ 工 产生 ,一 部 分 由 单 
位 体积 内 热源 强度 7 产生 ,在 热传导 问题 的 一 阶 近似 中 ,假设 由 这 两 部 分 产生 的 焙 是 可 逆 的 , 即 


Со) — гч) — 7 — ne = t 8: = lo; ç. 7 : 
še =f; av = | Sav [4 nda АЕ (£) Jav |, RG — qui FET OW 


50 F ы — alr Qi, i + mT ds 1 一 P = f Ade 


(3-15) 


称 式 中 的 n Ый Ж, PORE. FO 为 单位 体积 介质 内 部 因 热 传导 等 的 耗 散 功 产 
HE ERY АТА Ж, pk 29 RB p= ë , WI 


ġo = | г®ау = | ;ay 一 | ¿m dy (3 – 16а) 
У у У 
由 于 体积 的 任意 性 ,可 得 
| 7 21 (Ты са ç 3 7 
9 一 一 So 一 了 一 rte Е 20, MTS = Т5 — pl: 2 0 


(3 - 16b) 
在 一 级 近似 理论 中 ,通常 设 
Ti =} qus Т#® = Т, Z 0 ` 08-160) 


对 于 可 逆 过 程 ;9 一 0, 不 可 着 过程 S@ > 0, 更 详细 的 讨论 参见 文献 “中 。 当 温度 变化 不 大 
Bt, T = T, +9, 其 中 Ty 为 环境 的 温度 。 则 式 (3 - 16b) 可 近似 为 


a) _ #\._. ql; ©. 9:9,: 
Т#® =T,[1+— );š — i = ii ` 
; (14E) #+а, TOT 020 
(3—17) 
把 式 (3 -14) 中 的 7 代入 式 (3 - 16b), 可 得 
Ti =o: e+E-D+Ti-—i—H-VTSO (3 - 18a) 
利用 电 Gibbs 函数 , 则 上 式 可 写成 
Т9 =@:e—D-E—sT—g-—H-VTS0 (3 – 19a) 


式 (3 -18a) 和 (3 - 19a) 通 常 称 为 Clausius - Duhem 不 等 式 。 
3.2.3 不 可 逆 热 力学 简介 
在 热传导 问题 的 一 阶 近似 中 , 式 (3-18a) 和 (3 - 16b) 可 写成 下 列 形式 
t=ote+E-D+Ti, h=Ti? =—T., po Ti = фа (3-18b) 
式 中 有 是 耗 散 能 率 。 利 用 Legendre( 勒 让 德 ) 变 换 , 可 得 电 Gibbs 函数 g 为 
g=u—T—E.D, g=e:é—D.E—sT, h =h4+ QT.) = m T. 
(3-19) 
按 不 可 逆 热 力学 理论 ,不 可 道 力 T,; ty) MA By R T O FERRAR, РЕЯ —Ж 
本 构 方程 


Ni = m (T, 或 T. 一 Т.С) (3 — 20) 
在 通常 的 热传导 理论 中 , 当 温 度 变 化 不 太 大 时 ,上 式 可 写成 下 列 线性 关系 
pi = A T OT) Т) = A T hi =—À To Rg SAT (3-21) 


上 式 和 由 实验 得 到 的 Fourier (A EHRE REEMA А ЖЕ ЖЖ. HG -20) 还 
可 更 一 般 地 写 为 


Ср pO = СТ, Т, Т, Rage a) = q CT, T.) (3-22) 


ERAR í A ul 3 JJ Ej S A А АЧА PE BE KGS - 20), 即 认为 可 以 包含 不 可 逆流 和 力 的 
时 间 导 数 , 但 和 温度 梯度 的 时 间 导 数 无 关 。 有 时 可 称 这 一 理论 为 广义 热传导 理论 ,其 线性 形式 为 


q try Q; = bT —AgT,, (3-23) 
3.3 电 弹 性 本 构 关 系 


3.3.1 本 构 方 程 
一 般 情 况 下 ,弹性 电介质 有 三 组 共 6 #8. (о, £), СЕ, р), (9, 5) ,其 中 5 = T—T); 


人 


каке @ 


T, 为 参考 温度 。 三 组 变量 中 任 一 组 中 的 一 种 都 可 以 当 作 自 变 量 , 剩 下 的 用 作 因 变量 , 因 变 量 
是 自 变量 的 函数 ,组 成 本 构 方 程 。 因 此 原则 上 有 8 种 本 构 关 系 , 这 正好 和 8 个 热力 学 特性 函数 
相对 应 ,但 8 种 本 构 关 系 中 的 4 个 和 另外 的 4 个 是 互 逆 的 , 即 因 变 量 和 自 变量 互 换 位 置 。 对 于 
Eid BRS a EM A 4 种 本 构 关系 ,其 中 的 两 个 和 另外 的 两 个 是 互 逆 的 。 对 于 等 温 或 等 炉 的 
纯 绊 性 过 程 则 有 两 种 , 即 o ee 的 函数 或 反之 ,实质 上 只 有 一 种 。 通 常 假设 在 自然 状态 下 有 
c=£ 二 EE=D=0, 了 T= Т,, s= 0。 由 于 我 们 讨论 电 弹 性 问题 ,所 以 从 热力 学 特性 函数 推导 
本 构 关 系 较为 方便 。 对 一 般 情况 ,本 书 中 主要 采用 两 种 形式 , 即 由 内 能 和 电 Gibbs 函数 推导 的 
两 种 本 构 关 系 , 其 他 形式 的 本 构 关系 只 在 需要 时 加 以 讨论 。 

工程 中 采用 的 材料 通常 具有 一 定 的 对 称 性 ,常用 的 电 弹 性 分 析 的 电 Gibbs 函数 g 和 内 能 
и 分 别 为 


1 


gle 9 Е, . 9) 一 Chile sen 一 ely Eres 一 FEE, age 0 cE oT С* E g2 + 
o 
(3 - 24) 
1 1 1, 1 7 
з Chkime неет = gemu E nejen — Fe EEEn 一 x im EE; + Line mE de, 


T 
и(єы , D, , = T Cheren — hi; Dye g + вур, — a Pe iS — т*Ю;5 + — C Ds? + 
(3-25) 
1 1 s 1 ES 1 7's 7's 
з CommE jE n€ 十 DB hm D mE nen 十 "3 BinDD,D., + > D.D, + ID, ь)є„ 


ERE жа жй SKIN. дин С, СЕС, Сш „ЛЖ МЕ, TAD, ;不 变 时 的 
MARAMARA ет, А Е Ж Ж, SU, ы 为 等 温 等 应 变 时 的 二 阶 和 四 阶 介 电 系数 ， 
eli 为 等 温 电 弹性 系数 ,a3 为 等 电场 时 的 热 弹 性 系数 ,ri 为 等 应 变 时 的 热电 效应 系数 ,C”… 为 
等 应 变 等 电场 时 的 比 热 , 13 为 等 温 电 致 伸缩 系数 ,如 为 引起 应 力 不 对 称 的 等 温 电 致 伸缩 系数 ， 
其 他 的 系数 有 类 似 的 意义 。 通 常 称 等 时 的 系数 为 短路 系数 ,等 D 时 的 系数 为 开路 系数 。 各 
种 系数 都 存在 一 些 对 称 性 ,在 较 一 般 的 情况 下 有 
Суы 一 Сы = Ci 一 Сы; еш T Chji? һы; 一 һы + €; TEjo’ 
Ву = Bar аз = qj (3 — 26) 
Lite = бы = Da = іы; 

Сем 9 Cmijkl » … 有 相 类 似 的 关系 

由 于 我 们 限于 讨论 机 械 和 电 过 程 是 可 逆 的 情形 ,所 以 按 热力 学 原理 ,和 式 (3 — 24) 33 (3 - 
25) 相 对 应 的 最 一 般 的 电 弹 性 分 析 的 本 构 方 程 分 别 为 


Ә 一 . 
oy 一 = = Chilen — e; E, — abd ! (h EE: + linE mE) + 
ў 
Се aEnm 一 быы E mE a 
р, = — SE fee? + Gu + (Тє е) ЈЕ, + eleu + rt + 
‚= Tae = (6 ўы y Сме mË mi ; T ёмы T Ti (3-27) 
емен “е EEn 
Ә, 
5 一 一 2 = eje; + =E, + С° 9/To 


99 


= — fds, _ _ D р, 1 
Oy -= Calien hiy D, а ұ 5 + Сац „Е Є nm + Bhriu Due 十 


FUDD: 1,0,0) 


» 


эр. 一 [8+ нєн + е + е) |р, — Мывы 一 rr 十 (3-28) 


1 
“y Timne nmE 十 Bim D D m 


9 = Su 一 一 a’ Be — rD: + TCs 
Os 
对 于 线性 热 释 电 材 料 , 按 式 (3 -27) ,其 本 构 方 程 为 


— (СЕТ T E — E „E 
oy = Citien — е E, —agds s= ajej +E, + C* 9/Т, 


(3 – 29а) 
D; =e} E; + еш н + rid i 
按 式 (3 - 28) ,线性 热 释 电 体 的 本 构 方 程 为 
og = Chien — hh D, — a Ps ， 93 = зи =—a Fe — iD, + ToC? (3 – З0а) 
Е, = Rg D; — hinew 一 vfs 
如 采用 Voigt 记号 ,上 两 式 可 分 别 写 成 
о; 一 Cye; e; E, aD, s= ае; true; + C8/To ， Р”, =e;E; + еџё} + тад (3 - 29b) 
o—Ce—eE—ad, 5 = ає ТЕ - С9/Т, D=es+teE+ т9 
о = Сує; — hj D, — ass 9 =—ає: — tD: ТС, Е, = BD; — hye; — ts (3-30Ь) 


o=Ce—h'D—a's, 9=—a@e—YD+TCs, Е=—Н&+Ң0—т 


和 式 (3 - 7) 相应 , 因 自 变量 不 同 , 热 释 电 材料 有 8 种 不 同形 式 的 本 构 方 程 , 读 者 可 自行 讨论 。 
但 对 压 电 材料 ,只 有 4 种 ,在 式 (3- 29) A103 - 30) 中 不 考虑 温度 的 影响 时 ,通常 称 为 第 二 和 第 
四 类 压 电 本 构 方 程 ; 除 上 述 两 种 常用 的 压 电 本 构 方 程 外 ,还 有 第 一 和 第 三 两 种 压 电 本 构 方 程 。 
压 电 体 的 四 种 本 构 方 程 为 


— (СЕ — „Е 
G; 一 Chu€u — e; E, , D; = Cite u +e E; 
— p E — D 
су = Ce — hu D,, E, =—hu€u + BD; (3 – 31) 
— СЕ — JD 
ey = Sion — du E, , Di = dpa Е; 
— D — D 
€; 一 Sikk — 25р,» E; =— ERO jk + BED, 


RP s 为 弹性 柔 度 张 量 矩阵 。 如 采用 张 量 符号 记 法 或 Voigt 矢量 符号 ,上 式 可 写成 


o = Ce — eE, р = es+eE; с = Cs—h'D, Е =— he + ВЮ 
= = ss ЯЕ, D = do +E; e= sotg'D, E =— go + pD 
应 当 注 意 , 上 述 本 构 方 程 中 的 某 些 系数 虽然 采用 了 相同 的 符号 ,但 对 不 同 的 本 构 方 程 应 在 不 同 


的 条 件 下 测量 ,如 式 (3 - 24) 一 (3 -31) 所 表明 的 。 
表 3-1 给 出 具有 压 电 性 的 20 类 点 群 晶体 的 压 电 常数 矩阵 d 中 不 为 零 的 元 素 。 


(3 – 32) 


人 


表 3-1 其 有 压 电 性 的 20 类 点 群 晶体 的 压 电 常数 矩阵 5 (р=а : otek 中 的 矩阵 d) 


品系 | 点 群 压 电 常数 

= du dx 0 0 0 dy 0 dig 

Ax 1 d = dz dzz d = Ë dz da3 0 dos 0 | 
Lds йз» 0 0 0 da 0 4 

РҮ _ [du du r000d 0 0 

M m (а= 0 0 4=|00 0 0 ds 90 

ан lds dsp [000 0 о ds 

EX ro 0 ro 0 0 dy ds 0 

B 2mm | d= | 0 0 d= | 0 0 0 —ds dy 0 

нА L аз dz L da — da 0 0 0 йз 

m ro 0 ro 0 0 dy 0 0 

н 4 d= | 0 0 а= |00 0 0 dy, 9 

mes Lda dz loo 0 0 о 0 

д _ ro 0 _ r0 0 0 dy, 0 0 

B 4mm| d= | 0 0 d=/00 0 0 dy 9 

ERAR Lda da ооо о 0 ds 

一 du —du 0 dig dis 一 2dz 一 гап —4 0 4; 0 0 

BR 3 = Е" dzz 0 dis di4 — 24 AR 32 d= 0 0 0 0 — dy —2dy 

dx da 4з 0 0 0 LO 0 0 0 0 0 

=ў r 0 0 0 0 dis — 24% a ro 0 0 du dis 0 

— | 3m | d= —da de 0 ds 0 0 | 全 g| #*|4|% 9 0 ds -du | 

иж La dy dy 0 0 0 и Lda dy da 0 0 0 

— 

a [da —da 0 0 0 —24% М. г00 0 dy 0 0 

AR | - AK 

Bz 6 d= |—dz d, 0 0 0 一 2du ae 622 |4= |00 0 0 dy 0 

kë Lo 0 000 #7 ооо о 0 0 

э. ro 0 0 0 dis 0 a rdn — di. 0 0 0 0 

六 方 六 方 | - 

az 6mm | d= | 0 0 0 dy 0 0 BR 6m2 | d= | 0 0 0 0 0 —24\ 

н Ldn da йв 0 0 0 Lo о ооо O 
ro0 0 d 0 0 ro 0 0 0 dis 0 

立方 14 压 电 15 

ак Ф| d= |0 0 0 dy 0 0 

ms Ldu du da 0 0 0 


对 于 具有 对 称 中 心 的 电 致 伸缩 材料 ,所 有 带 奇 数 下 指标 的 系数 消失 , 式 (3 -27) 和 (3 ~ 28) 
分 别 化 为 


oy 一 Chea 一 аў T h E,E, +ILE, E; ), 5 一 аве} + C=E9/ Т, 
(3-33) 


D. = К | ы | 2 1 (Теа + Tnseme) |E, 


g; 一 Chite ur = a? s+ 1 Qi D.D, + ID, D;) ， 9 一 一 a’ Pe + Т, CPs 
_ i- _ (3-34) 
E, = [8° + [ед 十 5-0 мє + е) |р, — Анн 


一 般 情况 下 ,工程 上 很 少 考虑 应 力 的 不 对 称 部 分 。 对 于 各 向 同性 的 电 致 伸缩 材料 ,有 


С 一 AET Bs Oa GET (CB ёл + Ó; Sj) , єў = = er; , оў = а, 


(3 – 35) 
Гы = SOFC Òa + Ó de) + az 0; бы 


以 及 式 (3 - 34) 表 示 的 本 构 关 系 中 系数 的 类 似 关 系 , 从 而 式 (3 -33) 和 (3 - 34) 分 别 化 为 


Oj 一 AET err 8; 十 2С Te; — a" 98, — + ‹атЕ,Е, + а; E,E,8,) (3 _ 36a) 


D, = (6°78; + ale; +arend,E;, s= aX ey + C0/T, 


Oj 一 AP En Ss 十 2G? ej = a P98; — > (a'1D D, + a D,D,8; ) 
(3 - 36b) 


= e 9; + a’ $6; + aen б» эр; ‚ @=— a’ D Srk + ToC Cc Ds 


此 时 压 电 效 应 和 热电 效应 消失 ,但 电 致 伸缩 效应 依然 存在 。 高 介 电 常数 材料 和 温度 略 高 于 居 
里 点 的 铁 电 材料 等 的 电 致 伸缩 效应 明显 。 对 典型 的 电 致 伸缩 材料 PMN(Pb(Mg,, Мз Оз) 
它 与 PbTiOs 的 固溶体 (PMN -PT), 当 外 电场 为 1 MV/m 时 , 电 致 伸缩 应 变 可 达 10“ 量 级 ， 
只 当 电 压 达 10”V/m 时 , 电 致 伸缩 应 变 才 能 和 压 电 效应 产生 的 应 变相 比 ,更 高 电 致 伸缩 效应 
的 材料 正在 不 断 出 现 。 在 高 电场 作用 下 ,PMN 材料 的 灌 迟 回 线 较 PZT 等 陶瓷 材料 要 小 。 


3.3.2 本 构 系 数 之 间 的 关系 


现在 来 讨论 不 同 本 构 方 程 中 的 系数 之 间 存 在 的 关系 。 对 于 线性 压 电 材料 ,把 式 (3 - 30) 中 
的 D 和 s 代入 式 (3 -31) 中 的 ,再 和 式 (3 - 30) 中 的 е 比较 ,以 及 其 他 类 似 的 讨论 ,最终 可 得 
Chir = Сор 一 Аел 一 a’ Pa 9 ely = hijen +a Prt , аў = hu;r; 十 w С° /Т, 
二 CT (3-37) 
ToC Pan = а 8 trite, ТС Drs = т}, CPC = rfr? + 1 


线性 压 电 情 形 共有 常数 Col > еы, ау, т;, Сб, 6 等 55 个 ,而 上 式 共有 76 个 线性 方程 ,其 中 
的 55 个 可 用 来 解 出 它们 之 间 一 一 对 应 的 关系 ,多 余 的 21 个 方程 可 用 作 校 核 。 但 是 对 于 电 致 
伸缩 材料 ,由 式 (3-35) 和 (3 -36) 可 知 , 由 于 本 构 关 系 的 非 线性 性 质 , 不 同 本 构 方程 中 系数 之 
间 的 关系 是 非 线性 的 ,因此 很 难 用 有 限 形式 表示 出 来 。 

对 于 线性 压 电 材料 , 9 = 0 的 等 温 过 程 的 本 构 方 程 可 由 式 (3 - 30) 求 得 


E, T T 一 »T 工 — „E 
Oj 一 Cou ER —enE,, D, = Єў Е, Ó+ ешм 9 $ 一 agli 十 TE; (3 — 38a) 


人 


кияже—@ 


ТЇ %} ЖЕЙ ЭЧ ЖЯ BRS -28) 知 ,其 本 构 方程 由 s = 0 解 出 上 后 再 代 人 其余 两 个 方程 , 便 得 
су = Cheu — Е, D, = eg'E; + efeu, 5 = 0 (3 — 38b) 
因而 两 种 情况 下 的 材料 系数 之 间 存 在 关系 
Cis = C + Тавар С", eu = еш — Таут1/С“?, еу" = ef? — Т„тёт{/С*® 


(3 - 39) 


完全 的 可 逆 过 程 是 等 温和 等 箭 的 。 非 等 温 过 程 一 定 是 不 可 道 的 ,但 通常 假设 温度 变化 范围 不 
很 大 ,也 可 借鉴 上 述 方法 讨论 。 对 于 工程 上 不 是 以 电 - 热 转换 为 目的 的 情况 ,一 般 讲 来 , 电 一 热 
和 机 械 一 热效应 的 耦合 较 弱 ,等 温和 等 箭 常数 相差 不 明显 。 


3.4 铁 电 体 的 基本 物理 性 质 


3.4.1 概述 


绝 大 多 数 的 压 电 陶 次 材料 (如 BaTiO,, PbTiO,, Pb(Zr,-.Ti,)O;)#AA АВО, 2145 4k 
矿 结 构 。 以 BaTiO, 为 例 (图 3 - 1) ,在 居 里 温度 或 居 里 点 120°С 以 上 为 顺 电 相 的 立方 结构 ,Ba 
位 于 唱 胞 顶点 ,Ti 位 于 中 心 ,O 离子 位 于 面 心 构成 的 氧 八 面体 , 边 长 a 约 0.4 nm, 此 时 正 、 负 
电 蓓 的 中 心 重合 , 呈 电 中 性 ,无 铁 电 性 。120C 以 下 ,晶体 结构 稍 有 鸯 变 , 为 铁 电 相 的 四 方 结构 ， 
Baz+ 和 Tig, 相对 于 O- 产生 微 位 移 , 使 得 正 负电 荷 中 心 不 重 合 , 产 生 了 极 化 。 实 验 发 现 120°C 
到 55 自发 极 化 沿 c 轴 [001] 方 向 ;5 和 到 一 80YC 为 斜 方 唱 系 ,自发 极 化 沿 L011] 方 向 ， 一 80C 以 
下 为 苏 形 结构 ,自发 极 化 沿 [111] 方 向 。 一 般 讲 来 , 压 电 体 和 铁 电 体 等 材料 都 较 脆 ,变形 不 能 很 
大 ,所 以 机 械 性 质 都 作 弹 性 处 理 ; 但 施加 的 电场 可 以 较 大 ,因而 在 许多 情况 下 ,要 考虑 电 饱 和 问 
题 ,本 处 将 作 一 简单 讨论 。 


а, 


(а) 
130 ; a=0.400 пт 130€ ;а=0.400 2 пт 20C ,a=0.398 6 nm 
c=0.402 1 nm c=0.402 5 nm 
ә Ti 十 4 7° +Q 
d 
20 -2 to -Q 
© Ba +2 


(a) 立方 ; (®) 四 方 


3.4.2 P-E BBR 


图 3 — 2 9н Nd;O; 的 软 PZT 陶瓷 无 外 应 力 时 的 单 轴 P-E н 6, З 
定 和 材料 极 化 方向 一 致 的 互 , D 为 正 值 , 反 之 为 负 值 。 施 加 电场 前 , 电 畴 呈 无 序 状 态 , 铁 电 体 
的 整体 极 化 强度 P = ОВЕ = 0, P=0, 对 应 于 图 上 的 OO 点。 在 电场 作用 下 MMA REER 
向 ,新 畴 形成 ,导致 电 畴 向 电场 方向 排列 ,整体 呈现 极 化 。 起 始 的 OA 段 ,电场 较 弱 ,P ~E BR 
性 关系 , 团 壁 移动 是 可 疼 的 。PZT 随 互 的 增加 , 畴 壁 移 动 变 成 不 可 逆 的 , P Bë E 的 增长 比 线 
性 段 要 快 ,在 召 点 极 化 趋 于 饱和 ,晶体 基本 上 成 为 单 畴 的 。 过 恕 点 后 进入 饱和 区 ,继续 加 大 
EE, 总 极 化 因 存 在 感应 极 化 而 仍 有 增长 ,P -E 又 呈 线 性 关系 ,如 BCR. H C p) E, ЕА 


线 将 沿 CBDFGH 变化 ,GH RPA WME. BIN E, H 
线 沿 HKGMBC 变化 ,电场 在 正 负 饱和 值 之 间 循 环 一 周 时 形 
成 电 澡 回 线 , 电 兆 回 线 所 围 面积 的 大 小 ,表征 能 量 损耗 的 大 
小 。 曲 线 和 过 О 点 平行 于 P 轴 的 轴线 的 交点 DCA K) Xb 
E = 0, 该 P 值 称 为 晶体 的 剩余 极 化 强度 P,; 如 把 饱和 的 线 
性 部 分 CB 延长 到 该 轴线 上 ,交点 工 处 的 P 值 称 为 饱和 极 化 
强度 已 ,, 它 代表 电 畴 原 有 的 自发 极 化 强度 。P- A Р, 相差 愈 
小 ,晶体 愈 易 成 为 单 畴 。 书 一 0 时 的 五 值 称 为 矫 闫 电场 巨 。。 
但 若 E. 大 于 昌 体 的 击 穿 强 度 , 则 该 晶体 也 不 能 看 成 铁 电 体 。 
和 图 3-2 相 比 ,实际 材料 的 电 灌 回 线 更 为 复杂 ,往往 不 对 称 ， 
RE Rem. AA D = s E+ P, BU D-E M P- 
E 曲线 是 类 似 的 。 


3.4.3 zs- 五 蝴蝶 状 曲 线 


图 3-3 给 出 软 PZT 陶瓷 无 外 应 力 时 的 单 轴 e- 巨 ЮЙ 
HORR. EARE E = 0, є = 0。 开始 施加 电场 
后 , 当 EE < E, 时 ,变形 是 弹性 的 , 当 王 > 王 . 后 ,晶体 发 生 
电 晴 极 化 转换 和 不 可 道 变形 ,整体 出 现 极 化 和 压 电 应 变 。 
伴随 出 现 90" 的 电 畦 转换 , 便 发 生 不 可 逆 的 剩余 应 变 , 在 避 
点 极 化 达到 人 饱和, 不可逆 畴 变 应 变 结束 ,继续 加 大 电场 ， 
只 发 生 可 逆 性 的 压 电 应 变 。 从 B 点 减 小 电场 ,应 变 的 可 
首部 分 将 恢复 ,在 EE = 二 0 的 也 点 存在 明显 的 剩余 应 变 e,。 
电场 反 向 后 ,应 变 继 续 降低 ,直至 == 一 E. 的 下 点 ,开始 
反 向 极 化 ,应 变 转 而 增加 ,G 点 达到 反 向 饱和 。 继 续 降 低 
互 值 , 又 发 生 可 道 性 的 压 电 应 变 。 若 由 G 点 增加 五 值 ,在 
KAE 又 降 为 0, KMD RAMA We. 值 。 随 后 在 M 
ЖЕ = EE., 再 次 反 向 极 化 。 这 一 曲线 形似 蝴蝶 , 故 称 蝴 蝶 
状 曲 线 。 


3.4.4 铁 弹性 曲线 


图 3-4 是 PZT НЕ Е = 0 时 的 单 轴 应 力 -应 变 曲线 ， 


PAC/m™) 


ЕМУ) 
3-2 软 PZT 的 电 滞 回 线 


-2.0 -1.0 00 1.0 2.0 
ENMV m) 


图 3-3 软 PZT 的 e-E КН 


也 称 铁 弹 性 曲线 。 铁 弹性 曲线 的 


| 


кик —@ 


主要 特异 之 处 是 当 应 力 达到 某 个 临界 值 o J A AE 90 的 畴 变 , 伴 随 着 较 大 的 不 可 逆 栈 
变 应 变 , 畴 变 应 变 是 等 体积 的 , 即 泊 松 比 为 0.5。 在 畴 变 之 前 和 上 畴 变 之 后 ,应 力 -应 变 关 系 都 是 


线性 的 。 
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00 01 02 03 04 05 06 07 
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图 3-4 PZTHE= OM Rw Hie 6 


3.4.5 已 极 化 铁 电 体 的 应 力 -应 变 曲 线 


图 3-5 是 8/65/35PLZT 材料 预先 极 化 到 P, = 0. 25 C/mz?, е, = 0. 14%, 再 施加 垂直 于 
极 化 方向 的 单 轴 压 应 力 时 的 应 力 -应 变 和 应 力 - 电 位 移 曲 线 ,图 中 清楚 地 表明 正 应 力 存 在 退 极 


化 效应 。 


—20.0 —20.0 
一 = D.==P,==0.25C/m° 
°з 
Е —40.0 & —40.0 с=0 
© _60.0 ° 60.0 


100.0 


71000030020 010 0.00 010 020 0.00 0.05 0.10 015 0.20 0.25 
el(%) DAC -m”) 
(a) (b) 


图 3-5 8/65/35PLZT 存在 预 极 化 和 预 应 变 时 的 
(а) MBH o- 和 (bc-PD 曲线 


上 述 诸 实验 是 在 低 于 Curie 温度 地 室温 和 低频 (如 0.02 Hz) 时 做 的 。 升 高 温度 将 减 小 电 
滞 回 线 面积 ,直至 消失 。 电 滞 回 线 和 外 加 电场 速率 和 应 力 率 相关 。 同 时 指出 , 顺 电 相 是 没有 电 


HERH. 
3.4.6 极 化 转换 准则 


以 钙 詹 矿 型 忽 电 体 为 例 ,讨论 建立 极 化 转换 准则 的 微观 方法 。 当 曲 胞 由 非 极 性 立方 
(m3m) 转 变 为 极 性 四 方 蜡 胞 (4mm) 时 有 6 种 形式 ,如 图 3 6 所 示 。 在 外 电场 作用 下 有 180° 


x- 


\ 6 
+-or 
ol -= 


图 3-6 四 方 晶 系 晶 胞 中 的 6 种 极 化 方式 


90 两 种 方式 的 转换 ,在 应 力作 用 下 只 有 90" 的 家 化 转换 。 设 初始 极 化 方向 沿 直角 坐标 系 
Oxixzxs 的 Ox; 正 向 ,由 晶体 学 理论 知 , 对 180" 极 化 转换 ,P. є, (е, 的 理论 值 ) 的 改变 为 


AP, = 了.[ 0， 0， 一 2P.]T， Ав, = Ü (3 - 40) 


对 于 90" 的 极 化 转换 , 沿 Ox, Ох, 的 正 负 方 向 都 能 发 生 , 故 有 


+ P, 0 10 0 00 0 
AP, =< 0 "或 ; 士 P.r， Ag 一 eolj00 0 | є 01 0 (3-41) 
— Р, — P, 00 —1 00 —1 


AHP e = (c а)/а, 其 中 c 和 a 分 别 为 四 方 唱 胞 沿 极 化 和 垂直 极 化 方向 的 边 长 。 
电 畴 转换 要 引起 Р, 和 e 的 改变 ,因此 需要 消耗 一 定 的 临界 能 量 , 只 有 外 界 提供 的 能 量 大 
于 这 个 临界 能 量 G° , 电 上 畴 转换 才能 发 生 。 从 而 理想 化 的 极 化 转换 准则 可 设想 为 
o: Ag+E: AP > G° (3-42) 


在 180° Ha EFS BRIN ‚т ЖЕ sa ДБ Fa, ВЕ 180° 反 向 所 消耗 的 功 ,而 在 90° BJ) Ha Б 8 P , т AK 
Hae 90 旋转 和 曲 胞 变形 所 消耗 的 功 , 丙 者 是 不 同 的 。 在 初步 理论 中 ,通常 设 G° = 2P.E., Ж 
际 的 问题 要 复杂 得 多 ,这 还 是 一 个 需要 深入 探讨 的 问题 。 


3.5 等 温 电介质 中 电 Gibbs( 吉 布 斯 ) 函 数 物理 变 分 原理 


3.5.1 в Gibbs 函数 


3.1.3 节 中 曾 指 出 ,从 热力 学 第 一 定律 可 以 派生 出 普 适 的 物理 变 分 原理 ,因而 物理 变 分 原 
理 也 是 自然 界 的 基本 原理 , 式 (3 - 6) 给 出 这 一 原理 的 数学 表述 。 本 节 将 从 这 一 原理 出 发 ,讨论 
电 弹 性 的 完整 控制 方程 组 。 一 般 情 况 下 ,小 变形 时 的 本 构 方程 和 广义 几何 方程 可 取 为 


Биринин нса Q 


1 _ 
бы 一 Сомен — Cn, 一 pl E, E, 一 + „Е.Е, ， Cy == > шы 十 м) 
D, = ë, E, + ёш Еу, Єш 一 u 十 ¿ue i + 10е + l ma mt ), E, 一 一 Pik (3 - 43) 
Line La = lar = lanj э Cyn = Сш == Сш, = Cyn; ’ еы = ёш 


式 中 Ciri ° Cryo Eko lo ЖШ oy Ж ИЕ КЕН О a SP h а Жн A] ERA 


称 的 电 致 伸缩 系数 ,其 中 e 和 i 可 以 是 不 对 称 的 .由 上 式 可 知 El, 二 Ej 一 一 gj 。 
< 记 和 二 分 别 为 ow 的 对 称 和 反对 称 部 分 , 则 由 上 式 可 导出 


сы = h to, o 一 (ou For), бу 一 5 on —on) 
вй =o Couey — ew; — ЕЕ, +4 im EE Himn EE) (3-44) 
вм = — oh = 101 „Е.Е, ~ LimE mE 1) 

由 上 式 知 ,应 力 的 反对 称 部 分 可 由 新 引入 的 本 构 参 数 7; 得 到 ,这 和 3. 2 节 中 用 式 (3 - 11) 表示 


的 现 有 理论 不 同 ,这 一 理论 还 需 用 实验 验证 ,但 如 令 „= —2( eu cdu) 并 略 去 一 些 高 阶 项 
后 ,由 上 式 可 得 


1 
вй = —о% = (PLE: PE.) =-у (DE: — DE, ) (3 45) 


上 式 正 是 通常 偶 极 子 理论 的 结果 。 但 一 般 情形 ,i 应 看 成 由 试验 确定 的 新 的 常数 ,这 一 理论 还 
需 实验 验证 。 若 L, =0, Ey = Ek ИЛ в 一 0 AA On =dg/0 Ey? Р”, = —əg/ð E, ,本 书 只 讨论 这 
种 情形 ,此 时 电 Gibbs 函数 为 


1 1 1 
8= Coitnen T7 ey ЕЕ, — ej Е Tha E Ее (3-46) 


利用 式 (3 -43), 式 (3 一 46) 可 化 为 
glens Ex) = (1/2) Cynex + ees g° =— (1/2) (D,E, + e, É, £) (3-47) 
对 各 向 同性 情形 , 式 (3 -43) 可 化 为 


eu = Our аы = абы, [Ж 一 + ai (д $; + би 8%) + a, Oy ды 


аы = Аё:ды + 2Сеы -Ha EE + EE Qu); D, = (еды F а: еы + azeii Bn) E, 
(3-48) 


RP a ALG 是 Lamé 常数 , а, = а, — 2а Жа 是 各 向 同性 电介质 的 电 致 伸缩 系数 。 此 时 од = 
0, 且 无 压 电 效 应 。 除 电 致 伸缩 材料 外 ,今后 也 不 考虑 售 La Д. 


3.5.2 标准 电 Gibbs RAE Rw 271 | 
因为 电场 在 在 于 所 有 介质 中 ,所 以 一 般 情 况 下 需要 考虑 环境 的 影响 ,此 时 电介质 需要 和 环 


境 一 起 考虑 。 目 前 工程 上 很 少 考虑 非 对 称 应 力 。 设 电介质 中 的 位 移 和 电势 在 a, a, 上 和 环 
境 中 的 位 移 和 电势 在 ci ，ag 上 都 分 别 满 足 各 自 的 边界 条 件 , 在 它们 共同 的 边界 ач Б 
界面 连接 条 件 x = и", g= g, 则 电 Gibbs 函数 变 分 原理 可 用 图 3 -7 表示 ， 


图 3-7 电介质 和 环境 之 闻 的 关系 图 解 


П, = SH, + Sil SW = 0 
ЛА = | agav + [дщ dV — ôW ° 


Д. = | _ ee dV +] g™ tSu dV — aW "= 
М ' (3 - 49) 


ow" = | fe- P ü dauav~ | ppa + | Т; ваба | с" 8pda 
Ta ap 


SW ж епу — | (СЛ — eo" u pov ) bus’ dV — |, pe” dg dV + | om T; env 8и“ da — | a + елу ёф" аа 


е 
ар 


awit =|, Т; “Su, а 一 fas Soda 

tH f,, Tis p. о" 分别 是 电介质 中 的 单位 体积 的 体积 力 、 表 面 a, 上 规定 的 单位 面积 上 的 
外 力 ,单位 体积 的 体 电 荷 密度 和 表面 ap 上 规定 的 单位 面积 上 的 电荷 。 变 量 右 上 方 的 上 标 
“env” 表 示 环 境 中 的 物理 量 ,变量 右上 方 的 上 标 “itf” 表 示 界 面 上 的 量 。Ti" Mo “SWRA 
上 给 定 的 面 力 和 面 电 荷 密 度 。 变 分 时 需要 注意 虚 位 移 不 仅 引起 应 变 的 变化 , 且 引 起 电势 的 变 
化 ,这 正 是 非 线 性 电 弹 性 介质 变 分 的 特点 ,通常 电势 变化 引起 应 变 的 变化 是 高 一 阶 小 量 ,不 于 
计算 , 即 


òp = др the: dp = Ф,,дир =— E,du, 

aE = 8,Е,+8,Е,, ФЕ, = 已，8u = Е„,би, 
式 中 已 应 用 了 Е,,; 一 Ej, =~ Ф, ° 式 (3 一 50) 中 dee 和 òE: 是 虚 电 势 产 生 的 ,分 别称 为 电势 和 
电场 强度 的 经 典 或 局 部 变 分 ; ug =— Е,8и, 和 8,E, = Е, Зи, 是 虚 位 移 产生 的 ,分 别称 为 电势 
和 电场 强度 的 迁移 变 分 。 迁 移 变 分 引起 的 电能 改变 ,可 用 作用 在 电介质 上 的 等 效 电力 所 做 的 功 
代替 。 变 分 需要 考虑 虚 位 移 时 的 虑 体积 变化 , 因 虚 体积 变化 引起 的 能 量变 化 ,往往 和 迁移 变 分 引 
起 的 能 量变 化 是 同 量 级 的 ,这 就 是 在 式 (3 - 49) 中 引入 | grawsdV，| g™ "BuydV 的 原因 。 式 


(3 -49) 表 示 存 在 迁移 变 分 时 的 非 线性 物理 变 分 原理 ,是 经 典 连续 介质 力学 变 分 原理 的 推广 。 


(3 - 50) 


БЫШЫШ ИНЕ ШЕ s.s >) 


对 于 小 变形 情形 还 有 
| „дед + | g'umay де | dgdV + | edu. dy = s| gav (3-51) 
利用 式 (3 – 43). (3-44), (3-50) Al Gauss 散 度 定理 ,可 得 


og og 
| веду = | <E des dV 1 |, S SE. dv = | oyde; av — | Di8Edv = 
v у Oey v ӘЕ, v v 


| вӊп;$и,;да — |в„$шдУ + | Ю;п;д„фда —|„Рыбуеду — | DE,.:Su,dV 
a a V 
| gdur dV 一 一 al (D,E, + Cm E m Er) Sura dV =— +| D,E, ðu: dV = 

v 2Jv 2Jv 


— al Dn En падида + z |,e, En) aður dV 
(3-52) 
注意 到 
— | DE pdm dy 一 | o E,8u, dV — | a°E,du,da -Í L D,E aa dV + | ‚у (D,E,) add = 


-Í р,Е л,би„да + | (Didu) EdV — | o. E,au, dv — | o°E,8u,da — 


ар 


| Z D,E,m bu dv + | + D,E,) sdudy = 
a y 


-Í (Dn; Бо’ )E õu, da +] рР,Е,8и„дУ — | ы DiniE pSu,da + (3—53) 
ар v a 


| Du — pE,dupav — | 1-Б„Е„л,би,дУ +], T (D,E,) abu dV = 


| (Din; + 6* )8.pda +] „ Din:ð pda 一 | cp， — р.ёе4У + | on n Qu; da 一 
| on, ;OudV 
v 


AP o™ 是 由 虚 位 移 引 起 的 电场 变化 而 产生 的 "应力 ”, 通 常 称 为 Maxell 应 力 , 它 是 作用 在 介质 
上 的 “外 应 力 ”, 是 外 力 。Cauchy 应 力 是 介质 内 部 引起 材料 破坏 的 应 力 。 进 一 步 研究 表明 ,对 
存在 电磁 体积 力 偶 的 情形 ,ay 的 表达 式 不 变 。 引 人 伪 总 应 力 5 


š = oy tol, of = DE, — +D,E,3, (3-54) 


把 式 (3 – 52) M103 -53) 代 人 式 (3 -49) 中 的 SIT. ,同时 注意 到 变 分 时 外 加 的 p.dV M o” da 保持 
不 变 , a = а, ta, +а" =a,ta,+a™. (3 -49) 中 的 òla ЧИ E Ў 
òla = | (дп; — T? Jõu; da +f 证 дупуди,да — | Gy, + f; =op ü :)ðu:dV + 
* Í (3—55) 
| (Din; + 0° еа +] „ Din Seda 一 | Du 一 ps)8pdY = 0 


根据 ап, = 0, 顾及 du, d9 在 V 和 和 a。,, ap 上 的 变 分 任意 性 , 便 得 


был + fr = ри, Din = pe《 在 电介质 内 ) 


3 一 
Gun, = Ty Ок a, E), Ding =— с" ОЕ ap E) i 50) 
利用 上 式 可 得 
БИ = | 证 ayn; ðu; да +f Din Seda (3 一 57) 
环境 中 存在 类 似 的 公式 ， 
ag + f" = рй”, DIN = кг (在 Ver 中 ) 
"п" = Ti CE as” E) А Dine’ =— s" "(在 ав“ E) (3 58) 


把 式 (3-57) 和 (3 -58) 代 人 式 (3 -49) ,并 注意 到 п" —— n, u, = ис", 便 可 得 到 界面 上 的 连 
接 条 件 


(G; — 6S") n; = T; wf, CD; — DP )n; =—o' “CE а! E) (3 - 59) 


上 面 的 变 分 原理 已 预先 假设 位 移 和 电势 满足 边界 条 件 和 界面 上 的 连接 条 件 , 所 以 控制 方 
程 中 还 需 加 入 
好 一 好 (在 cs Б), рфр=ф' (Оа, E) 
и = us CE а" FE), е" = p ™ CE а“ E) (3 – 60) 
и. = ш“, p= Ф“ (在 а“ E) 
Rus, p 是 给 定 的 边界 值 。 方 程 (3-56)、(3 -58)、(3 -59) 和 (3 -60) 便 是 非 线性 电 弹 性 
分 析 中 的 完整 控制 方程 组 。 如 果 电 介质 完全 被 环境 所 包围 , 则 式 (3 - 56) 中 不 存在 边界 条 件 。 
如 果 环 境 可 以 略 去 不 计 , 则 只 存在 式 (3 - 56). 
以 往 一 些 文献 认为 Maxwell 应 力 不 是 唯一 的 ,不 同 的 作者 采用 不 同 的 公式 。 其 原因 可 能 
是 :不 同 的 作者 采用 不 同 的 材料 模型 ;名 茶 些 理 论 不 符合 物理 变 分 原理 ;@ 某 些 理论 只 从 电 
磁场 的 场 方程 讨论 ,没有 涉及 边界 条 件 ; 国 以 往 Maxwell 应 力 是 对 无 变形 的 刚性 介质 提出 的 ， 
对 变形 介质 中 的 静电 力 缺 乏 研 究 。 我 们 从 热力 学 能 量变 分 原理 出 发 ,考虑 变形 介质 的 场 方程 
和 边界 条 件 , 把 刚体 看 成 变形 体 的 极限 情形 。 对 于 无 内 耗 的 ,不 考虑 内 部 电磁 力矩 的 材料 ,在 二 
阶 精 度 范 围 内 ,所 有 电 Gibbs 函数 都 可 表示 为 式 (3 - 46) ,在 这 个 意义 上 ,所 有 变形 电介质 中 的 
Maxwell 应 力 都 可 表示 为 相同 的 公式 , 且 和 无 变形 刚性 体 的 相同 。 但 内 耗 和 存在 内 部 电磁 力矩 
的 材料 , 电 Gibbs 函数 不 能 表 为 式 (3 - 46) , Maxwell 应 力 尚 需 进一步 研究 。 


3.5.3 放松 边界 条 件 的 一 般 变 分 原理 


电介质 的 位 移 和 电势 在 a а, БТВ ЯТ Е аи", az” 上 都 不 预 设 满足 边界 
条 件 , 且 在 a" 上 也 不 预 设 满足 界面 连续 条 件 。 此 时 电 吉 布 斯 函数 的 一 般 变 分 原理 可 表 为 


si, = òla t SMa 5W' = 0 
ФП! = | gav- f Chi —p й диду + p.deav — |. Ty 8u,da + 


| a` pda — | T.G — ur da + 8| с(ф— ф' 2да 
ар а, ар 


CNET ETETE CE EE Ea 


èl = — a| „Ёё g™ dV — f ( env u gnv ) би“ dV +f CE 8p dV — 


ye 

|... De дир" da ре с" еп da — a] Те (и env — и; ех Да + 

| „б Фф Фф °") da (3-61) 
% 

aw’ it = af ч Т, си, — шаа] „Ilp O™ da 十 
fa Tr d[ 8и, +a -pulda — |, a’ "apo +a — 8)" ]da 
完成 式 (3 - 61) 的 变 分 后 得 
бы, it fe = pür» D,, = os( 在 电介质 内 ) 
Gini + РР" = р" UR, О = р" (在 环境 内 ) 


дып = Тү 《在 a, E), Da, 二 一 og* (在 ap 上 ) 
apns env = Tř env (#E at’ E) , Рп" 一 一 Ce (fE ай E) 
Us = Ug » дып = TÆ a, Е) 
р=ф`, Dn, =— o а, 上) 
и = — ug env ， arn m = — Te" GE а“ E) 
g пу 一 Фф епу, Р" 一 一 с“ (ТЕ ау“ E) 
и, = и“, Guns —Ә п, 一 Trt CE а! E) 
Ф 一 Фф”, Рт, — Pat =— o" (Æ ait! E) 
式 (3-62) 是 完整 的 控制 方程 组 ,工程 中 常用 的 方程 都 可 从 该 式 推 出 。 利 用 Lagrange Ж 
子 法 5 和 二 变量 和 三 变量 的 变 分 原理 亦 可 求 得 ,此 处 省 略 。 


3.5.4 Hamilton( 汉 密 尔 顿 ) 原 理 


Hamilton 原理 可 以 容易 地 由 上 述 变 分 原理 推出 。 我 们 在 时 间 间 隔 Li。，iyj] 考 虚 变 分 原 
理 ,并 设 初始 时 刻 Suo = 0 和 终了 时 刻 du, = 0, 则 有 


(3-62) 


af” | Kava = al" pu, „ауа: = Ffo 0.8 u,dVdt = 
to B t | (3—63) 
[,[“Теасги/@ — p ü „ди, JdtdV =- f" f» и õu, dV dt 
RP K = рй, й,/2 是 动能 。 把 式 (3 -63) 代 入 式 (3 -49) ,再 对 时 间 积 分 , 便 得 Hamilton 原理 
8H = ӧн, + 8H, 一 | awe "ae = 0 


3H, = af" f dvd 一 al’ |z dvd 一 N SW? de 


aH, = af” f amavde—al’| „к“дуй— | aw: ar 
% % % 


swt = | Риу — |, обру + | Т; ёи, да -f с" ёфӣа 
a, ар 


ëW = |. fe" ёи" dV — |, pe So dV + | „т T; env bus’ da — | em? ж env SE™ da 


ap 


SW * tf =|. Т; Buda — | 0 “Seda 


a 


(3-64) 
由 上 式 可 见 ,在 满足 Sun = ди = 0 的 条 件 下 , 变 分 原理 是 对 一 段 时 间 间 隔 的 积分 取 变 分 , 即 
取 ИК Odvar, 能 量 守恒 原理 和 Hamilton 原理 不 同 , 它 是 真实 的 物理 过 程 ,和 式 (3 — 


49) 相 对 应 的 是 要 用 真实 的 无 穷 小 位 移 代 替 那 里 的 虚 位 移 ,而 且 惯 性 力 的 一 项 要 用 动能 增 量 代 
蔡 , 即 用 dà + 0/2) = dK RË pu du, 所 以 能 量 守恒 原理 在 小 变形 时 需要 写成 


af Еау 十 al K dV + dj aa g™ dV + dj К" dV = [fe du, dV + | T; du, da — 
ү yey v a 
| Pe dedV 一 | с * dgda + J fr dug’ dV +Í мы Т? env dus’ да __ 


i= pe" де“ dV — | * env dg™ da 十 J. T; id du; da — f ч РЫ itf dpda 


dj Kav = ај „‹й-а/зау, a| к=ау = af om a apo /2ay 
v V ү 


上 式 在 任何 瞬时 都 成 立 , 因 而 对 任何 时 间 间 隔 的 积分 也 成 立 , 且 取 用 g 十 KK 进入 原理 。 由 
此 也 可 明显 看 出 ,热力 学 第 一 定律 确实 包含 了 两 个 不 同 的 原理 ,一 个 是 能 量 守 恒 原 理 , 它 的 增 
量 位 移 是 真实 的 ,运动 物体 存在 固有 的 动能 , 增 量 取 用 da: /2); 另 一 个 是 物理 变 分 原理 , 它 
代表 的 是 动量 原理 ,在 虚 位 移 过 程 中 ,把 ou би 看 成 惯性 力作 的 微 虚 功 。 

进一步 可 以 看 出 ,热力 学 两 大 定律 决定 了 连续 介质 力学 的 全 部 控制 方程 。 由 第 一 定律 推 
出 能 量 守 恒 方 程 ; 由 物理 变 分 原理 推出 动量 方程 ;由 热力 学 特征 函数 是 态 函 数 推出 (第 一 类 ) 本 
构 方 程 ;由 热力 学 第 一 和 第 二 定律 推出 演化 方程 ,或 第 二 类 本 构 方 程 "1。 

利用 Lagrange 乘 子 法 "中 ,其 他 多 变量 的 Hamilton 变 分 原理 可 类 似 地 获得 。 


3.5.5 变 分 原理 的 简化 形式 


位 移 的 变化 引起 电势 的 变化 和 小 变形 时 体积 改变 引起 电 Gibbs 自由 能 改变 ,这 给 数值 分 
析 带 来 困难 ,为 避免 这 种 困难 ,可 以 采用 简化 的 变 分 原理 。 

D 第 一 简化 形式 1 

由 式 (3-56)、(3-58)、(3 -59) 和 (3 -62) 知 ,如 在 控制 方程 中 使 用 5 代替 s, ss" KE 
e” ,那么 , 压 电 介质 的 控制 方程 和 弹性 体 的 控制 方程 在 形式 上 是 一 致 的。 因此 ,如 在 式 (3 - 


49) 和 (3 - 61) 中 用 | 38dV 代替 3 | gav M| az av ARE of _ "ду, 则 下 述 变 分 原理 
成 立 
š ñ, = | в #4 | ору =" aW: — ӘМ *= — Wt — 0 
v у“ (3-65) 
д5 = odu,j; Didg,;:, dg" = af биг; + О” 9 


(ашай ae нне си —@ 


Ferrer: 


A W”, dW, OW" HA -49) 表 示 。 此 时 式 中 šu 和 še 便 都 是 相互 独立 的 ,不 再 需要 
考虑 电势 的 迁移 变 分 。 利 用 式 (3 - 44) 和 (3 - 54) ,可 以 直接 采用 zw De 的 假想 “本 构 方 程 ” 


1 1 
ды = Cites; 十 ee 一 иф Pj 799". Dik + Een @im Pit 一 
1. 1 
> € =m Ф,т Din ды 一 CrijUij Фи DErijlijp „ды 


р, 一 e€, E, + бы э €, = Eut l gui jt ji (3—66) 


2) 第 二 简化 形式 和 能 量 迁 移 变 分 原理 
利用 


| aY бш; М = | an n;du;da -f ом; 8ujdV = f T? ди; да 一 | Fi šu, dV 
a у а ү 


f: ~ ойы = (D.E, D, E, Š; /2) 5+ T; 一 oun; = (DE; — D, E my /2)n; 


在 式 (3 -49) 中 ,用 A+ SERS f, ATS TIRET ,在 环境 中 有 类 似 的 公式 。 则 此 时 uw,gp 和 
u™ ,yg”™ 均 可 独立 变 分 ,不 需 考虑 虚 位 移 引起 电势 的 变化 和 体积 变化 引起 的 影响 。 由 此 推 得 变 分 
原理 的 第 二 简化 形式 为 


š fr, = | agav + | aeav — aw’ а а" =0 
awe = | (+ f: — ой,)дшду — | 54У +| (Т; — Т) винда -[ Seda 
awe | СР + fi — pas dmdV | .ёрЧУ + (3-67) 
[ G= TPO Sada — |." Spda 


5W = | CTE" Ti+ TEO uda — | о" чарда 


itf i 
a a 


由 上 述 变 分 原理 导出 的 控制 方程 为 
вун (f, + ЛӘ = oü;, Ры = o. CE V AD 
oyn: = Т} — T°" Ea, ED, Din; =— 6° (fE as E) 
о + (f + fe) = рй", О = p" ОЕ Ve" AD 
ап" = (TS — T°) (Е а" Бә, Din" =— o ™ CE ap” Б? 
(вы — on, = TH — T+T, Ding — DEn, =— оО a" E) 


由 上 面 的 讨论 可 推出 求 等 效 电场 力 的 最 一 般 的 能 量 迁 移 变 分 原理 ,也 可 以 看 成 等 效 电 场 
力 的 定义 。 І 


(3 – 68) 


| ашау + | T; Su, d = [cee . BEDAV + | baa ay + | ровара + | suoda 
v a ap 
(3-69) 


Җир а — a, + att, 式 (3-49) 把 变 分 理论 中 的 电场 力 做 功 的 公式 [isa ay + | Ti'duda 用 
原始 的 存储 在 介质 中 的 电 Gibbs 函数 相应 的 增 量 来 代替 。 事 实 上 由 式 (3 - 69) 求 出 的 电力 正 


是 Ti* = олп, Ji = о? 和 式 (3 一 54) 中 的 Maxwell 应 力 一 致 。 

应 当 注 意 , 第 一 简化 变 分 原理 在 计算 工作 中 是 较为 方便 的 ,但 只 有 在 控制 方程 已 知 时 才 是 
可 能 得 到 的 , 它 只 是 数学 意义 上 的 变 分 原理 。 而 前 面 我 们 指出 的 热力 学 变 分 原理 是 物理 变 分 
原理 ,由 它 可 以 直接 推导 基本 方程 。 

许多 作者 并 不 从 变 分 原理 出 发 来 建立 控制 方程 ,而 是 直接 用 动力 学 方程 来 建立 。 作 者 们 
用 不 同 的 方法 来 得 到 fF, TF ,例如 由 类 似 Lorentz 那样 的 微观 力学 方法 ,或 是 利用 式 (2 - 31) 
那样 的 电介质 中 电磁 场 引 起 的 载 流 体 的 质量 力 密 度 公式 ,由 于 对 极 化 和 磁化 等 不 同 的 假设 ,给 
出 的 体积 力 公式 也 存在 差别 。 这 在 前 面 已 有 说 明 。 


3.5.6 Æ ERZE F Ri RO E M RRS RE” 


本 小 节 讨 论 有 限 变形 时 的 电介质 -环境 变 分 原理 。 假 设 电 介质 不 完全 为 环境 所 包围 ,但 设 
位 移 和 电势 在 ass а,, а", a;"* 上 满足 边界 条 件 , 在 a* 满 足 界 面 连续 条 件 。 有 限 变 形 中 的 一 
些 基 本 公式 已 在 第 1 章 中 的 1. 3 节 给 出 。 本 书 中 现时 构 形 和 初始 构 形 取 用 同一 坐标 系 , 用 字 
母 上 方 带 小 横 线 “一 ”的 量 表示 初始 构 形 中 的 量 , 如 56, 8 分 别 为 Kirchhoff 应 力 和 Green MÆ. 
应 当 注 意 , 没 有 微分 符号 或 微分 符号 前 的 大 、 小 写 下 标 是 没有 区 别 的 ,如 о» 二 ow ;但 微分 符号 
后 面 的 大 、 小 写 下 标 是 不 同 的 ,如 wj иь о 

由 不 变量 函数 理论 知 ,初始 构 形 中 的 电 Gibbs А Н ВЕЕР ГУИ 


2215 -- 去 去 - R- l- FRE 
B= > Cumié HË ix — FenEx Е, e@xyEx €y — lu E; Ej ёк + 


Сукі = Curr = Ск “Cry Єк. ELK’ ёк ==екур, lyg = ркі Slax =! кал] 


(3 – 70а) 


Сю» бю» а» Lua SPB RAI 3848 BI B5 BE JE h, Jr нА Ж ЖС. ВИП 
小 变形 时 不 同 , 但 可 相互 转换 。 由 热力 学 理论 知 ,本 构 方程 为 


ок. = Og/ Cex. = Сик. Eg — EJKL Е, — (1/2) Like E, E, 


— — — _ (3-71) 
Dx 一 一 98/ ӘЕк = EKL Е, + ёкту є} ’ ёк. = Ext + кш; En 
利用 上 式 , 式 (3 -70a) 可 化 为 
ГЄ Ек) = + Сик. gu ёк БЕ, 一 一 + Ок Ex F ёкмі Emi Ек) (3 — 70b) 


RPF 是 和 电场 有 关 的 电 Gibbs 函数 部 分 。 
根据 前 面 的 说 明 ,上 串 位 移 不 仅 产生 虑 应 变 , 而 且 产生 电势 的 变化 ,所 以 对 电介质 有 


dp = 8,р А 8р, дар = P.pdup =— Epduy =— E,X.., šu, (3-72) 
8 E, 一 $, E, 十 ё, E, , Su E, 一 Esdu, 一 En K.. Su, 一 ELX ipò 
WOVE Rou 和 89 是 虚 位 移 和 虚 电 势 在 现时 构 形 中 变 分 ,8 р 是 局 部 变 分 ,8.9 是 迁移 变 分 ， 


E 3.9 二 gp,s5us ,在 初始 构 形 中 讨论 时 ,所 有 物理 量 都 要 进行 适当 的 变换 。 
在 初始 构 形 中 ,有 限 变形 时 的 电介质 一 环境 变 分 原理 可 表示 为 


人 


SH 一 è I +š I, — зүр" = 0 
èl = [za V+ | gamad V~ a W: 
ò = s|. "ау + |, g"'”°8u, d V — 8 W; 
уе» у 
sW: |С —piinddudV— f| gpd V+ f Tzduda—| 2" аай (3-73) 
2р 

š W: = | СТР р" У ) Buk” ау — i= 6:5, awd V + 

| Te aur" da — | amagaz 

а а 


5 weit -一 | Т “г„4а— | .wapda 


Җир ук, ТЕ, р.а" 分 别 是 初始 构 形 中 给 定 的 介质 的 体力 、 表 面 力 、 体 电荷 密度 和 面 电荷 密 


度 ; 对 环境 有 同样 的 公式 ;a* 是 初始 界面 , 蔗 "“ 和 5** 分 别 是 初始 界面 上 给 定 的 面 力 和 面 电 荷 。 
本 质 上 物理 变 分 原理 是 在 现时 构 形 中 讨论 所 有 各 种 物理 量 的 元 限 小 的 局 部 和 迁移 变 分 ,特别 
是 迁移 变 分 和 作用 在 介质 上 的 电力 相关 ,电力 不 是 问题 给 定 的 ,而 是 和 变形 相关 的 。 在 初始 构 


形 中 讨论 时 要 作 合适 的 变换 , 式 (3 - 73) 中 的 项 | gaud V Ж | EO Oued ЕХ E B. 
对 电介质 应 用 Gauss 散 度 定理 ,得 
Jogdv+| ашау = | бед + | edu, dV = 
|А (or 8 er -Dð EdV + | + Гч P vu, d V = 
| Ory Zi IO k, J — Di(—8 ФФ, r+ E.. IX r, ,8u,) ау + 1 Гу P NX j, Ous, ду = = 
|( gz, +4 Ty? aX. уада | (82ка + + Гы PX а) sud V + 
ӯ 2 J 


f D; пб, gd а —– | D118, pd V — |. D, E, X... u, d V 
(3-74) 


Г, 二 Dy 十 EvmLEm 。 上 式 还 应 用 了 tira = Хади, › MARG -73) 中 的 5 也 化 为 

sm = | Lanze t 0/2) Fy PX) 9 вайа) Тг duda— 
АКСЕ 4 (1/2) Py Ф.Х) + f, раја (Di 元 +“ )8, oda + 
fa D, za, pda—|, (Dit — 28, pdv- |. D, E.X. põud — 
|. P. E,8u,d V — |. 2" E,šu,d a 


(3 – 75a) 


注意 到 式 (3 - 75a) 中 的 最 后 三 项 存在 以 下 关系 
-|, Б, ЕыХ.,ёи,4У — | р.Е,ди,4У — | 5* Е„8и„йа = 
— | D: EX nidusdat | (Р.Х. „би„)„ E, d V -上 р.Е,би,4У — | г" E,du,da = 
-f D; 元 Bobuod5 一 | (Dia, +3" Epu da + | D, E,X.,.,8u,. rd + 
!, (Di, —p.E,3u,dV 
式 中 利用 了 X. „ди, Е,=— Xdup, = —ёи,р,,=Е,ӧи,. 把 上 式 代 入 式 (3 – 75a) , 1% 


š I, = |А Г Cory2e,1 + (1/2) Ty P NX у )n; — T? Juda + 


| (2.1 + + Drg. nX ja 54а – 


[Г (ойлы + (1/2) Гу P NX) + f, — рй» [Oued V+] (Dini +3" 8, gd a — 

|, (Di ni +3" ›Е„би,&а + | „ Di nrò, pda—|, D, 7E ,8u,da— 

[Dar =, pd V+ | Di EX ‚вн d V+ | Drs –рӘЕ, dud = 
[Sum – 7 dudat | „ Su mau de—| (50. + f, —рйби4У + 


| (Da, +3" )apd5 十 | 。 Б, ядрйа — | (Бы — m )ðpd V = 0 
D а 


а 


(3 -75b) 


式 中 
Sn = 21014 +X» © = D; E, 一 1 Tn Endy 一 ”, Е, 一 +, + ёммі Emi) Еуёл, 
(3-76) 

Sy HOWE rB 0945 BH 6 3406386 5 — Ж Maxwell 应 力 ,而 хь. 是 熟知 的 
第 一 类 Piola— Kirchhoff 应 力 , 故 Хед URAA% Maxwell 应 力 , 它 们 都 是 在 初始 和 现 
时 构 形 两 个 构 形 中 定义 的 。 由 式 (3 -76) 知 ,对 限 变 形 , 以 初始 构 形 为 参照 构 形 时 ,Maxwell 应 
力 和 应 变 与 压 电 系数 的 乘积 相关 ,但 对 各 向 同性 介质 仍 和 应 变 无 关 。 由 于 8 云 ,8 gp 的 任意 性 ， 
故 对 电介质 ,由 式 (3- 75b) 得 

5, т) = Ti (在 a, E), Din; 二 一 5* Æa E) 

_ — — — (3-77) 

Sua + f, = рй, Dir = pe FEV 内 ) 


Š IT, = fa Sy zuwda+ | D. nrdpd a (3 - 78a) 


人 


类 似 地 对 环境 有 
šI = „8297 [, ga, d V — 8 Wi = L. (Sia — Т} ou dat 
|5 STAT ёи" d5 一 | Sir, + fe — pus” ) du dV 十 


| (DA 十 Р “soda a + | Ds mange бф?“ да а -Í (Ds — pe )8p а ү — 0 


- (3-79) 
由 式 (3 - 79) 48 
Sane 一 T; “(Eam E) ， Deng =— с" s (Ea E) 
_ _ _ (3 - 80) 
Sit fim = реш", DIN = pe (在 Vw 内) 
All 
è IL -一 fas КУРСТА) us” d а+ | Deane ёф" “да a (3 _ 78b) 
注意 到 在 界面 上 有 ny => пў“, ир = Uy", ф 一 Фф“, 可 以 得 到 
H = M +è — Wt = 
|. Sy mdudat| 。 D, magdat| „$ Sint Š ия“ аа а + 
J. Deas "а а — |. Ts itf 8и, а + |. z itt Sod а= 0 
所 以 在 界面 上 有 
(Sy — 59) m: = Ту", (Di— DP) т =—0 "ET" 上 ) (3-81) 


上 面 的 变 分 原理 已 预先 假设 位 移 和 电势 满足 边界 条 件 和 界面 上 的 连接 条 件 ,所 以 控制 方 
程 中 还 需 加 入 相应 的 方程 。 相 关 的 一 般 变 分 原理 可 以 类 似 地 得 到 。 
对 于 纯 弹 性 材料 ,上 列 诸 方 程 能 自然 地 退化 到 弹性 控制 方程 。 如果 在 式 (3 -73) 中 不 采用 


[олау | ошау [о zmay [| еви АУ, ПЖ ај кау = [s gdV+ 
| шыу = | акау | паи a V ARH 8284038388 „ЛЕ А, ЕВО ЕК 
能 自然 地 退化 到 弹性 控制 方程 ,这 也 说 明 式 (3 -73) 的 合理 性 。 
3.5.7 电磁 介质 中 有 限 变 形 时 的 标准 电磁 Gibbs 函数 变 分 原理 5 
上 述 诸 公 式 易 于 推广 到 有 限 变 形 的 一 般 电 磁 介 质 中 去 。 此 时 电磁 Gibbs PRAY 
®=(1/2)Сик.ёк — (1/2)ёк,Ек Er—ek Ек Ey — (1/2) lr Er Ер Ек 一 
(1/2) ga He H, — ry ёму Hx er — (1/2) к H, Wy gu 十 … 一 
(1/2) Сик, єл HE ge" = (Dk Ex + Вк Н + Pa E), Da. = Ba Ем + g. Нм 
Gu, =Әв/Әш = Cy ey к. Е — (1/2) к. E, Ey е. Н — (1/2195. Н, Н, 


Dk =— Og/ ӘЕџ = ём E, + ей) Єт}, ERL = EKL + lice Jr 


—— az тү — ~m 一 一 一 ГІ 
В, = Əg/ ӘН, = ëk. Н, ее, EKL = ик + кєл 
Сик. = Сик. = Ск = Сказ ёк. = ёк, бај = ёр» Ик. = Uik» Ri = ёйп 
= = _ _ _ 
{йк == Гук, = lii = ыр, Ua = йк. = hrg = алу 


(3-82) 
考虑 到 磁 荷 不 存在 ,标准 电大 Gibbs 函数 变 分 原理 可 写 为 ( 设 电 介质 边界 上 By =0) 
5П= 51 +8П, 80° =0 
è Ih = | szay+|， рд u;,,dV 一 Š W° 


è II, = | s zV + | Фр" ау — 8 W * =" 
ye yem 


5 W“ = |. раг шау — | aaa |, Ti ша | с*8фйа 


(3 ~ 83) 
8 W: env — i= fe — ойк") дир" у — L. дф" d V+ 


| T М епу ous” d a — | ú Р епу ёф" а а 十 | В М env 元 $ g" d a 
a a 
9 # 


=e 
ёр 


swe — J. т; Suda -fa 5' Seda 


Ві" 是 环境 边界 上 给 定 的 磁感应 密度 ,并 设 电介质 和 界面 上 没有 外 加 磁 通 。 注 意 到 
[ezav+ |. ga Stead V = |А 88 dV + |. D8e.dV+ 
у v у у 
[Вау – | (1/2) Dy Ек +В, H, + Ta Ei dnd V 
(3 – 84) 
RP Гы = tine En Hena Hne 对 环境 有 类 似 表达 式 。 最 后 得 到 控制 方程 为 
Siu + fe 一 puss Dy. = per Bri 一 0 CHEV 内 ) 
5, 9, = T; а, E), Dra; =—3" (在 ap b), Вл; = 0 (а, E) (3 - 85a) 
Six ==, Хш, Оой =D, E, +В, H,—(1/2) (Dy Ey +В, Hy 十 Dave Nm ёл. 
S= L fo: =o" ü ， De" =p , Вы=0 (ЖЕУ AD 
Swa спу =T eny (在 ae E) , De ne = — епу (ag E>) > BS =B? env Сах" E) 
(3 – 85b) 
(Sy —S®) т = Ti, (D, — Dw) яр =— a", (B, — BP) m = 0 Ea" E) (3 - 850) 
u =u Ea, E), g= Ea, E), фе gp GE a, E) 


ме“ =u (ТЕ а” E) ; Ф" =o" CE ag” E), g = p" sa" E аў“ E) (3 — 854) 
usu, ф=её"”, фф“ СЕ a™ E) 


小 变形 时 的 公式 易于 从 上 列 诸 式 得 到 。 


Te ноз Q 


кик#е—@ 


3.6 等 温 电介质 中 的 内 能 变 分 原理 cn 


3.6.1 内 能 
按照 不 变量 函数 定理 ,不 考虑 非 对 称 应 力 ,小 变形 时 内 能 可 取 为 


1 1 
ulens D) = g Cue aen + >B D.D, —hau D, ey + рыр, E + °° (3-86) 


Ви = Bas Dit = Pim = Pine = Preuss һы; = haji» Суы = Сы = Can = Сы; 


式 中 huo Ви, Рун 和 Co 是 压 电 刚度 . 夹 持 介 电 隔 离 率 、. 电 致 伟 缩 和 开路 弹性 刚度 系数 。 按 热力 
学 原理 ,本 构 方 程 为 


бы 一 Den = Сун ВЕ һ;Р, + pmD.D, 
Е, = 9“ = (Ba + puge) Di — hije (3-87) 
k Әр, Ba 十 ba; ) D, һу 


对 于 各 向 同性 情形 , 式 (3 - 87) 化 为 


Bu = Bou > Pyu = +b. Сда, Si + би 8) + дг; ды (3—88) 


бы == Аён8и 1 Geu 一 5h D,D, +b D:D:ðu); Е, = (Bou + bieu + beei 8D, 
р b, Al >, 是 各 向 同性 电介质 的 电 致 伸缩 系数 。 此 时 无 压 电 效 应 。 
3.6.2 小 变形 时 的 标准 内 能 变 分 原理 


设 电介质 中 的 位 移 和 电位 移 在 a ао 上 和 环境 中 的 位 移 和 电位 移 在 аз", аб" 上 都 分 别 满 
足 各 自 的 边界 条 件 : 即 


и = uf (Фа E), От =—o* (Æ ap E) 


ит” = u? (在 ат E), Dene =— р" (FE ак" E) (3 – 89а) 
在 它们 共同 的 边界 a* 上 满足 界面 连接 条 件 
u = и", (D; 一 Dw )n =— 0" (n 是 电介质 的 外 法 线 ) (3 - 891) 
同时 在 电介质 和 环境 内 部 分 别 满足 
p = D, GEV tF), р” = ре V™ 中 ) (3 – 89c) 


此 时 小 变形 时 的 内 能 变 分 原理 可 表 为 
SII, = BIL, + ble — 80" = 
П. = af uav — К f, — pü, Xu dV — | Т; дшда 一 [ SCodV) 一 


[ев` оаа) 55 


Slez = af, ыу we dV — | fe" __ pie диў" dV -| nw T; env диў" да — 
| Ф" dar” dV) — | me 0 env $(аа) — J Фф "Са" да) (3 _ 90) 
an а 
а = | „Т; amda | 9 aca "da) 


AP fe T; oh o 分 别 是 给 定 的 体力 、 面 力 、 体 内 电势 和 面 电势 。 电 介质 的 表面 为 a = а, 十 
a, 十 an 一 ap 十 ap 十 ai sth] фа“ 5 da) 是 边界 条 件 Оп, =—o* 引起 的 , 1 с" da 不 是 常数 。 类 


似 的 说 明 也 适用 于 环境 。Ts 和 gp** 分 别 是 界面 上 给 定 的 面 力 和 电势 间断 值 ， 电势 间断 值 是 由 
电 侦 极 子 层 引 起 的 。 应 当 注 意 ,和 用 电 Gibbs 函数 时 的 变 分 原理 不 同 ,这 里 D 是 变 分 的 量 ,所 以 
pedV ЯП с" da 要 参加 变 分 。 变 分 时 需要 注意 虚 位 移 不 仅 引 起 应 变 的 变化 , 且 引 起 电荷 的 变化 , 通 
常 电荷 变化 引起 应 变 的 变化 是 高 一 阶 小 量 ,不 予 计算 , 即 

ёр, = SpD; + D: s òD; = D; , dup 

до. = Өр pe T Super Sule = Р), „ди = Di, pi dup 
式 中 Spp。 和 ëD, 是 由 虚 电 荷 产 生 ， Ou Pc = Di pi Su, 和 dD; = D; pus 是 由 虚 位 移 产 生 。 上 式 中 已 


应 用 了 E; 一 E; =~ Q, jk © 和 应 力 相 比 ， 由 项 (Gwen — рун D.D; єм)/2 产生 的 应 力 可 以 略 去 。 应 
用 关系 


(3-91) 


SCdV) = би, „ау, 3(mda) = (mj Õu, p — Np Šup, ) da 


(3-92) 
SCda) = (Sup, p — Öp aN n, ) da 


则 有 
af udV = | Oi; бид + | иди, „ау 一 f (% +-рЕ„Р„8; үл, диа 一 
v V V a 


1 (3 – 93a) 
| (9 + Е.) suav + | E,8D,dV 
V 2 Jj v 


| esa ayy = | e8(D..dv5 = | .psDuay 十 | фР.ди„,ду = 
| ,p8eD..aV + | eda» 3usdV 十 [eps ay = 
lo š Dida — | e AD. dV + fo „рда — [ерду — 
| еРь,дн ду + |„еРь$и„.,д/ = 
fo 8Dnida — 2222 一 | Фрида + 


(3 ~ 93b) 
|, (eD.,, ) „бм, dV + | D. 8u, ду 


人 


К ё(аа) = — |, Рё) =— |, ерли, — du,,.n,n,)da = 
-| ФОО; ёи, — D,du;,,)n;da -| ФСР, bu,s — Ю, ёи, enone n, da = 
D ар 
一 [Ко — D,ëu,,, )nida + | it, POD Buty» — Do Bus rides — 
|. Оу, — D; upan pni )n; da 
(3 – 93c) 
|, rascaa = 一 | 5 =— | saDmd 一 | 9° Didda) = 
Ф Я а 49 
-| p aDin.da — | p (Р,8и„„ — Dp du, )nida (3 - 93d) 
ç ар 
Jou 9" “ëC da) =— |. e` чар“ nsda — fa g "(DH dupp — D™ dui,» )nida 
AFE т“=п„ BNA PIS 
КУ — D,šu,,)n,da ~ | Dudus ,dy = 
| „pi (Didu e — D,8u.,)dV + | p Didu, — Dy dui») dv 一 [| eD..8u,.,dV = 


-| (e@D,),; n, Huda + | (pD,).pdudv + | p.D:npõu, da 一 | «Рә du dv 
(3 - 94a) 


gp Dinida = ф8\Ют)да—| ФР, ёта =— op Ddus ттт; — D;du,,n ys ) da 
а а. а a 
(3 – 94b) 


式 (3 – 88) От; =— о" 是 ap 上 的 给 定 值 , 故 不 因 虚 位 移 而 变化 。 应 用 上 列 诸 式 , 式 (3 - 90) P 
的 Sa 化 为 


èla = | | (% + Ер. + gDj,i — (Фр); + pD pò ү, — T; 5 一 
ИКЕ 十 言 ED + ФР — (gD;),, + %.0,85 ). + fi — pit: |вшду + 
ЇЕ огои | Ce — @maD da + 
| Cp" — (0 ;8н„„ — D,Əui,, )n,da + 
1 
| ш [ (ox + p EnD andi + @D;,i CeD,),, + g, D pij Ja; Јада — 
| (3 - 95) 
f иг ФСР), дир, 一 Dp ди, ) тда -| wu PEDmida 


由 式 (3 一 87) 以 及 (3 - 92) 以 及 dui SD: 的 任意 性 , 便 得 


San = Ti Оа, E), ф= ф` (Жа, E) 
Bij, j + fi = Юй: › E; =— e, FEV 中 ) 
д) = о; 二 aM (3— 96) 


o% = Фр, + ТЕ,р,8, — Фу): фәр = ED, — +E,D,à, 


ҖИР o 次 是 内 能 变 分 原理 变 分 中 的 Maxwell 应 力 。 式 (3 - 94b) 保 证 了 “po 上 的 电学 边界 条 件 目 动 
满足 。 利 用 式 (3 - 96), Su 可 化 为 


П. 一 | ш n; bada — | al 2pSDinida 一 | ш PD; ди, 一 D,Əu,,, )n,da (3—97) 


由 5 可 得 出 类 似 的 公式 
an” т" = — тт а“ E) , go 一 ev (E аў“ E) 


а, + ре" = , Es 一 一 oY (ЖЕ yeH) 
em = op 十 же 


(3—98) 
&П 一 |, н On env БҮЛ da -| ч ev spe" п“ да. 一 


| Фф" (D: Susy — DS ди» ni” da 
8W™ 可 表 为 
awit = | „Тг: ваба) „ф` “naD da 一 | gp’ “DY buns — Оў dus Ymda (3-99) 
把 式 (3- 97)、(3 -98) 和 (3 – 99) 代 人 式 (3 - 90) ,并 注意 到 п” =—n, u = и", 便 得 
BH. = | „С — Эп, — Ti “Jauda — | „(ф— g” — g” “Yn (8D; + Dióu,,, — Dpdui,s) da 
(3 – 100) 
注意 到 бы, òD; 的 任意 性 , 便 得 
(25 —@ Эп, 一 T; itt p 一 9 一 p* "(HE a™ E) (3- 101) 
xt (3 - 96) .(3 – 98) „(3 — 101) AC3 -89) 组 成 完整 的 控制 方程 。 


3.6.3 关于 Ma 和 axY 

表面 上 式 (3- 54) PA oY = DE, -Å DoE nd 和 式 (3 -96) 中 的 ow = ED, –ГЕ,р,8, 不 
同 , 但 实际 上 是 一 样 的 ,其 差别 是 因 采 用 不 同 的 本 构 关 系 (3- 44) 和 (3 -86) 引 起 的 。 通 过 两 种 本 
构 方 程 中 材料 系数 的 转换 关系 , 便 可 证 明 cy 和 c 交 是 相同 的 。 事 实 上 由 本 构 关 系 (3 - 44) 和 (3 – 
86) 可 推出 


D, = Ce uH Гы: )[ CB 十 Pimij€ ji Da 一 huje; ] 十 ён р 一 
(e + LtsrE sr ) (Bim + Prmij€ ji )D,, иш (eut aE s )hu;€; + ёму; 


从 而 有 


ET 


Ф 


“au 


: 电 : 
性 
H: 
论 


(gx һа ) (В + РтшЁ я) = 1, (єь„ Ñ Ге 2А. == ёы; (3 – 102a) 
对 于 线性 情形 ,上 式 化 为 
ЄЗ = Gu， E€mh, = ёш; (3 ~ 102b) 


由 内 能 变 分 原理 导出 的 Maxwell 应 力 om" 中 包含 EOD, th Hi Gibbs 函数 变 分 原理 导出 的 
Maxwell 应 力 в“ 中 包含 РЕ, В 


DE, = Bri + тшн) | (E, + Һе; YE, (利用 本 构 关 系 (3- 86)) 
D,E, = (im + Iyan st EE, + еке: Е, НАЕ < (3 一 44)) 


利用 两 种 本 构 关 系 中 系数 的 转换 关系 式 (3 - 102), 便 有 


DiE; (利用 本 构 关 系 (3 - 86)) = 

(Br 十 рае) Е.Е, + (Bint + baga) һы, E, = 

(є. Шын Ox E, E, + (€F Unser ) Buhnijes E, = (3 ~ 104) 
(єы-Г шыва” Е.Е, + ee; Ë E, = 

DE,( 利 用 本 构 关系 (3 - 44)) 


由 此 立即 可 证 oM = ом, 
3.6.4 作用 在 平板 电容 器 极 板 上 的 力 


在 2.4.7 节 中 ,我 们 曾 详细 讨论 过 作 胃 在 平板 电容 器 极 板 上 的 力 的 问题 。 作 为 一 般 原 理 的 
应 用 ,此 处 再 作 一 次 讨论 。 仍 采用 那里 的 符号 :垂直 极 板 的 方向 为 ж; ,两 极 板 间 的 距离 为 A, 虚 位 
BA Su = 54, 单 位 面积 上 的 力 为 Т, = 622 ; 庶 应 变 为 sz == us, з = ӘЛ /Һ ,电场 强度 为 E, =—/Һ, 
单位 电极 表面 的 电荷 为 9 = D, 没有 体积 力 和 表面 力 。 电 极 构成 电介质 的 环境 。 采 用 内 能 变 分 
原理 时 ,给 定 电容 器 极 板 上 的 电势 差 为 gp。 在 电介质 和 极 板 的 界面 上 没有 电势 间断 和 外 加 面 力 ; 
对 于 刚性 电极 ,其 内 部 的 位 移 和 电场 均 为 零 ,所 以 其 内 能 为 零 ,但 其 上 作用 有 电势 差 p。 由 于 电 
介质 为 极 板 所 包围 , 故 没 有 边界 ,从 而 按 内 能 变 分 原理 式 (3 - 90) ,对 单位 宽度 的 介质 ,有 


(3 – 103) 


òla = s| uav = h (on Suz,z + E, 8D: + TED: д ) 


П. =] oP Oba da) 一 - фёс, aw 一 0 


从 而 得 出 
ёп. = h (ав usa + Е,&Р, + FE, Dòu. )- goss = 
ah | :ph (3— 105) 
Фф Ф Ф PY 
h т, Фа (是 ) at ega £) 0 


由 此 导出 T, = 一 (6/2) (o/h)? , 这 和 2. 4. 7 节 的 结果 一 致 。 采 用 电 Gibbs 函数 变 分 原理 时 ,给 定 
电容 器 极 板 上 的 电荷 为 ф 一 D, . 按 式 (3 一 49) 有 


dla = èf gav = h (om Suz,2 — D; SEz 一 TED, Suz,2 ) 


П, =— | ao BG" da =— D,8(E,h), Әу" = 0 


9 


从 而 得 出 
ёП, = ДС диз, = D: ëE, 一 ТЕ, D, Sul2,2 )+ D, SCE,h) 一 
(3 – 106) 
oh 1 A 
h [T Št — сЕ?) сЕ ah = 0 


由 此 导出 五 = 一 E/2) 形 ,这 和 上 面 的 结果 一 致 。 

对 于 上 述 问题 ,我 们 还 可 以 把 电极 设想 为 非常 薄 的 柔软 层 , 黏 附 在 电介质 上 ,使 电介质 的 两 
边 存在 电势 差 或 两 极 板 上 存在 符号 相反 的 电荷 ,而 环境 可 以 略 去 不 计 。 应 用 内 能 变 分 原理 和 电 
Gibbs 函数 变 分 原理 时 , 便 分 别 得 到 下 述 方程 


at, = òla = af udV = h [ez Bue, + E,8D, + 1 E, Dru. )— до 
v 2 
(3 – 107a) 
e =- | „Ф "doda) = 0, SWE = 0 


Ф 


П, = Sa = s| gav 一 h (вш $ш — 0,8Е, 一 8,0, диг, )+ D,ë( E, h) 
(3 – 107b) 
SH, =— | Км Ф" da = 0, swi = 0 


显然 和 前 面 的 结果 一 致 。 


3.7 等 温 电介质 小 变形 时 的 守恒 积分 5 天 


3.7.1 Noether #28) FB iË 


前 面 我 们 从 物理 变 分 原理 讨论 了 连续 介质 力学 中 的 场 方程 ,数学 土 它们 可 以 化 为 求 某 个 
Lagrange 密度 的 泛 函 的 极 值 问 题 ,而 这 些 场 方 程 便 是 该 泛 函 的 Euler - Lagrange 方程 。 在 小 变形 
问题 的 变 分 原理 中 ,体积 保持 不 变 , 有 限 变形 理论 中 ,边界 是 按 变 形 规律 变化 的 ,也 不 是 任意 改变 
的 ,因而 这 类 问题 都 相当 于 变 分 学 中 的 固定 端点 变 分 问题 。 如 果 对 这 种 泛 函 给 以 更 一 般 的 变 分 ， 
容许 泛 函 的 “端点 ”和 Lagrange 密度 中 的 自 变量 和 因 变 量 都 变 分 ,或 使 这 些 变 分 泛 函 对 自 变量 和 
因 变 量 作 无 穷 小 变换 ,那么 除 得 到 Euler- Lagrange 方程 外 ,还 会 出 现 一 些 附 加 项 ,其 中 就 包含 能 
量 -动量 张 量 。 要 求 无 穷 小 变换 具有 不 变 的 性 质 , 在 常见 的 较 简 单 的 情形 中 ,这 些 附 加 项 形成 一 
个 散 度 为 零 的 张 量 , 在 较 复杂 的 情形 ,也 可 在 一 定 条 件 下 由 这 些 附加 项 导出 一 些 守恒 积分 或 守恒 
律 。 这 种 变 分 和 守恒 定律 的 联系 ,首先 由 Noether 给 出 。 设 变 分 泛 函 为 


| Lx; 9 Uar u, )dV (3 一 108) 
Vv 


式 中 x, u, u, ;分 别 为 自 变 量 、 因 变量 、 因 变量 的 导数 。 上 式 的 Euler - Lagrange 方程 为 


| 


EAEE TIS) 


Bu dz, Əu ° (3 – 109a) 


由 于 在 我 们 讨论 的 连续 介质 力学 中 ,Lagrange 密度 函数 不 是 因 变 量 的 显 函 数 , 所 以 下 面 只 讨 

论 形 如 上 (xz;， u,, ;) 的 Lagrange 密度 函数 。 对 于 这 种 情形 , 式 (3 - 109a) 化 为 
°] OL (x; , Uaj) __ 

Әх; Әи,.; 
现在 给 这 些 变量 以 微小 的 变化 ,或 作 下 述 无 穷 小 变换 
<; — х= <; + Ах (т, » u, ) ’ Ug CX: ) > u(x) 一 u, (=;) + Au, (=; И из) 
Au, = и (х1) — и, Cxi) = [u, (z; + Ах) + ди, Cr) ] — и, (z,) = и, Ax; + ди, 
(3 – 110) 
式 中 A 表示 总 变 分 ,6 表示 经 典 ( 或 局 部 ) 变 分 ,是 x, 不 变 时 u BS) u, Ax; 是 и, 的 迁移 变 分 。 
注意 到 


0 (3 – 109b) 


i Н ; _ . . _ ax; _ ӘАх; _ 
Әх, Y t Bz, 9 az” ^ 80 Әх, ， J 二 БЕ (3 一 111) 
则 由 式 (3 一 110) 可 导出 
Ou, (x) Ou, (z; _ OLu, Cxi) + Au, (zi, ug) | Әх, Әи, (=) _ 
А ат дт, ax Әл! Os; 
| | | | | (3- 112a) 
ӘДи, (х;, Ug) Bu, Cxi) ӘАх, 


= thea Bae) s 
Әх; Om Әз, (биз, wa (Am), 


由 于 Au, (zi， us) JE Xi» Ир 的 函数 ,所 以 又 要 区 分 对 2; 的 全 导数 和 偏 导数 ,为 此 引入 符号 3/Bar， 
表示 只 对 函数 中 显 含 的 zx; К, и, РАА с, 求 导 。 因 此 有 


ӘЛи, C Xis ир) _ OAu, (xi, up) OAus (xis ир) ди; 
Әх; Әх; | Әй; Әх; 


现在 要 求 无 穷 小 变换 前 后 的 泛 函 在 一 阶 精度 Az, Ди, , Ли, 范围 内 相等 , 即 要 求 


(3-112Ь) 


Га, и! ЧУ! = [Lats и, )jdV = [Law иду (3-113) 


由 此 便 可 导出 与 之 相关 的 守恒 律 。 首 先 利 用 式 (3 - 109b) 和 (3 - 112), 可 得 


(a5 Ate — a Am ) ,+ (522. 
аг. (Soe: OAT; ) _ aL 


Uai 
ди,.; Әх; Oz; ади,.; 


и.а) Ах; = 
J 


Аил.) 


从 而 有 


_ у, OL, | OL 
L (x; Uaj) = L(x; + AX: Uaj F Au,,;) = Lx, Uaj) Tax as: | ди, 


aL ƏL ƏL 
а, + E Au, Sua. 


工 (zi u,;) + кА) + (aa 


(3-114) 


再 利用 恒等式 
OL = 
(эшч) Аж = (LAz;),; — L(Az;),, — ёда, (3-115) 
把 式 (3 -115) 代 人 (3 - 114), 便 得 
, 7 , __ OL 
L' (xis иы? = L(zi и) + (ә Au, + Sy Axi) — L(Az)., (3-116) 
式 中 
Si = Lb, — 58, (3-117) 


称 为 物质 能 量 -动量 张 量 。 把 式 (3 - 116) 代 人 (3 - 113) ,在 一 级 精度 范围 内 , 便 有 


| ( al. ли, + SsAx) dv = 0 (3 -118a) 
V Әи,,; ,ј 


上 式 便 是 积分 形式 的 无 穷 小 变换 不 变性 的 条 件 。 由 于 体积 的 任意 性 ,所 以 又 有 


Come 


Au, + Sy Az: ) 一 0 (3 - 118b) 


上 式 便 是 局 部 形式 的 无 穷 小 变换 不 变性 的 条 件 。 

显然 ,在 上 面 的 讨论 中 ,已 设 没有 体积 力 和 体积 电荷 等 体积 源 。 

3.7.2 均匀 介质 中 的 守恒 积分 

对 于 均匀 材料 ,二 又 和 自 变量 无 关 , 所 以 有 工 二 (wj) WE Ах, = 0, 可 以 通过 假设 不 
同 的 Au, 导出 力学 中 的 一 些 普 适 定律 ,例如 设 Az, = 0, Au, =ec,, НН с, 为 常数 ,e 为 无 穷 小 
参数 。 以 此 代 人 式 (3 - 118) , 便 可 得 动量 方程 COL / au ),; = 0. 现在 回 到 守恒 积分 的 讨论 。 
为 确定 起 见 , 取 工 为 电 Gibbs BM g, AMMA Y aku, = u qa = 1, 2, 3; ш = eM 
义 应 力 Baj = Ðg / dtas , E. Euy = =T. = 1, 2, 3; Da = Р; 

D 坐标 和 广义 位 移 均 作 无 穷 小 平移 

设 

Ах; = єс;, Au, = 0, (3-119) 


Eh е 为 无 穷 小 参数 ,c 和 Q, 是 一 些 常数 。 以 此 代入 式 (3 - 118) ,并 注意 到 X. =0, EnH 
Е C; = 0, 或 | SsudV = | (её — Жый) туда = 0 (3-120) 
式 (3- 120) 还 可 直接 由 g 取 散 度 等 于 零 得 到 , 即 


Og og og 
. = ——— ш —— ae 一 一 se , H i — aj asji = 0 
(Vg); Әт, ar, Əu, ыйан 或 £, > и 
再 利用 Euler 一 Lagrange 方程 或 运动 方程 ,可 得 (g6; — Хи.) = 0。 把 上 式 对 体积 积分 后 再 


利用 散 度 定理 , 便 可 得 式 (3 - 120) ,这 也 是 许多 作者 推 求 均匀 材料 中 J 积分 和 其 他 守恒 积分 的 


| 


Ше Ө 


方法 。 
2) 坐标 和 广义 位 移 均 作 无 穷 小 膨胀 
设 
Az; =ex;, Au, =- teu, (3-121) 


AF е 为 无 穷 小 参数 。 以 此 代入 式 (3 - 118) , 便 得 


є(— Fait + 5,2.) = 0, 或 | | бе, — Bola) Ti 一 2-и, аа = 0 
"j a 
(3 - 122) 


式 (3- 121) PAS Au, = eus/2, 则 式 (3 一 122) BHC, u,/2 + S;z,),, = 0, 在 二 维 无 体积 源 
的 问题 中 , 式 (3 -120) 和 (3 - 122) 表 示 沿 闭 围 线 的 积分 为 零 ,或 经 过 两 个 固定 点 1 和 2 的 任意 
两 条 路 线 Г, ЯП Г; 的 积分 值 都 相同 ,它们 分 别 是 二 维 断 裂 力 学 中 的 了 和 RM 积分 , 即 


J: = | (её — Suo,i) n; dl = | (еб; — Bajta Jn d: = 


2 z 
КЕ? — Z; u, Jn; dl = КС? — вун — Die. Dn; dI (3123) 


М = | [ (её, 一 二 WU)Ti — Х,а, 一 
2 
| Lgs, Go T Dye x: = L logu, + Die) Jn; dl 


上 述 性 质 对 裂纹 问题 特别 有 用 ,因为 裂 尖 是 奇 点 , 极 接近 有 裂 尖 的 区 域 ,应 力 非常 复杂 ,因而 
利用 上 述 性 质 , 便 可 用 远离 裂 尖 的 围 线 积 分 来 代替 极 接 近 裂 尖 的 区 域 的 围 线 积分 ,计算 裂 尖 能 
BRAS. Pak], Wang 和 Shen 等 用 不 同 的 方法 也 得 到 过 上 述 积 分 。 对 线 弹 性 问题 的 守 
恒 积 分 ,Fletcherts51 做 过 较 详 细 的 讨论 。 

如 果 围 线 内 部 包含 奇 点 ,那么 式 (3 - 120) RR(3- 123) BREASTS, 

AES Fl A Noether 理论 讨论 了 热 释 电 体 中 的 守恒 定律 ,他 们 得 到 二 维 的 J，M 积分 
分 别 为 


2 
Ji = Гә, Oi Ui,j D;e,, s9, )njdl 


2 
M = | [ees Oi Ui,j Dop,: 59,2: + чү + Dig + зу) yal 


式 中 5; KALERE, M Sj AAT» 5; = q /Т,, 9 一 了 一 了 To， q; 为 热流 矢量 ,本 和 工 。 分 别 为 
介质 和 环境 的 温度 ,详细 解释 见 第 10 章 。 


3.7.3 非 均匀 介质 中 作用 在 缺陷 上 的 力 


对 于 非 均 匀 材 料 , 由 于 材料 系数 和 坐标 相关 ,所 以 工 也 和 自 变 量 相 关 , 即 有 工 王 
Lia; Uaj) o 

1) 坐标 和 广义 位 移 均 作 无 穷 小 平移 

Axi, Ди, 仍 由 式 (3 -119) 表 示 , 无 穷 小 变换 的 不 变性 条 件 仍 为 5;,; = 0, 但 积分 项 不 同 


了 ,因为 此 时 有 
og og og 
Sy, = yo egg bai) 一 mji aitai = AL 一 
(gà; — Х,и,,;) Эт, Ta Хи. Эт, (3-124) 
所 以 式 (3- 120) 中 的 积分 项 改变 为 
as 
| Sy dV = | (28, — Bajtai) nida = | =— Чу (3 - 125) 
v a у Әх; 


虽然 对 于 非 均匀 材料 ,上 式 不 是 一 个 守重 积分 ,但 在 力学 上 同样 具有 重要 意义 。 首 先 由 
Eshelbyo"' J Ж ДЭН Н, — Әк/Әл, 是 热力 学 特性 函数 电 吉 布 斯 函数 对 =, 偏 导 数 的 负 值 ， 
代表 作用 在 缺陷 上 的 某 种 力 ,具有 力 的 量 纲 。 但 要 指出 ,作用 在 这 种 缺陷 上 的 “ 力 ”, 不 一 定 是 
牛顿 力 。 力 学 中 的 缺陷 可 以 是 介质 中 的 不 均匀 夹杂 裂纹 .空洞 .位 错 和 间 队 原子 等 。 

D 坐标 和 广义 位 移 均 作 无 穷 小 膨胀 

Аг, Au, 仍 由 式 (3 - 121) 表 示 ,无 穷 小 变换 的 不 变性 条 件 仍 为 (ч, + Suz) = 


0, 但 积分 项 不 同 了 ,因为 此 时 有 


1 > S £ — S S 1 5 т ë 
( 2 aj te ij ), = 01,32; Ж) 2 Јај i Ox; 
a a ; " ° 2 И , Әх; 


st x, Bg/ Әх; 代表 作用 在 缺陷 上 的 某 种 力矩 。 
3.7.4 非 均 匀 介 质 中 的 守恒 积分 


从 上 面 的 讨论 可 知 ,需要 假设 合适 的 Az; Au, ,才能 获得 实用 的 守恒 积分 。 
D 坐标 作 无 穷 小 平移 ,广义 位 移 和 一 未 知 部 数 相关 
设 
Ax; = єс, Au, = 0, (3- 127) 
th 为 无 穷 小 参数 ,c; 是 一 些 常数 ,0. 是 一 些 未 知 函 数 。 以 此 代入 式 (3 - 118) ,并 注意 到 
55 = 0M Syy = (абу — Xu. ),; = (Әв/ Әх), 便 可 推出 


d 
B20 + ci (gë; — Badoi),; = Dae: 十 Le = 0 (3-128) 


由 上 式 知 , 只 有 当 材 料 系数 服从 一 定 的 规律 和 合适 地 选取 c О, 时 , 才 有 可 能 化 为 守恒 积分 。 
2) 坐标 作 无 穷 小 膨胀 ,广义 位 移 作 无 穷 小 膨胀 和 平移 
设 


Ax = єт, Au, = (и, +a) (3-129) 


CESI EL EEE E EE —@ 


EITENS) 


AF е 为 无 穷 小 参数 ,2. 是 一 些 未 知 函 数 。 以 此 代 人 无 穷 小 不 变性 条 件 式 (3 - 118) , 便 得 
人 十 (Suz: 一 Х.и.) = 0 《3 — 130) 


由 上 式 知 ,只 有 当 材料 系数 服从 一 定 的 规律 和 合适 地 选取 07, 时 , 才 有 可 能 化 为 守恒 积分 。 下 
面 将 讨论 几 个 具体 的 例子 来 阐述 上 述 理论 。 


3.7.5 单方 向 梯度 材料 中 的 守恒 积分 


工程 中 为 了 更 好 地 利用 材料 的 性 质 , 往 往 采 用 组 合 材 料 。 如 高 温情 况 下 使 用 的 结构 ,常常 
把 强度 超度 好 的 材料 和 高 温 材 料 组 成 复合 材料 ;但 是 两 种 材料 的 界面 会 产生 极 高 的 奇异 应 力 
和 电场 等 。 此 时 使 两 种 材料 之 间 产 生 过 渡 层 ,使 材料 的 性 质 逐 渐 过 渡 ,将 显著 改善 工 况 ,这 便 
需要 使 用 梯度 材料 。 当 今 ,单方 向 梯度 材料 已 得 到 广泛 使 用 。 
D 材料 系数 沿 zi 方向 按 指数 变化 
设 材料 系数 为 Cie, e en, e; en, 并 设 无 穷 小 变换 为 式 (3 -127) 的 类 型 , 即 取 
Ал, = є, Ах; = Даз = 0, Au, = EQ, = sbu,, a = 1, 2,3,4 (3 - 131) 
代入 不 变性 条 件 式 (3 - 118) ,得 
(Subu, + 5), = bE + Su, = Би; + Əg/ Әх = 0 (3 –132) 
因为 3, jue; = 2g, 又 按 材料 系数 的 特点 有 Bg/ Әл, = Аш. 由 式 (3-132) 得 25 十 1 一 0 或 5 一 
—A/2, 以 此 代 人 式 (3 -131) ,再 代入 式 (3 - 132) , 便 得 
(АХ и, /2 + 5), = 0 (3 – 133) 
利用 
CSi —AXd,ju,/2),; = (её; — Zt, — АХ, ;и,/2),; = g, —Dajtaty ÀE gjuaj? 
立即 推出 


| (283 — Bajar — АХ и, /2)п; да = 0 (3 一 134) 


2) 材料 系数 沿 >, 方向 按 罕 指数 变化 
设 材 料 系数 为 Сы (1 + pz), ёы; (1 十 pr)! » Ei (1 + px)’, 再 设 无 穷 小 变换 为 式 (3 一 
129) 的 类 型 , 即 取 


Ax; =el + pz), Au, = el (1+ pa, + pu,/2] (3 - 135) 
代入 不 变性 条 件 式 (3 - 118) ,得 
(S EA + pa, + pu,/2] +8; I + pr}; = 0 (3 — 136) 
利用 材料 系数 的 特点 有 
cm _ рч С Ое; pq Oa; pg 
— = ijkl 9 eis ду Т тү е; 
Әл, 1 + pz, Әх, 1+ pz, Әх, 1+ рх, 


_ (3 - 137) 
Og _ 加 Og Әв _ 
Oz, l+pz,°’ Әл; Әх» 


以 此 代入 式 (3 -136) , 便 得 


(1 + р)5,,0,,; + yu, + (1 + рх) Ок 十 pS; 二 = (3 一 138) 
2 Әх, OT; 


利用 关系 р5„,Әл,/Әл,=— pg 和 式 (3-137), 则 不 变性 条 件 式 化 为 


(1+ р),,;0.,; t+ рде = 0 (3-139) 
其 解 为 
a 204p“ (3 一 140) 
最 终 得 出 守恒 律 
| 5, + bz, S; + Тра Фа, | = 0 
" (3-141) 


[Да F pz) S; + FPA Фи, руба =0 


3.7.6 横 观 各 向 同性 材料 
对 横 观 各 向 同性 材料 ,可 取 无 穷 小 变换 为 
Ах; 一 swi(z)， Ди, = eW, Cus) = e P ptp (3-142) 
式 中 Ps 是 待定 常数 。 把 上 式 代入 不 变性 条 件 式 (3 - 118) , 便 得 


Әв до, __ dw: __ 
о ge а 0 +, (Papugi 一 ws T )= o (3-143) 
由 上 式 推出 把 位 移 和 电势 明显 写 出 的 下 列 方程 
了 + Wij au; + si Pj 二 0 (3-144) 
式 中 
ӘЧ=„С ы) 
Шы = 1 —— + Р Сш = Wj mC imti + Prie jut 
2 OL, 
Owe aij ) 
Пы; = s 十 Ри ев; + Рё; C G@j,mËkim 一 Olenij T PraCmtiy ~ Puer (3-145) 
Ln 
Ә(аһєі; ) 
I; = > теу, _ Pueyt i,m Єт + Prins Eim; 
Әх, 


式 (3 一 144) 中 的 二 次 项 Uij Ман,» Pir Uijr 9,i:9,; 并 无 确定 的 关系 ,所 以 各 项 前 的 系数 应 为 零 ， 由 
此 推出 

Пы + П,:; =0, Пы; = 0, U; + H; 一 0 (3-146) 

对 压 电 陶 次 (如 PZT 等 ) 一 类 材料 , 设 其 极 化 方向 沿 zs Я, Д] ziza 为 各 向 同性 平面 ,属于 

横 观 各 向 同性 材料 。 为 确定 起 见 ,现在 讨论 ziz; 平面 ,本 构 方 程 采 用 Voigt 符号 。 本 构 方 


CEES ee aie a ноз —Ө 


程 为 
(а) = LC]}{e} — [eJ {E}, {D} = [e] E} +[e]te) (3 - 147) 
Cu Ce Сз 0 0 0 7 
С Ch Cis 0 0 0 
Ca Сз Css 0 0 0 
[C] = _ 
0 о 0 Cu 0 0 (3 - 148a) 
0 0 0 0 Ca 0 
0 0 0 0 0 (C. — С) /2Css J 
С = Cin , Сз 一 Сш 9 С, 一 С\зз И C; = C3333 ? Ca 一 Cais 
0 0 е; 0 en 0 0 
[e] = 0 0 0 E24 0 | [е | 一 [ Є 22 0 | (3 – 148b, c) 
ез ез езз 0 0 0 0 0 Є 33 


El5 一 Eis Ёз = E3119 €33 = €333 


虽然 假设 的 无 穷 小 变换 式 (3 - 142) 中 的 待定 系数 较 少 , 少 于 式 (3 - 145) 给 出 的 代数 方程 数 , 但 
由 于 式 (3 -142)? 选 择 得 合理 ,所 以 仍 能 确定 合适 的 待定 系数 。 根 据 横 观 各 向 同性 材料 系数 的 
特点 ,最 终 可 选 


an = (b— Piu)zi + Pura: БС, а =— Pi zi + (6 Pa): +С» 

оз 一 (Ф— Рәх +C, W, = Puu 十 Pius, W, =— Ри + Ри; 

W, = Pssus + Pugs W, = Pug 
式 中 C, 是 一 些 新 的 常数 。 当 式 (3 - 142) 的 系数 取 式 (3 -149) 时 ,由 无 穷 小 变换 不 变性 条 件 式 
(3 – 146) ,可 得 到 一 组 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 来 确定 其 中 的 待定 系数 。 这 组 一 阶 线性 偏 微分 
方程 组 为 


(3 – 149) 


л ӘС + (2Р\, — P, +6)Cy = 0, Wn Cas 十 (一 2Р\ + ЗР, +b) Cs =0 
Әх, Әх, 
Wn SC. 十 (2P — Ру ++Ь)С,; 一 0， Wn Слз + (Pa; 十 5) Cis =0 
On, Әх, 
Wn Wu + (py, +b)C.u=0, о, Gen | (2p,, Р, +b)en —2P+ es =0 
Әг, Ox, 
(3 – 150) 
On ESHOP 十 Pa 一 2P 十 bb)ea  —2Ps es =0 
eis | __ Oe 31 = 
Wn +O Puy tbe Р, Ca =0, wn + (Pa 十 2)eal + Pa Сз =0 
Әх, Әл, 
Wn Ses 十 (Ps 十 2Ps —2Р\ Fb) ess + Pa Cas =0 


当 材 料 系数 随 坐标 变化 的 关系 允许 上 式 解 出 待定 系数 时 , 便 可 以 得 到 一 组 实用 的 无 穷 小 
变换 , 式 (3 - 142) 中 的 系数 便 可 由 材料 的 性 质 表示 出 来 。 再 把 式 (3 - 142) КА (3 - 118), 便 可 


得 到 守恒 积分 : 
(Siw: +0; W, + р,№,),; = 0, | (Siw; +a; W, + D;W,)n;da = 0 (3-151) 


对 于 材料 系数 为 常数 的 均匀 材料 , 式 (3 - 150) 成 为 线性 代数 方程 ,其 解 为 
Pa =0, Py = Рз = Ра =—6 (3 – 152) 
AP b 和 其 他 的 C1， С, С. Pi 可 任意 选取 。 在 这 种 情况 下 , 式 (3 - 151) 4:28 
[cs 十 С, Sz; + Ca Saj + 2b| Suz: = Toyu; + Dip) |+ 
Py, (Siz: — S;;zi ози owen) | 一 0 
(3-153) 
| Ic, Sy 十 CSu + C: Sy 十 26| булу 一 + Gu, + Рур) |+ 


Рь (5,25 一 5,521 Foju oil ) | n;da= 0 


由 于 常数 的 任意 性 ,上 式 可 以 分 解 为 5 个 独立 的 守恒 积分 。 


Cee ис 


[第 女 章 
广义 二 维 线性 电 弹性 问题 


4.1 广义 二 维 线性 电 弹 性 问题 


广义 二 维 线性 电 弹 性 问题 是 指 位 移 .电势 ,应 力 、 应 变 和 电位 移 ,电场 强度 等 只 依赖 于 (x ， 
zz，Zi) 中 的 2 个 ,而 不 依赖 于 第 三 个 ,但 位 移 可 以 有 3 个 分 量 ,应 力 和 应 变 可 以 有 6 个 分 量 ， 
电位 移 和 电场 强度 可 以 有 3 个 分 量 。 求 解 广 义 二 维 线性 电 弹 性 问题 的 方法 是 广义 二 维 线性 弹 
性 问题 的 直接 推广 ,不 存在 理论 上 的 困难 ,不 过 问题 变 得 更 为 复杂 。 

目前 工程 上 使 用 较 多 的 是 以 应 变 和 电场 强度 为 自 变量 的 线性 压 电 本 构 方 程 , 即 式 (3 — 29) 


б 一 Сыын 一 e E, 一 aiD， Р, =e; E; + Ein Er + ri9 


s = ayey Ет.Е;-+СӨ/Т,, 9= T—T, 4-10 
热传导 定律 为 式 (3 - 21), Bl 
q =— A Tj, Т, = А qi (4-2) 
力学 动量 方程 (不 计 体 积 力 ) 和 电学 高 斯 方程 分 别 为 
oja HFHS) = рӣ,, Dii = pe (4-3) 
热流 方程 为 式 (3 - 16) ,结合 式 (4 -1), 便 得 
— qui =Т#—# = May èy +E: + C8/T.) — (4-4) 
几何 方程 和 电学 有 势 方程 为 
ey = (ij Tu, )/2, E; =— p. (4-5) 
力学 .电学 和 热学 边界 条 件 为 
an; = Ea, E), uur а, 上) 
Din;=—0" (Ean E), ф=ф' а, E) (4-6) 


qn:= q Æa, E), T=T* (Е ат Б? 
式 中 t* 是 边界 上 的 面 力 ,o* 是 单位 边界 面 上 的 电荷 ,ge 是 单位 边界 面 上 的 法 向 热流 。 
在 两 种 介质 的 界面 上 的 连接 条 件 为 
n = от, ub =u, D =D, =g, Т= Т, q'= q Œa" F) 
(4-7) 


由 上 列 诸 式 可 以 推出 用 位 移 .电势 和 温度 表示 的 基本 方程 和 热传导 能 量 方程 


(Citti F erp), a — ayd + CFP + f) == ой, 
$ 一 Qij&ij 十 aE; + С9/Т, 
(erp + ери; ) ,it bal = pe (4-8) 


(му Т) 一 Таз Єў 十 Tr; E, + TCS/T, 一 了 
Җир 户 为 机 械 体积 力 , 太 为 静电 体积 力 。 对 多 连 域 ,位 移 . 电 势 和 温度 还 应 满足 单 值 性 条 件 
ф du =0, фар=0, ф ат =0 (4-9) 


式 中 工 是 包围 多 连 域 中 任 一 单 连 域 的 围 线 。 


4.2 等 温 齐 次 方程 的 广义 位 移 解法 


4.2.1 等 温 齐 次 方程 的 位 移 解法 f 7 8 2 01 


等 温 齐 次 方程 的 解 是 其 他 问题 求解 的 基础 ,因此 在 此 较 详 细 地 讨论 它 的 解 , 此 时 本 构 方程 
式 (4 -1) 化 为 


о = Сы м 一 enjExr, D; = ejyE; F eimen (4— 10a) 
或 把 本 构 方 程 和 平衡 方程 写成 更 简洁 的 形式 
сз» Ј = 1, 2, 3, Eki ° К=1, 2, 3， 
Жи = Ейк к; By = 2кы = 
1 JKIL KI 1 D., J = 4; кы —E,K=4 
Ciji > J; К = 1, 2, 3, (4-10b) 
и, K = 1, 2, 3, ёш, J = 1, 2, 3, K = 4, 
Ик = йк = gi = 0 
gp, K = 4; ём» J = 4, K =l, 2, 3; 


—e,;,J=K=4, 


上 式 中 小 写字 母 下 标 取 值 1, 2,，3; 大 写字 母 下 标 取 值 1， 2, 3, 4A Ок, 5, Ze MEK at 
列 为 广义 位 移 广义 应 力 . 广 文 应 变 和 广义 弹性 系数 。 由 于 电 弹 性 理论 中 使 用 的 记号 过 于 复 
杂 ,因而 每 种 记 法 不 是 绝对 的 。 本 书 中 许多 情况 下 ,下 标 全 部 采用 小 写字 母 ,读者 要 根据 物理 
量 本 身 是 几 维 的 去 理解 下 标的 取 值 范围 ,但 大 写字 母 下 标的 取 值 范围 一 般 均 是 1~4。 不 计 体 
积 力 和 自由 电 蓓 时 , 式 (4 -3), 用 位 移 和 电势 表示 的 平衡 方程 为 齐 次 方程 
(Citti F erip) sik =0, ( Erp F eurui) ig = 0 (4-11) 
由 于 讨论 的 是 广义 平面 问题 ,所 以 设 其 解 为 (Stroh ,斯 特 劳 ) 

U=aflz), яш safle), @= a,f(z) 

U=[u, gp], а=[а,, а], ==2 tyt: zal, жәр 
上 式 中 的 了 = Га, ol! 也 写成 U0 = [u], и, = р, 此 时 读者 要 根据 ww 有 3 个 分 量 ,而 U 有 4 
个 分 量 去 判断 下 标的 到 值 范围 。 把 式 (4 - 12) 代 人 (4 -11), 便 得 


(4-12) 


кшк 287—0 


кее ө 


CC jg + epjaQ4 )Z,,Z „в 一 0， 《一 EeepQ4 十 ева)... = 0 (4-13) 
式 中 希腊 字母 取 值 1 和 2, 英 文字 母 取 值 1, 2 和 3。 上 式 详细 写 出 为 
[Сда + (Cas + Са) + Cir Јав + Геза + Cera Ferg) + esa Ja, = 0 
Lern + ulem + ец) + и? езе Ja, 7 Lent pleiten) + ex Ja, = 0 


AP i, k=1, 2, 3, i 代表 行 数 ,所 以 第 一 式 代表 三 个 方程 。 要 a a, 有 非 零 解 , 其 前 的 系数 
的 行列 式 必须 为 零 , 即 得 下 列 求 本 征 值 y 的 方程 


(4 – 14а) 


| ро | = Can + (Cap + Con) + Ë Cae ёа F pleza + ern) + ° epi _ 
“ ёл + ule Few) + pen Ten yleten) — pen 
(4-15a) 
式 中 i=1, 2, 3 组 成 三 行 ,一 1,2, 3 组 成 三 列 ， 所 以 上 式 是 4X4 阶 的 行列 式 , 组 成 ww 的 8 阶 
те. p A 8 个 根 。 


如 果 引 入 4X4 МЮУ О, R, T 


С; i C; { C; Р 
o=] з ёа |. к= | 2 ёа | r=| 242 ° ] (4-16) 


б\»\ Ell Elk —€12 €2k2 E22 
Qix = Екі ° Rix = Ек» Тук 一 E, xz 
则 式 (4-14) 和 (4-15) 还 可 分 别 写 成 
Dea = [0 + RAR) +p T]a = 0 
(Q+ „К)а =— uR + „Т)а, (Е? 十 pa =— (Q+ Ra 
| DG») |=| @+y(R+R™) + Т | = 0 (4 - 15b) 
设 六 能 取 实 根 , 则 由 式 (4 - 14) 知 ,at，a 可 取 实 值 ,由 于 系数 Сы, ess 各 自 组 成 正定 矩阵 , 故 式 
(4 -13) 的 左 端 大 于 零 ,不 能 等 于 零 , 从 而 产生 邓 盾 ,所 以 и RH BIR tsa RR. ЖА — ВЕ, 
pe =ar Hibs ñ 220; ра = fav k=l, 2, 3, 4 (4-17) 


(4 - 14b) 


4.2.2 本 征 值 无 重 根 情形 


当 式 (4- 15) 不 存在 重 根 时 , 称 该 矩阵 为 简单 的 ,对 应 每 个 m 值 ,由 式 (4 - 14) 可 求 得 一 组 
а, 一 [ea » аы» быз ay | 和 相应 的 £ Ca) ;其 中 Zk = Ly 十 Au X20 ALA WET Ramee. 引入 


А = at = [а,, Az» Gs + а, |, fe.) 一 [fi Cz), Р (22), Fs (zs), А) 17 


(4-18) 
式 中 A 为 4X4 A.A А, =а,. Ж), Р U 是 实数 , 解 可 写成 
U = [wu, Ф] = 2Re у> )а,/,(е,) = 2Ке[А/(«,)] = 2Ке[А‹ /,(е,))] 

= (4-19a) 


U, = 2Re Уа, 0) 一 2Re DAsfilz), (fiz) = ав, (z;)] 
j=l j=l 


ERP a,f (zj) 是 一 种 矢量 表示 方式 ,表示 и = u; 时 的 解 ,和 4f (z. ) BEM AS) AG 


将 同时 采用 ,这 是 一 种 矩阵 表示 方式 . 当 同 一 英文 或 希腊 字母 下 标的 个 数 大 于 2 时 , 求 和 时 将 不 
用 重复 指标 求 和 规则 ,而 用 符号 了 醒目 地 写 出 ;但 当 字母 下 标的 个 数 等 于 2 时 , 仍 将 使 用 重复 指 
标 求 和 规则 。 对 于 大 多 数 工程 问题 , 式 (4 - 19) 中 的 f; (zj) 可 采用 相同 的 形式 , 取 成 f(z) = 


fq) 其 中 gq 为 常数 矢量 (不 要 和 热流 矢量 混淆 )。 因 而 式 (4 - 19a) 又 可 写成 
U = 2Re lA f(z. 229], (fle.)) = (f(z)) = diag[L AC], q = [g; > qj 


(4 一 19b) 


AK f(z. )) 和 《f(z;)) 表 示 同 一 个 意思 。 把 式 (4 -19a) 代 入 (4 -10a), 可 得 
4 
бу 一 2Ке У) СС, зар Аһ + ёр A ap) Е, (ж) 2.2 = 
р=1 


4 
2Ке [СС Arp 十 e Aap) + pp С»; Arp + er; Arp) JF, С) 
=1 


Г (4 – 20а) 
4 
D; = 2Re > (eA, —epAw Е. (zp) 2р = 
p=1 
4 
2Re > [Ce Arp >en Aa) + ps Cein Arp —ez A) ЈЕ, (=) J 
p=1 
如 采用 式 (4- 19b), 上 式 则 改变 为 
4 
оу = 2Re У) (СА, + ep Ais) zo (z,)q, 
И (4 — 20) 
D; = 2Re > CeinpArs —e pAs) Zapf (z, )q, 
p=l 
Җир Fpl) = 7,0), fo (zp) Mz, 的 导数 。 令 
by: = Bip = CCirrpA tp + енг Aap) жь =— up (Сар 和 T ер Ах), (4-21) 
Б 一 Bas = (—є»а + ерга, ) Zp,p 一 一 ну, (—є182 ps + epgriQ pr ) р.з 
推 求 上 式 时 已 利用 了 式 (4- 13) 或 (4 — 14) , Д] 
Ь, = RT + Ta, =— и! CQ + р. К)а,, = (RTF (и. Da (4-22) 


В 一 bT = ГЬ, Й b2, Ь;, bal, B = (ВТ 十 (px IDA = (g. QOH бих УК)А 
ЖФ (и. у= (ру) =diagl ， Heo рз? jj; 为 一 对 角 阵 , 则 应 力 和 电位 移 又 可 表示 为 


4 4 
Zn 一 一 2Re X) ppb oi F (zp) 一 一 2Re >) By F p(%p) 
p=1 p=1 


і “ (4-23) 
Zn = 2Re > убыЁ„(„) = 2Re >) By F pz) 
p=1 p=1 
ба = Ха, Ge = Bn, i= l, 2, 3; Di = л, D, = 5, 
引入 广义 应 力 函 数 四 ,使 
Bn =— Bz, Ee = Фаз 2 =-Ф„, X =D, (4 -24a) 


则 力学 平衡 方程 和 电学 Gauss 方程 自动 满足 。 由 式 (4 – 22) 一 (4 一 24) 可 推出 


人 


EFTE tte = 


4 
Ф = [Ф,, Фф, P, ó, J! = 2Re >) bf; Ce) = 2Re[Bf (z. )] 
А М (4-25а) 
Ф = 2Re > )бд/;(®р) 一 2Re X) ВЈ, (2;), I=1,2, 3, 4 
j=l 


j=l 


或 写 得 更 详细 些 


Ф, (C, C, A; i jC 2; Ag fi (zj) 
© = | 上 2Re|[ 2k1 +u; 22) kj (еш F pez) 4j | 了 (4—25Ь) 
$, (еза 十 pjezkz dA, — leat Li є2)А,; falza) 


ЖЩ {УЖЕ HO 后 ,cs 也 容易 求 出 ,特别 是 在 平面 应 力 问题 中 , озз 二 0, 根据 o = 021 ,可 推出 
Di НФ, = 0。 结 合式 (4- 24a) 和 (4 - 25a) ,应 力 可 以 表 成 


>, =—Ф„ =—2Re[B(a. 2F(z,)]), X; = Ф. = 2Re[BF(z. )] (4 - 24b) 
如 采用 式 (4- 19b), 则 式 (4- 25a) 可 改写 成 


4 
Ф = 2Ве[В‹ f(z.))q], Ф = 2Re >) By, f (z; )q; (4 - 25c) 
j=1 


现在 来 讨论 Ф 的 物理 意义 。 设 工 为 二 维 平面 上 物体 的 边界 曲线 , 沿 工 的 切线 方向 s 运行 时 ， 
使 所 讨论 的 物体 保持 在 左边 ,法 线 方 向 n 指向 物体 边界 的 外 部 ,如 图 1 -9 所 示 的 第 一 种 运行 
方式 或 选用 的 第 一 种 边界 自然 坐标 系 。 此 时 按 式 (1 - 7) 或 (1 一 54a) 有 


dzz —— dx: — dx, dx; 


m d 2 C ds 3р ` ds s2 ds 
所 以 在 边界 上 有 
= -dz x gp, dz pp du Ф; 
ti = ony = Gà ds Giz ds Ф, 2 ds Ф; ds ds 
_— ——ф,, ww dz _ dh (4 - 26a) 
a= Рт: =~ Da. ds Bu ds ds 
t =— d®/ds, t= [tis tos tss — с], ts 一 一 G 
由 此 推出 


Ф 


-一 | tds, a| -一 | ads， Ф, 
0 0 0 


j = fods (4-27a) 
上 式 表 示 ( 一 更 ) 代 表 边 界面 上 的 合力 。 

有 些 作者 采用 沿 工 的 切线 方向 s 运行 时 ,使 所 讨论 的 物体 保持 在 右边 ,法 线 方向 仍 指向 
物体 边界 的 外 部 ,如 图 1-10 所 示 的 第 二 种 运行 方式 或 第 二 种 边界 自然 坐标 系 。 此 时 有 


m =— dzxz/ds, п = dz /ds, sı = dzı/ds, s, = ах /45 
所 以 在 边界 上 有 
ti = 4ф/4з, — a= dð,/ds, t= d@/ds (4 – 26b) 
由 此 推出 


өф = 4, о = ads (4- 27b) 
此 时 田代 表 边界 面 上 的 合力 ,特别 是 有 A |” 一 一 | ods。 多 数 情况 下 ,本 书 主要 采用 第 一 种 运 
行路 线 ,但 由 于 采用 材料 的 来 源 不 同 ,有 时 也 采用 第 二 种 运行 路 线 。 
4.2.3 A 和 B 的 正 交 关系 3 
式 (4 -22) 的 第 一 行 可 以 写成 下 列 形式 


Се 160 ЫЈ «-® 


两 边 同 时 右 乘 
|а kr] 
І ЕТ! 
则 式 (4 -28) 可 以 写成 标准 的 8X8 右 本 征 方程 
-nl А-0 
№ = p, N = N, Nt "$5 b (4-29) 


N,=—T'R’, N,=T', N;=RT'R™—Q 
有 时 称 N 为 标准 压 电 矩阵。 如 求 出 本 征 值 内, 则 可 解 出 相应 的 本 征 矢 量 w， b,, MAG - 
22) 一 致 。 利 用 式 (4-19a) 和 (4- 25a), 由 式 (4 -29) 还 可 推出 


U. U. 
| = N | (4—30) 
Ф, Ф. 


0 I 
2= б], Ј = Ј =J>, JN = JN)' = МЈ (4—31) 


引入 矩阵 


把 标准 的 右 本 征 方程 式 (4- 29) ARE J , 1845 


JNE = NT(E) = (J€), R Ма = un, n = JE = [b, al’ (4 - 32) 
上 式 是 标准 的 左 本 征 方 程 。 按 1. 2. 2 节 的 讨论 ,本 征 矢量 正则 化 后 有 
m6; = Ó; > 或 bia; +aib; = Ó; * pi ZŠ ш) (4 - 33a) 


利用 式 (4- 18). (4-22) 和 (4- 29) ,详细 写 出 上 式 便 有 
ВТА АТВ = ВТА АТВ = І, B'A+A™ B+ ВТА -АТВ 一 0 (4 – 33b) 
由 上 式 又 可 推出 


T т yi РЕ ВІ АТ 
BT AT B B 0 I B B ВТ AT 0 I 


写 出 上 式 的 第 二 个 详细 式 便 是 


和 


ma: 
弹 
:性 
理 
论 ; 


4BT 十 4 有 BT 一 B4T 二 BA4T 一 TI，A447 十 A4T = ВВТ + ВВ? 一 0 (4-34b) 
由 上 式 知 ,A4T，BBT7 是 纯 虚数 。 令 
M = 21ААТ, L =—2iBB', 5 = i(2AB™—]) (4 – 35) 
则 М, 工 是 实 对 称 阵 ,如 设 能 量 正定 , 则 可 证 M, 工 是 实 正定 的 ,S 也 是 实 阵 。 直 接 代入 可 证 


LS+S™L=0, MS'*+SM=0, ML—SS =1 
SL +L 'ST=0, STM-I 十 Mr-1S=0 


由 上 式 知 SL, M 'S 是 反对 称 阵 。 利 用 4B :一 4BT (BB), ВА! = (АВТ) (ААТ) 
及 上 面 诸 式 , 可 得 


了 一 i4B- =—i(S+iDL? = 1171057 — 10), ҮТ =1(517)7-Е1Л1 =—iSL 1 十 =Y 
Үз =—1ВА! =— 1087 十 iDN = iM 1(S—i =M + M `S 
(4 - 36) 


ПЖ, БЕЛЕМНЕ = iAB = ҮТ, Y =Y" E: Hermite GM. 
4.2.4 WEE u 有 重 根 情形 


当 式 (4 -15) 存 在 重 根 时 ,对 于 半 简 单 算 阵 , 因 其 具有 和 根 的 重 数 相同 的 独立 的 本 征 矢量 ， 
因而 此 时 U 的 通 解 仍 由 式 (4 19) 表示。 如 对 应 p BR, 的 独立 的 本 征 矢 量 的 个 数 少 于 р, 
则 须 增 加 广义 本 征 矢 量 , 使 本 征 矢量 之 总 和 等 于 p, 如 1.4.3 ТВ, JEBE D EEE nS 
4 阶 的 ,只 可 能 存在 二 或 三 重 根 的 情形 ,因为 如 存在 四 重 根 , 便 是 各 向 同性 体 ,而 不 是 压 电 体 
了 。 对 于 有 重 根 的 情形 ,在 增加 了 新 的 本 征 矢量 后 ,独立 的 本 征 矢量 的 个 数 便 是 4, 解 U 的 形 
式 仍 为 式 (4 -19), 但 式 (4 -18) 要 改变 ,其 中 的 A, a 将 由 本 征 矢 量 和 新 本 征 矢量 组 成 ;如 ju 
是 二 重 根 , 则 f(x.) 一 [ЛА С), Ха?» fs Сиз), Аш T 组 成 ; Ф (BH =K(4 -25) 表 示 , 但 
要 注意 此 时 yi = ys。 三 重 根 的 情形 类 似 。 

为 处 理 问 题 方便 ,我 们 希望 所 有 的 本 征 矢量 和 广义 本 征 矢 量 都 正 交 和 正则 化 。 由 1.4.3 
节 知 ,不 同 本 征 值 的 本 征 矢量 相互 正 交 ,因此 ,只 需 讨 论 退 化 矩阵 中 对 应 同一 个 本 征 值 ( 重 根 的 
情形 ) 的 几 个 本 征 矢量 正 交 的 构造 方法 。 为 了 较为 方便 地 讨论 正 交 关系 ,从 式 (4 -29) 出 发 。 
Boy 是 二 重 根 , 按 1. 4.3 THR ТАЕКЕ EA 


Në = mëi NE, = mgt ёл (4-37) 
式 中 & 是 新 构造 的 (广义 ) 本 征 矢 量 。 把 式 (4 - 37) 的 第 一 式 乘 以 式 (4 -31) 定 义 的 了 ,并 注意 
到 JN=NTJ , 便 得 
МЇ: = аар, Мар = ait t: 
1; = JEL. i= ЈЕ, 
Aha. PB 是 左 本 征 矢量 。 上 述 本 征 矢量 的 线性 组 合 仍然 是 本 征 矢量 ,引入 新 的 右 、 左 本 征 矢 


BEE. Th. m EMERG - 37) 和 (4-38)。 按 1.4 节 所 述 , 左 \ 右 本 征 矢 量 应 当 存在 
正 交 关系 式 (1 - 39), Вр п: ё; 一 д; 。 用 & ’ &: 代 换 Th» 1}; 后 ,正则 化 的 正 交 条 件 要 求 


(IDE = 0, EIDE = 0, (EDE = 1, CIDE = 1 (4-39) 


(4—38) 


上 式 中 第 三 式 和 第 四 式 显 然 是 相同 的 ,而 第 一 式 是 自动 满足 的 。 事 实 上 ,把 式 (4- 37) 的 第 一 
式 乘 以 110818 m №, 一 мтр ё. > BR CNT TE; = pam ё ， 再 把 式 (4 - 38) 的 第 二 式 代入 便 得 
弛 6 一 0, 这 正 是 式 (4-39) 的 第 一 式 。 所 以 只 需 令 

= а, 8, = agat Bë (4—40) 
引 人 和 人 两 个 常数 已 足够 。 把 式 (4-40) 代 人 (4-39), 解 出 


а = (гт ол. 8 一 一 sa ИД) (4-41) 


这 样 求 得 的 éo 6, 是 相互 正 交 和 正则 化 的 。 其 他 的 本 征 值 矢量 正则 化 正 交 的 方法 ,在 其 他 许 
多 文献 中 多 有 和 叙述 ,不 再 累 袭 。 三 个 重 根 的 情形 较 少 过 到 。 在 实际 计算 中 , 遇 到 重 根 时 ,往往 
给 它们 以 极其 微小 的 差别 ,然后 加 以 数值 计算 。 


42.5 (广义 ) 本 征 矢 量 的 统一 讨论 c 


用 下 述 方 法 可 以 统一 讨论 简单 、 半 简单 和 退化 矩阵 问题 。 
ER yAn 阶 方 阵 ( 压 电 材 料 n 一 4)D 的 一 个 本 征 值 ,a 为 与 之 对 应 的 本 征 矢量 ,如 果 
т = п-т < лп, 其 中 +r 为 对 应 于 同一 个 本 征 值 的 本 征 矢量 的 个 数 。 当 jy = jy。 时 有 


Da=0 (4 — 42а) 
d(Da)/du = (dD/dy)a + D(da/du) = 0 (4 一 42b) 
d (Da)/dp? = (dD/dy a + 2(dD/da) (da/dy) + D(d’a/dy?) = 0 (4 - 42c) 
那么 方程 (4-42a) 有 非 零 解 a 的 充 要 条 件 是 
|D|=0 (4 - 43а) 
方程 (4 -42b) 有 非 零 解 a 和 da/du 的 充 要 条 件 是 
|D |= а" | D | /dy™ = (4 - 43b) 
方程 (4 ~ 42c) MAES а. da/du 和 d'a/d,2 的 充 要 条 件 是 
[р |= а" | D | /du™™ = a” | p | /dp = 0 (4 - 43c) 


(1) л, pos уз, ра NAHE ARH и, 的 一 次 多 项 式 , d| D | /dp Z 0, ЮЕ m = n—1 = 
3, 式 (4-43b) 不 满足 ,只 有 式 (4-42a) 有 非 零 解 ,存在 4 个 独立 的 本 征 矢量 w ,问题 的 通 解 由 
式 (4 -19 表示。 

(2) л 为 二 重 根 ,ps， ш 为 单 根 : 行 列 式 为 py 的 二 次 多 项 式 , 下 [1D17dni Z 0, 

D 对 应 u 有 两 个 独立 的 本 征 矢 量 , т = п—2 = 2, 此 时 式 (4- 43b) 不 满足 , 仍 只 有 式 (4- 
42a) 有 非 零 解 ,U 的 通 解 的 形式 仍 为 式 (4- 19)。 

@ 对 应 ui 只 有 一 个 独立 的 本 征 矢 量 , m 一 ”一 1 一 3。 此 时 式 (4- 43b) 能 满足 , 式 (4 - 
42b) 中 的 а, 和 da, / dz, 都 有 非 零 解 , 此 时 通 解 的 形式 可 以 写成 


U = 2Re[A f(x, ) + za, (zi)]， А' 一 Га,, да, /dm » аз, а, | 
fz.) = Гу, (1), filer), Р Саз)» Рб) 1 


(3) ju 为 三 重 根 ,pzs 为 单 根 : 行 列 式 为 a 的 三 次 多 项 式 , б|р | /dpi #0. 


(4-44) 


званае #8 —Ө 


звяза Ө 


OD 对 应 yu 有 三 个 独立 的 本 征 矢量 , т = nl = 3, KD RAR - 42a) 有 非 零 解 ,U 
的 通 解 的 形式 仍 为 式 (4 - 19). 

@ 对 应 yi 有 两 个 独立 的 本 征 矢量 , m = n—2 二 2。 此 时 式 (4 - 43b) 能 满足 , 式 (4 - 42b) 
中 的 а, 和 da, /du 都 有 非 零 解 ,U 的 通 解 的 形式 和 式 (4 - 44) 相 同 

© 对 应 yi 只 有 一 个 独立 的 本 征 矢 量 , m 一 n 一 1 二 3。 此 时 式 (4 -43c) 能 满足 , 式 (4 -42c) 
中 的 al、dai/dy 和 d’a,/dui 都 有 非 零 解 ,U 的 通 解 的 形式 为 

U = 2Ке[А”/ (z, ) + х,а f1 (а) + 22, da/ dur) fi (z) + ха, f”, (21) ] 

А" = [а,, да\/дш› аз, Фа,/ан |], f(z,)=[fíG20, filers fale) filed]? 

(4-45) 


4.2.6 电位 移 张 量 法 


采用 由 内 能 导出 的 本 构 关 系 , 即 以 应 变 和 电位 移 为 自 变量 ,本 构 关 系 取 为 
ai = Ciméma һы D, , E, =— Rin mn + BaD, (4 - 46) 
式 中 c, ji 有 为 材料 系数 。 按 电学 Gauss ELV • D=0, Shen 和 Kuang 引 人 二 阶 反对 称 电 位 
移 张 量 已 和 电位 移 张 量 的 矢量 势 (函数 ) 于 ,使 
D, = Рә, Ру = (фу—ф,0/2, Py =—Р,„ (4-47) 
式 中 全 ,是 三 指标 置换 张 量 ,其 中 任 两 个 下 标 相 同时 为 零 ,在 直角 坐标 系 中 ,下 标 按 1, 2, 3 顺 
序 轮换 时 为 1, 反 序 轮换 时 为 一 1; 显 然 上 述 定义 自 动 满足 Y. D 一 0。 事 实 上 有 


Бы = ХР => Dakine Pn — Gumi) = DUE nn nn — bani? = 0 
RA - 47) 不 能 唯一 确定 更 ,可 以 人 为 地 引 人 一 个 规范 条 件 
фы 一 0 (4-48) 
引信 二 阶 电场 张 量 V ,使 
Е, = 2. Van + Ую = Ginn Es =— Vim (4-49) 


У,;,; 一 Emij Ет = Є E mj = Eimj P mj = 0 (4—50) 
利用 式 (4 -47) 和 (4- 49) ,本 构 方 程 又 可 写成 
j Ci п = А,;,„„Р 一 CijmnE mn — h, P mn 
б; Cijmn€ т € C E€ E _ (4-51) 
Vij = € E, 一 єн; (一 RimnE mn + Bin€ npa P pq? =~ Assn mn + Bima P mn 


式 中 


A 
һем) = hi — А; 一 Emnah rij 


Вт = рьш; =— Bjimn =— „ёр 


(4-52) 


利用 上 述 关 系 可 得 到 


himen = hiynters huPy = hyugiss ВәшРы = Bougas (4-53) 
利用 这 些 关系 ,可 得 到 用 位 移 和 电位 移 张 量 势 表示 的 平衡 方程 和 电场 有 势 方程 
(сушы — hua); = 0, (шив 一 Bo = 0 
或 对 常 系数 有 _ Шш =0 Vis =0, Шш = Couta — һы, Уш = huus — Bud 
(4-54) 
上 述 方程 非常 优美 ,是 求解 电 弹 性 问题 的 又 一 基本 方程 ,但 它 在 工程 中 的 应 用 还 有 待 开发 。 


4.3 等 温 齐 次 方程 的 应 力 函 数 解法 [名 


4.3.1 一 般 压 电 体 问 题 的 解 
本 处 采用 Voigt 符号 的 下 述 本 构 方 程 形式 

g; = 550; + gaD,, E, =— gsj0; + У.а (4—55) 

Hi, j=l, 27, 65а, B= 1, 2, 3, 对 广义 平面 应 变 问题 ,有 Bui/ Әх; = 0 和 
єз = иза = 530; + BaD, = 0, Е, =— фз =— £30; + y=D, = 0 (4-56) 

从 式 (4-56) 解 出 os 和 Оз, 

оз = Fy,;+G,D,, D, = Не, + J.D, 

F; =— (gagy F sasya)M, G, = (Ea Ys — Ra yaa) M 


H, = (533 Ёз; — siga) M, J. = C533 Уза + gaga) M 
M= 1/C дз + 533733) Ја 5 3 


把 式 (4-57)? 代 人 (4-55) 便 得 
илл = Во; + MDa ; Wz, = Ва; + NaDa » Us,2 = Вус; + m D, 
43,1 一 уо; 十 mD, ， Ui 十 uin 一 Вес; + m D, (4—58) 
E, 一 一 Ао) +ё.р,, Е, =— hajoy + ё), » j: a É 3 
式 中 Bi 2 Nia? haj , $s 是 折算 弹性 系数 ,分 别 为 
B; = Sy + sa F; + gaH; = Bie Yia T Baj + sa G, + gyja 


(4—57) 


(4—59) 

haj = Бај + ga Fi — Ya Hj s б == Ypa — gp G, + Yge 

引 人 和 人 应 力 函 数 人 ,下 和 电位 移 势 VC(AexarkHiro , Huang and Kuang‘) 
oa = А2. o An, os =— An (4—60) 


с, =— Ул, o = Ya, DSV, D: =—V,. 


则 无 体积 力 的 力学 平衡 方程 和 无 自由 电荷 的 电学 Gauss 方程 自动 满足 。 把 式 (4- 60) 代 人 
(4 -58) ,最 终 可 以 化 成 用 A, VAV 表示 的 广义 协调 方程 


L,A+ L, + L,V = 0, L,A + L. + L,V = 0, L, A + Lf + LsV = 0 (4—61) 


азана weg 


式 中 
& № 人 
1, = 一 一 一 一 一 — O O -p7o ]səaƏ  ya,Ə--_ — 
2 Bss Әл? z 285 ax, Әх; + ña axe 
L, = ps 2z — (В. + 8) хәр 1 (Bss + Pas) -9 — Bra 3 
Әх, ar? e= 
Li = В. а g, 8 + (29, в) 28 + pa, Z 
ax} ƏxšƏx, s6 3 5% ат, ° 2 ari 
2° 3 
L; = 704573 гї = (+ 70) saa а (т + 1762) Әл, Әх? — Yang 
2 ә 2 
L, = 79 2 2 — (+ ga) —— ax En pnd 
3 3 3 
L; =— An + Chis + ha) swan Chiz + hag) а, °= л у +h Өт 
=h. 8 9 y, 8. 
L, =— his k + Chu + Аг) az, Ox; hz Әх? 
2 2 
Ls = bi 5 — (ë + ё.) san + ë 2z 
从 上 式 中 消去 VMV, 448 A 的 8 阶 微分 方程 
(L, L, L, — L L, L; + L, Lš: — L; L; Ls + LL; L; — L; L, L; JA = 0 (4 一 63) 
其 解 为 
4 ~ 
A = 2Re >) ў, (z;), ©; DL 十 /As (4 - 64) 


i=l 


RPF GDE z, 的 解析 函数 ,wm 是 下 列 方程 的 根 
Lelala — ls lala + ly = lslals + lzlslr — ll = 0 (4—65) 
Ж LOA é 代替 式 (4-62) 中 算 子 工 ;中 的 3*7az* 得 到 的 ,如 
l (2) = Bisp? — (Ва + Ва) + (Bos + Bas) Ва 
At u; 是 复数 ,可 取 其 实 部 大 于 零 , 和 Stroh 公式 所 得 相同 。 由 式 (4- 61) 可 推出 


4 4 
P = 2Re Safi (z), V = 2Re 515 f (2), fiz) = fi) (4 -= 66) 
j=l j=1 


式 中 
__ьё+%__Ььа+Ь__ЬҺЬай+Ь ,Buh _ hl = 
2 = 1, L L ? OLL Lk ll lel, (4-67) 
把 A, 更 ,V 代 人 式 (4-60) , 便 可 求 出 广义 应 力 , 代 入 式 (4-58) 并 积分 之 , 便 得 广义 位 移 , 它 们 
具有 和 Stroh 公式 相同 的 形式 ,但 A, B 已 用 材料 系数 明显 地 表 出 


式 中 
Ay = Bi; + бш — бзш; + a; (ьш — B.) + Си; — 1912.08; 
А» 一 [Bor uj + bz — Pos u; +a; (ви; — Ва) + (рм; С 2b; ]/ и; 
Аз = [Bays + Bar — Вв Ta; (Bisu; ~ Ва) + (ag; — 9028; ]/u; 
Ag; = һун; + А: 一 hun; + a; Chis pi; —hy) + Cng T 126; 
显然 ,两 组 公式 是 一 致 的 。 虽 然 推 导 过 程 中 ,Stroh 并 未 预先 假设 平面 应 变 或 应 力 , 但 要 解 不 
依赖 zs ,大概 只 有 平面 应 变 或 应 力 了 。 上 面 的 结果 适用 于 平面 应 变 , 对 于 平面 应 力 只 需 令 
B; = s; = биз We = Eao haj = Bar ba = Yes Joa BA3 (4-70) 
根据 应 力 函 数 的 性 质 式 (4 - 60) 推 知 


(4-69) 


4 4 
Ф =—A,, =— 2Re У! filz) Ф = An = 2Re > f, (z;) 
j=l j=l 


4 А (4-71) 
Ф, =— W =— 2Re Yyajf;(z;), Ф, =— V =— 2Re 275; f; l) 
j=l = 
上 式 中 的 钙 和 式 (4-25) 有 相同 的 物理 意义 。 
4.3.2 ” 横 观 各 向 同性 压 电 体 问题 的 解 ** e: 
对 于 正 交 各 向 异性 材料 ,本 构 方 程 可 以 写成 
Ez Г Su Sig 513 0 0 0 0 Ез | (6. 
Ey 512 S22 323 0 0 0 0 £3 в, 
Е, 513 S23 S33 0 0 0 0 £33 Oz 
2 ye 0 0 0 S44 0 0 0 ga 0 Oyz 
< дЕ, >= 0 0 0 0 555 0 gis 0 0 | > 
2625 0 0 0 0 0 Sep 0 0 Oxy 
E, 0 0 0 0 Zs 0 Ду 0 0 D. 
E, 0 0 0 — go 0 0 0 Bri 0 D, 
E, L— £31 Ез £23 0 0 9 0 0 Bx jD, 
(4 – 72a) 
或 
в, [Ca Ge Сз 0 0 0 0 0 — ез | (є, 
в, C: Ca Сз 0 0 0 0 0 — ёз Ey 
б. Cis Cos Сз 0 0 0 0 0 — ёзз | Ez 
Oye о 0 0 Cy 0 0 0 езд 0 ZE, 
4 Ors >= 0 0 0 0 Cs 0 eis 0 0 [< en (4 - 72b) 
Gry 0 0 0 0 0 С 0 0 0 Zexy 
D, 0 O 0 ё\$ 0 Ell 0 0 E, 
D, 0 0 0 ех 0 0 0 єз 0 Е, 
D, L es €32 33 0 0 0 0 0 E33 E, 


| 


ETET) 


一 般 压 电 体 有 45 个 独立 材料 常数 :21 个 弹性 常数 ,18 个 压 电 常数 ,6 个 介 电 常数 。 

由 上 式 知 ,对 于 正 交 各 向 异性 材料 ,在 材料 主 坐 标 系 中 只 有 17 个 独立 材料 常数 ;9 个 弹性 
常数 为 Ciis Cras Сз, С, Сз» Сз, Са, Сз» Се, 5 个 压 电 常 数 为 Eis» €249 ёз» E329 E339 З 
个 介 电 常 数 为 ei ,ezz ,ess。 而 工程 中 广泛 应 用 的 横 观 各 向 同性 压 电 体 ,在 材料 主 坐 标 系 中 内 
有 9 个 独立 材料 常数 ,因为 当 тух 为 各 向 同性 平面 时 存在 下 述 关系 
Sia = S29 Su “5ш, Su = 55, 56 = 2651 — S), Фи = gz» Bis = Sus Уп = Yz 
Ca = Сз, С = Cz, Cy = Сз, Co = Ca — С), ën = ez, ёқ = lus Ener 

(4 -72c) 

Fe 0 PZT 等 ) 属 横 观 各 向 同性 材料 ,通常 给 出 的 材料 常数 是 极 化 方向 沿 = 轴 的 ， 
并 设 zy 为 各 向 同性 平面 , 面 内 的 电学 量 只 和 面 外 的 力学 量 相关 ,而 和 面 内 的 力学 量 不 耦合 
因此 ,只 有 讨论 各 向 同性 “ 面 外 剪 切 ” 问 题 时 ,力学 量 和 电学 量 才 相 关 # ,车 要 讨论 面 内 的 力学 量 
和 面 内 的 电学 量 相互 作用 , 则 要 讨论 各 向 异性 平面 zz 或 yz 。 为 确定 起 见 , 现 讨论 zz 平面 。 

对 于 平面 应 变 问题 有 

Ey = Ey = Є = E, = 0 (4—73) 

由 上 式 推 知 

D, =0, бух — Oy, 一 0, бу 一 一 (sizG; + si30, + ga Da) / 5\\ (4- 74) 


fast (4-73) ICA - 74) 4R A (4 – 72) ,并 记 工 为 zl «ох», êr = єз, 6, = Ez, 26. “єз, E, = 
Е,, E, = E, 和 应 力 的 相应 表达 式 , WG 


Є1 ai а ba б\ 

Ez 412 а22 бог 02 

Єз Р 0 0 азз Буз 0 бз (4-75) 
E, 0 0 — фу kn 0 D. 

E, — by — bz 0 0 kaz D: 


式 中 aijo bij ?9 有 是 折算 广义 弹性 系数 ,分 别 是 


ay = Su sh f Su » ai = Sig — Sizs Йә @ = S22 一 Sig /su 
Q33 一 544 • by = (1 = siz /511) 8u ， bn = gs — 513/1 (4-76) 
bis = giso ky = Bu ， ky = Bas — gh/su 
SOR ув, ys 是 极 化 轴 沿 z 轴 时 测 得 的 材料 系数 。 平 衡 方程 和 Gauss 电学 方程 为 
әр, | ƏD; 


дл | 90 _ Әоз | до: _ =o 4-77 
Әх т 一 9, Әх! + ат, 0, Әх, Әх; ( ) 

位 移 协 调 方程 和 电场 有 势 方程 为 
Se 二 Se Oe; 一 0 OE, OF, _0 (4-78) 


az ri Ox Әх, * Әх, Әл, 
引入 应 力 函 数 А 和 电位 移 势 V( 因 为 oc, = oy: = 0, 无 需 引 入 应 力 函 数 更 ) ,使 


_ ӨЛ _ ёл _ oA _ ov ау 
бі Әл? 9 б2 Әх? э бз 一 Әх, Әх; 9 Р, = az,’ D. п (4 一 79) 
则 式 (4-77) 自 动 满足 。 把 上 式 代 人 式 (4-75) ,再 代入 式 (4 - 78) 便 得 
L,A — L, V = 0, L,A + L, V = 0 
_, а z ә 

L, = ax Әл ©" ад T “2а Tas) тат (4 - 80) 

ә З ә 2 

Ls = ba су + (ba T bis) aes 1. = ku 27 + 5 


从 式 (4 -80) 中 消去 A 或 V, 便 得 
(jl, -L3)A = 0, (Lili +ІЗ)У = 0 (4-81) 


由 上 式 可 见 , 对 于 横 观 各 向 同性 压 电 体 平 面 应 变 问 题 , 由 于 oz = oy, = 0, 控制 微分 方程 降低 
了 两 阶 ,从 而 本 征 方程 是 6 阶 ,只 有 6 个 本 征 值 。 和 一 般 情况 类 似 , 设 其 解 为 


А = 2Re 2)fi(z), z = z + ya: (4-82) 
式 中 所 (xz)) 是 x, 的 解析 函数 。 把 式 (4 -82) 代 人 (4 -81) ,得 到 SA/ de 的 齐 次 方程 ,所 以 要 A 
有 解 , 必 须 其 前 的 系数 为 零 , 这 便 得 到 y 的 6 阶 代数 方程 ,或 是 下 列 特征 方程 的 根 


ankuy? + Cankez + 2awkyu t+ asku + bà + bis + 26а лз) р! + Clarku + Za kos 十 
Qss kzz + 26.1022 + 2br2bi3) н 十 а» ho tbe = wh (и) + B (a) = 0 
(4—83) 
式 中 L (a) ; Їз (н) sh (CO 分 别 为 把 式 (4 -80) 中 的 微分 算 子 L: 9 Ls 9 L, rB Әг /Әх* Ж и" 得 
到 的 , 即 
ly = а» 十 апр" + (2а + ass р? 
ly = б» + Фл + Бзр? ， h = kop t+ Rup? 


204-83) Е и й 6 阶 方程 ,所 以 有 6 个 根 ,y 是 复数 , 且 


рь =ar Fifer a = 0, ps = pe! рыз 一 Au (4 - 84) 
由 式 (4-80) 可 推出 
3 
= x __Ь 一 1 —— (ba + з) + bee _ 
у= 266 Denies рер kup? + ka 4-85 


Æ A, V 代入 式 (4 -79), 便 可 求 出 广义 应 力 


3 3 3 
ор = 2Re Sa) F; G), в; = 2Re SF Cz), оз =— 2Re УЕ, (x) 
j=l 5 一 1 ј=1 


‚ | (4-86) 
Di = 2Re Si F; (>, D, 一 一 2Re > n; F, (z;) 
j=l j=l 


R F; Cz) = (=) = 0), RAR - 758 


кени ити —@ 


са 1908 


3 
el = 2Re SD) pF (=), Р; = апы + au — ba 1; 
j=l 
| | 
ez = 2Re D gF; (2), 4 = (азр + an — ёту) /ps 
j=l 
3 
єз = 2Re >) (— as; + bugun i) F; (zi) (4 - 87) 
j=1 


3 3 
Е, 一 2Ве SAF) (2), Е, 一 2Re DaF; (2) 
ў=1 j=l 
I À; 一 Сз + А195) ? Азд; = (лн + bz + k22 19;) 
现在 给 出 上 式 最 后 一 式 的 证 明 


{ , Í 
Аш; 一 С — kn AE = biagi = + kz T =— bz — bn pi — ki; 
2 


由 式 (4- 87) 可 求 出 位 移 


3 3 3 
ш = 2Re D pf) zi) — шз, u: = 2Re D> q f (z) Far, ф =— 2Re SAS Cz) 
j=l j=l j=1 
(4 – 88) 
按 式 (4- 69) 可 推出 Stroh 公式 中 的 应 力 函 数 为 


3 


3 3 
Ф, 一 一 2Re Opfjlz), Ф, 一 2Re X) f(z), Ф 一 一 2Re > ут;/;(е;) (4-89) 
j=l j=l 


ј=1 


А, B 可 用 材料 系数 明显 表 出 为 


一 Ap 一 pa 一 As Pi P ps 
B= 1 1 1 ‚ А = qı 92 9з (4—90) 


Tp Ye з 
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4.4.1 开路 (电学 渗透 ) 椭 圆 孔 问题 的 提 法 


设 无 限 体 内 有 一 长 短 半 轴 分 别 为 a, 5 的 椭圆 孔 , 孔 内 充满 空气 , 孔 边 无 外 力作 用 (图 4- 

1)。 记 椭圆 孔 的 内 部 区 域 为 2" ,其 中 空气 中 的 物理 量 在 其 上 方 标 以 上 标 c, 如 р, Es, D° 等 ， 

孔 外 的 电介质 区 域 记 为 2, 两 者 的 边界 记 为 卫 , 卫 的 外 法 线 记 为 二 , 指 向 孔 内 。 只 计 空 气 中 电场 

的 作用 ,不 计 压 力 ,空气 为 各 向 同性 介质 , 它 的 介 电 系数 记 为 ="“。 设 在 无 穷 远 处 电介质 须 服 从 
的 边界 条 件 是 

с= 6°, р = р" (4-91) 


开路 或 电 渗透 夹杂 问题 最 早 由 Рагіоп OE ‚ТЕ ЖЫШ Г ЕКОЕ ЖАИ 


图 4-1 [ELB EE IK 
(a) 物理 平面 ;(b) 变换 平面 


Т, = Т» = 0, D, 一 D: =—e*Əg°/ Ən, ф 一 ot CFE rE) (4-92) 


压 电 体 中 缺陷 问题 的 解 可 以 从 各 向 异性 弹性 体 中 缺陷 问题 的 解 直接 推广 得 到 ,从 数学 上 
讲 ,不 存在 困难 。 弹 性 体 中 缺陷 问题 的 研究 可 参阅 Mura R. 
下 面 分 别 求解 空气 和 电介质 中 的 电 弹 性 场 。 


4.4.2 椭圆 孔 的 内 部 (空气 ) 电 场 的 通 解 
设 空 气 中 没有 自由 电荷 。 根 据 V D°. = 0, D° сЕ AE —— V фр 推出 
Veg = 0 (在 Q: AD (4-93) 
采用 保 角 变 换 方 法 求解 。 首 先 讨 论 保 角 变 换 函 数 


_ a+b a—b 1 _ z+ Vz — (a° — b) _ 
z = ш(6) = P 6 十 pk g= 了 二 (4-94) 


把 x 平面 上 的 椭圆 边界 本 变换 为 变换 平面 $i 上 的 单位 圆周 yy 内 任 一 点 记 为 = pet, 同时 把 = 
平面 上 由 一 c 到 c 的 一 段 实 轴 只 (分 支线 段 ) 变 换 到 5 平面 上 半径 为 pe = V(a—b)/(a +b) <1 


的 圆周 vc = ма —Ў 是 半 焦 距 。 所 以 变换 函数 把 z 平面 上 了 的 内 部 变换 到 4 平面 上 的 环形 
域 oo 委 o 委 1, 0 委 0<<2r( 人 参阅 1.5.4 小 节 )。 由 此 可 看 到 ,区 域内 部 问题 的 保 角 变换 比 区 域外 部 
的 要 复杂 。 

因为 w 是 调和 函数 , 故 可 用 解析 函数 内 z) 表 示 为 


ф (ху, z+) = plz) + (2) CE z BRL) 
Fo ф) = $(9) + 6S) (在 6 平面 上 ) 
AP $(6) = g#[o (6) ], 由 于 8(z) 在 厂 内 处 处 解析 ,所 以 在 IT。 上 连续 , 即 存在 关系 
$lpes) = (oe) (4-96) 
顾及 上 式 , 在 环形 域 把 ORR Laurent( 劳 伦 ) 级 数 时 便 有 


(4-95) 


{күр ыр Ии Se 


EE 


6060) = Das, da = d, k RRA), o <| $ |< 1 (4-97) 
. 下 一 一 co 


4.4.3 ”椭圆 孔 的 外 部 ( 压 电介质 ) 场 的 通 解 


4.3.2 节 指 出 , 横 观 各 向 同性 压 电 体 的 广义 位 移 解 由 三 个 任意 函数 /, С=,) lfl B) Ж Su ра 
数组 成 。z 平面 上 椭圆 孔 的 边界 点 (acos y 十 bsin 内 和 z; 平面 上 对 应 的 孔 的 边界 点 变换 到 5 平 
面 上 的 单位 圆周 7 的 变换 函数 (这 一 变换 对 于 = 平面 是 保 角 的 ,而 对 于 =; 平面 是 非 保 角 的 , 即 
х, 平面 上 两 直线 间 的 夹 角 和 与 其 变换 后 的 9; 平面 上 相对 应 的 两 条 直线 间 的 夹 角 是 不 同 的 ) 为 


z; = 0060) = +[ (a — igb) Si + (a + sb) 67°] 
z; + М — Са? + pid’) 1 z — yz — (a + jb") 
а — ipb Gi a + ipb 


4o 在 单位 圆周 y = e* 时 ,z 便 位 于 各 自 z; 平面 上 的 孔 的 边界 上 。 上 述 变 换 函 数 把 z PE 
椭圆 孔 的 外 部 和 所 有 z; 平面 上 对 应 的 边界 外 部 变换 到 5 平面 上 的 单位 圆周 у 的 外 部 。 因 此 ， 
在 5 平面 上 , 任 一 在 无 穷 远 处 解析 的 函数 /; (zj) 可 写成 


(4—98) 
S; = 


f(z) = Се; HEG), P = filol] = а» + > ap 9)* ОЈ ЖЖ) 
t= 
(4-99) 


式 中 ft (z; E «ЕШ LICR LT BRL, fs (G; ) 是 5 平面 上 无 限 域 上 的 解析 函数 ,C; н 297 
远 处 的 边界 条 件 确 定 ,ax 是 待定 系数 ,不 要 和 前 面 的 材料 系数 混淆 。 由 式 (4- 86) 和 (4 — 99) 知 


вт = 2Re У)ис,, a; = 2Re Ус, of 一 一 2Re De, 
j=l i= i= 
D? = 2Re Siu: ру 一 一 2Re УС, (4 - 100) 
j=l i= 
E, = 2Re SAC), E, = 2Re Dawe, 
ERRA 5 个 方程 ,但 需要 确定 的 常数 С, 却 有 6 个 ,但 可 任 取 ImC, = 0 而 不 影响 应 力 和 电位 移 。 


4.4.4 椭圆 孔 边 界 广 上 的 力学 连接 条 件 
因为 在 椭圆 孔 的 界面 上 没有 外 力 ,所 以 按 式 (4 -27) 和 (4 一 89) ,存在 下 列 边界 条 件 


3 n š i 
Ф, 一 一 2Re DJ af; (0) =—| T: ds = 0, Ф, = 2Re Уул = È T; ds = 0 
j=l j= 


3 i 
Ф, —— 2Re Уру) =— | Dads 
j=l 
(4-101) 


Җир о 为 5 平面 上 单位 圆周 y 上 的 5 值 。 上 式 中 的 第 一 和 第 二 式 化 为 


3 
>L (z) + f° zd] = с 


Dw fie) А7601) = La + ba 
(4 – 102) 


3 


L = У авес, +ibRe(Cy;)] =— (aot іы) 


j=l 


3 
— D LaRe Cp) +ibReCCip?)] = + CasP іЫ) 


4.4.5 椭圆 孔 边 界 三 上 的 电学 连接 条 件 
设 于 为 卫 上 的 外 向 法 线 , 即 指向 椭圆 孔 内 部 ,切线 上 的 走向 使 电介质 保持 在 左边 , 则 有 


__ . dx; . dx, ， dz : dz w (65) ei? 
п == m tim = ‘ds 5 ‘Tdz] PORU 
аы сараа аа С ш ш, _ 
t h + it, +i ds ds | dz | = 1 | 2702) JE (4 103) 


dl =| dz |= | o O || dç |=] o ©) | od 
利用 式 (4- 95) 可 得 


Әр Ge | Әр OF Әр Ф | Әр cz 
- (= Әх, Oz a)” mt ( Әл; Oz aa)” ш 


(En Е p (z)nt $ Cz) (z)n 


Oz Ә 
(4 — 104) 
DME PEA 
fi ae, рәв O wO э $ (6) ф@ (G) =] 
ef, an X T ИЕ MOIN w(S) | (б) | |w (6) | dy = 
е Генри сее) 十 eg (е) Јар = іє[Ф(0) — ф(0)] 
(4 – 105) 


推导 上 式 时 已 令 无 关 紧 要 的 常数 $8(1) = 0, 
把 式 (4-97)、(4-99)、(4 一 101) 中 的 第 三 式 代入 式 (4 -92) 中 的 第 三 和 第 四 式 , 便 得 


27 [m f) бо) + g LO] = Гао + stie [go) — g6o)] 


3 — 一 
SAO +4; OI] = Lotha [igo +4] 
™ (4-106) 
— D) [aRe(Ciq,) + ФЕеССтн,) = (aD? — ibDF ) 
j=l 
3 
L =— X) [aRe(CA;) + ibReCCA ун 2] =— FEF + ibEP) 


j=l 


кииген KT 291—0 


: 电 : 
в 
理 
$ 


4.4.6 确定 解 中 待定 系数 的 方程 


式 (4- 102) 是 椭圆 孔 边界 卫 上 的 力学 连接 (边界 ?条 件 , 式 (4 -106) 是 椭圆 孔 边 界 厂 上 的 
电学 连接 条 件 。 把 含有 待定 系数 的 解 式 (4 -97) 和 (4-99)( 略 去 常数 项 ) 代 和 这些 条 件 可 得 


ое 3 

У) Dy (a аһ б* аас) = (ioth o) 

k=l j=l 

° 3 _ 

>) (gap a + д; pot) = (lo + Ll, o) 

< 44 (4-107) 
оо 3 

> (таљ а" + 80“) 一 (Isya + lia) + ie (dio* + рб d, a — d, с — po" а,а*) 


> 
lI 
= I 


Ajai a" +A ас" )= = Gaot la о) + (d,o° +o * dig + d, S° + pit dat) 


M: 


> 
I 

a 

<. 

N 


н ЕА, 4 2551 时 有 
>a, = 0, Уа = 0 


3 3 
Xiyar tied, — 0 а) =0, Dajan +d + pit d, = 0 
i=l jot 


(4 - 108) 


上 式 对 任何 & 都 是 8 个 待定 系数 的 8 个 齐 次 方程 ,一 般 来 讲 , 其 系数 行列 式 不 为 0, 所 以 只 有 零 
fe. 4k=1NA 


3 3 
› an 一 ly ?9 N> ian = L, 
fal 了 一 1 


3 3 
Узал + ie Cds — o di) = 14, Xaaa +d + po di =k 
j=l j=l 


(4-109) 


结果 表明 , 式 (4-97) 中 只 有 四 (Ca = ра) 不 为 零 , 式 (4 - 99) 中 只 有 ап, ans аа RAF. 
上 述 式 (4-109) 共 有 8 个 方程 ,正好 解 出 8 个 未 知 数 。 


4.4.7 待定 系数 的 确定 
因为 具有 di, 4d_1 = d, 不 为 零 , 由 式 (4-95) 和 (4- 97) 可 得 闭合 解 


2 2 
< — po 一 一 Oo — _ 
е = &(є+Ё)+ (@+ +a +a, (4-110) 
应 用 式 (4-94) 和 由 一 (a — b) / Са +b), 由 上 式 可 得 
р = het dD +4 +4 (4-111) 
由 上 式 知 , 孔 内 的 电场 为 
к: = 2 +4) p 2164—44) 
| atb ? ’ atb (4 - 112) 


Di =eE;, Di =єЁ 


上 式 表明 孔 内 空气 中 的 电场 是 均匀 的 。 由 上 式 可 推出 


/ _ 
ied, 一 icpid = -у ар — Di) 
(4-113) 
dı + phd) =— +(aEi + BE) 一 一 z= (aDi + ibD$) 
E 
把 上 式 中 的 第 一 式 代入 (4 - 109) 中 的 第 三 式 , 可 得 
3 
nen = h, h = +La(DE — Di) —ib(DP — 0] (4-114) 
j=l 
由 上 式 和 (C4 一 109) 中 的 第 一 和 第 二 式 可 解 得 
3 
айл = Sauls 
k=1 
pam pm Ie Ta из pe 1 1 177 
а= ү изт {Аз В тә арз | pK BB (4-115) 
fm Rei m Ye fe p T YY Ts 


N= (т = тз) д\ + Cys ~~ т) pe + Cm — m) ps 
#05604 – 113), (4-115), (4-100) RAG - 109) HASH Osh IF, 单独 写 出 , 便 得 


3 3 
2 У) Daali DranLalD? 一 Di) 一 过 (DY — Di) ] — 
j=1 


了 一 1 k=l 1 


- 


1 (ар: +105) + (aE? + ibEZ) = 0 
E 
或 (а — ibe" Saz) Di + (ae УЭ + ib)D§ 一 (4-116) 
j=l j=l 


3 2 3 
e (2 > Dat, +2 S)Ajajsls+ aE + ibEF ) 
j=1 k=1 j=l 


由 上 式 可 确定 Di D 。 至 此 ,全 部 待定 系数 均 已 求 出 。 
4.4.8 问题 的 解 


1) LAZA PH EAA 

由 式 (4 - 110) 表 示 ,其 中 的 常数 do +4, 无 关 紧 要 。 
2) 孔 外 介质 中 的 解 

由 式 (4 -98) 和 (4 一 99) 可 得 介质 中 的 f, (z; ) N 


3 
Fil) = Ciz; +an/ Si = Cz; + Dyanls/ $i = 
k=1 


z; — fz — (a° + b) 


a + іф 


(4-117) 


C;z; + Сал h + а; і 十 аз ls) 


它 的 导数 为 


人 


занза- Ө 


Zj 


1 
F. (z) = C. | А ; 一 їсс = 
(е) jt Cadi Fazl task) | Jz? — (a? + pf? b°) 


| (4-118) 


4.4.9 绝缘 椭圆 孔 的 解 


由 于 压 电 材料 具有 很 强 的 电 弹 性 耦合 , 压 电 常 数 很 大 ,为 简单 计 , 也 常 把 空气 近似 看 成 绝 
ЯК, е = 0, 则 孔 内 空气 中 的 电位 移 Di = Di = 0, 从 而 式 (4 -92) 中 孔 边 界 上 的 电学 连 
接 条 件 改 为 D, = 0, 代表 和 孔 边 界 上 的 电学 连接 条 件 的 式 (4 -106) 改 为 


3 
УУГ? бө) + 70601 = Ba + о 
3 К (4 – 119) 
4 一 一 >) [aRel Cn) + wRel(Cnipj)j = ZaD? — ibD”) 
j=l 


相应 地 , 式 (4-109) 只 有 前 3 THR AAS di RI 


3 3 3 
> an =, Уша = lz, Урал 一 ПА (4 — 120) 
ј=1 j=l i=l 
压 电 介质 中 的 解 仍 为 式 (4-117)、(4-115) 和 (4 - 118) ,只 需 令 解 中 的 ee = 0. 
4.4.10 ”传导 椭圆 孔 的 解 


设 空气 内 充满 导电 液体 ,或 在 孔 的 边界 上 沉积 无 刚性 的 一 薄 层 金属 ,空洞 边界 上 的 电势 可 
设 为 零 , 从 而 式 (4 - 92) 中 孔 边 界 上 的 电学 连接 条 件 改 为 pg = 0, MRA - 97) 中 的 所 有 
d, 一 0。 代 表 孔 边界 上 的 电学 连接 条 件 的 式 (4- 106) 9 


3 — — 
УЛГА, 00) БА, POI] = hot La 
j=l 


; . (4-121) 
ly =— D3 aRe(Caj) + ibRe(Caju;)] =— +(aEP + ibEP) 
j=l 
上 式 也 可 从 式 (4-106) 中 使 I/es = 0 得 到 。 相 应 地 , 式 (4- 109) 化 为 
3 3 3 
Say = 1, Уша = l}, > ¿an = l (4-122) 
j=l j=l j=l 
式 (4-115) 改 为 
3 
ап 一 Уа, 
k=1 
1 Paks — psd, А — Аз fa — pe 1 1 117 
а 一 WN pai — paras às Ах рш ps | = | ра [з (4 - 123) 
pode — pod, А А ро {а Ay А As 


N= (Аз — Аз) ді + (CAs — Ai) pe + Сл: — Az) ps 


压 电介质 中 的 解 仍 为 式 (4-117)、(4 -123) 和 (4 -118)。 开 路 、 绝 缘 和 传导 边界 条 件 最 好 
是 分 开 研 究 ,由 电 沙 透 条 件 极限 过 渡 到 其 他 边界 条 件 的 方法 容易 引起 混淆。 


4.4.11 细 长 椭圆 和 孔 ( 钝 裂纹 ) 端 部 的 渐 近 电 弹 性 场 


类 似 弹 性 钝 裂纹 ,Huang 和 Kuang' 中 研究 了 压 电 体 中 钝 裂纹 端 部 的 渐 近 电 弹 性 场 。 为 
简化 符号 ,本 小 节 取 zi 为 zx， z 为 y。 取 整体 坐标 系 xz,Cx。，ys) ,zj 平面 上 原点 取 在 co WE 
部 坐标 系 za (aes уь) (图 4 一 2a), 按 1.5.4 节 中 的 式 (1 -57), zo 是 zi 平面 上 和 变换 平面 上 ww 
(9) 一 0 的 分 支点 和 的 对 应 点 。 有 


Zok T Tok 十 шу = ма? + pb” ~ at ш Тоз Fo 一 b /2a 


. (4 ~ 124) 
To 一 а? — pros Yor 一 дато э He T ав + if, » we =a + ñ: 


图 4-2 局 部 坐标 系 
(a) 平面 上 原点 位 分 支点 zo; 的 局 部 坐标 系 ;《b) 物理 平面 z 上 原点 位 于 细 长 椭圆 体 焦点 处 的 局 部 坐标 系 
RP 2r。 是 细 长 椭圆 端 部 的 曲率 半径 。 在 局 部 坐标 系 中 有 
z, = z; F Шук = Zo — Zoe = (=, — Lor) + pr yg — Yor) 
在 物理 平面 上 ,局 部 坐标 系 z(r, 9) 的 原点 取 在 细 长 椭圆 的 焦点 z, 一 < 处 ,或 离 钝 裂纹 端 部 
ro/2 一 4 一 < 处 5( 图 4-2b)。 按 解析 几何 有 


х, 一 5 十 rcos0， 和 一 rsin0，4 = r + Ve +r == c+ ro 
由 上 列 诸 式 推出 
z, = r@, — (1 + pi) ro 4002/0) = r01 CA + pi) ro /Or |} 
Ө, = cos 0 + ysin 0 
从 而 在 局 部 坐标 系 中 , 式 (4- 118) 化 为 


рер = Sl —2— fe (1 Hin) 44+, Saal 
i ©; — 218% k a + in;b 2г@, Ө; r j at ipb < 8 k 
(4-126) 


由 上 式 可 见 , 端 部 应 力 不 仅 具有 1/Yr 的 奇异 性 ,还 与 ro/r НЭ, EEA Ж hb BJ ta REA 4 
而 影响 到 端 部 应 力 场 。 只 有 当 Ь/а— 0, HAPE = 0 时 ,不 计 常数 项 后 ,无 穷 远 处 的 电 载 荷 才 


(4-125) 


人 


TEREE 


不 影响 到 端 部 应 力 场 。 


4.5 横 观 各 向 同性 压 电 体 中 有 一 裂纹 的 解 


4.5.1 介 电 裂纹 

对 介 电 裂纹 ,e' 一 0, 但 不 为 零 ; 令 椭圆 孔 的 短 半 轴 长 度 5 -> 0 便 得 裂纹 , 略 去 含 65 的 项 。 此 时 有 

h 一 一 Lao ， k= Tao? ， k= ‚ар? ‚ = +a (DP —-DS), L4 一 一 ТаЕ? 
(4-127) 


D 空气 中 的 电场 
式 (4 一 116) 化 为 
3 


3 
D£ te" Dydan Di == D [A (quo? Hapo? aa DP)] +E?) (4-128a) 
j=l 


分 开 实 部 与 虚 部 , 便 得 
рг — D; = = = (Da Аал) 02 Jot fim (Xa аз) 


3 
Er = ЕР + кеј МАП 一 Ci102 аво 二 aj (DY — D7)]) 


(4 - 128b) 


推导 上 式 时 已 应 用 了 > Ауа» 是 实数 的 事实 ,这 可 由 式 (4-115)、(4 - 87) 的 最 后 两 式 和 (4 - 


84) 得 出 。 由 式 (4 -128) 知 , р; 40, Не HH; MR. E Me AX. 
2) 压 电 体 中 的 解 
式 (4 一 118) 化 为 


F) = С, —-у[алоў — ano? — a; (De —РО(1———©——) G-129) 
z5 — а? 
由 于 式 (4 -122) 和 (4 -123) 中 不 含 e: ,所 以 压 电 体 中 的 解 和 ee 无关。 
HGR RIT, EMBs = a 的 应 力 强 度 因子 为 
(Ki 9 Ky , Къ) 一 Jf 2a lim / 2\1 —а(в;, 03 у D,).,=o (4 — 130a) 


把 式 (4 -86) 代 入 上 式 , 可 得 
3 
(Ку, Ку, Kp) = /2хКейт /ху—а DF(r)(l, — ps р) со (4-130b) 


把 式 (4-129) 代 入 上 式 , 得 
Kı = WAracg ， Ky = ухас, Ky = ута (р — D$) (4 – 130c) 
由 上 式 可 见 ,机 械 应 力 强度 因子 只 和 外 加 机 械 应 力 有 关 , 电 位 移 强 度 因 子 只 和 外 加 电位 移 有 


关 , 这 是 线性 压 电 体 的 计算 结果 ,和 实验 事实 并 不 符合 ,这 就 需要 研究 非 线 性 问题 。 
4.5.2 绝缘 裂纹 的 裂 尖 渐 近 场 


为 了 得 到 绝缘 裂纹 的 正确 解 , 须 由 绝缘 椭圆 孔 的 解 退化 得 到 ,因为 这 样 才 符合 正确 的 边界 
条 件 , 即 在 一 般 解 中 ,首先 令 e' = 0, 从 而 D, = 0, 再 令 椭 圆 孔 的 w/a — 0。 为 研究 裂 尖 渐 近 场 ， 
OH) AR AB hn Cr 0) FURR TE BRO, BS 


zı =a+rcosĝ, xz, =a+rsing (4-131) 
当 r 之 1 时 ,有 
хома, үз? — a a~ /2ar / cos 0+ u;sin 0 (4-132) 


利用 式 (4 -132), 式 (4 -129) 化 为 


co үа 
Е,(2;) ~ Lano? — ароз — аз? )] 9 
2; Lano? Qj203 йз 2 V2r cos 0 + psing 


4 
C; = аа Кү — а: Кү — aj Кр (4 – 134) 
A Ку, Ky, Ky 由 式 (4-130) 表 示 。 把 上 式 代 人 式 (4- 86), 便 得 


= 一 一 一 Re — M, о = — Re —— M 
7 2nr j=1 cos 0+ psing | Vanr j=1 Vcosb 十 msing 
3 Cu. 
os =—— Re 5) HM (4-135) 
2тт і=1 .f/cos@+ p;sin 0 
3 3 
1 Crust ___1 Cini 
D, = Re 5) — “Hl, D, =— Re 》 ———2) _ 
| V 2rr > V cos 0 + u;sin 0 V2rr j=1 Vcosb 十 msinb 
或 在 极 坐标 中 有 
5 (sin 0 一 由 cos 0)? 
1 : 3⁄2 _ Ki 
= Re С, (соѕ 0 4-и; ѕіп 0), о, = Ке C, 一 -一 一 一 
/'2тт > | ñ == > V cos 0 + и; зіп 0 
3 
1 — ， _ 
oe = —»= Re 276, y cos 0 + u;sin 0 (sin 0 — р; соѕ 0) (4 – 136) 
Ке cy 500 eos р Ке Ус» // соз 0 + р; зіп 0 
= i= V cos 0 + и; зіп 0 Z= i= 


由 上 式 可 见 , 电 位 移 在 裂 尖 处 具有 1/Vr 的 奇异 性 。cof 和 DY WARE AREA IM 
Xu 和 Rajapaksers 引 讨论 了 压 电 体 中 存在 任意 指向 的 椭圆 筷 和 裂纹 问题 的 解 。 


4.5.3 绝缘 有 裂纹 的 例题 ” 4 4 


作为 例题 ,讨论 PZT - 4 陶 次 的 两 种 简单 情况 。PZT -4 陶瓷 的 材料 系数 为 


ay 一 8. 205 X 107! 5 а 一 3.144 X 107 9 
аз 一 7. 495 X 107? > Q33 一 19.3 X 107” (m?/N) 


азана т нса — 0 


ba 一 一 16. 62 x 10 ' бз» = 23. 96 x 10 š . bx = 39. 4 x 107? (m? /C) 
kii = 7.66 X 10? , kzz = 9. 82 x 10’ (V?/N) 
把 上 述 数据 代入 本 征 方程 式 (4 - 83) ,得 
(6. 285и 十 23. 214y + 29. 435p? +13. 1) X10 = 0 
由 上 式 解 得 
ра = ра = 1. 218 5i, po = ps = 0.2 + 1. 071, “з = Bs =— 0. 2 + 1.071 
由 式 (4-85) 和 (4-115) 求 出 
m =— 6.3511 X 107°, + = (— 2. 408 8 — 1. 365 51) X 101° 
ys = С— 2.408 8 +1. 365 51) X 107 
— 1. 96 — 1. 377 61 — 2. 017 8 X 10° 


æ = | 1.48 — 1. 947 41 1.9886 十 0.6888i (1. 008 9 +0. 749 11) X 10° 
1.48 +1. 947 41 — 1. 988 6+ 0. 688 81 (1. 008 9— 0. 749 11) X 10° 


图 4-3 表示 无 穷 远 处 只 作用 oz 的 情形 ,此 时 С, = ало ута. 
图 4-4 表示 无 穷 远 处 只 作用 р? 的 情形 ,此 时 С, = ap DF Vna. 


x 10 


一 2 


-3[ ~~- 


图 4-3 无 穷 远 处 只 作用 or MHA 图 4-4 无 穷 远 处 只 作用 DY 时 的 量 岗 一 应 力 和 
电位 移 随 о 的 分 布 电位 移 随 0 的 分 布 


2.5 30 Өтай 


4. 5. 4 传导 裂纹 


传导 裂纹 的 解 可 由 传导 椭 贺 孔 的 解 退 化 得 到 , 即 在 传导 椭圆 孔 的 解 中 令 b/a — 0; 或 在 一 
般 解 中 , 先 令 e' — оо, FES 5/a 一 0。 从 解 题 过 程 可 知 ,绝缘 裂纹 的 解 可 在 介 电 裂 纹 的 解 中 令 
e' 一 0 得 到 , 但 传导 裂纹 则 不 能 。 


4.6 模 观 各 向 同性 压 电 体 中 有 一 刚性 椭圆 夹 杂 的 解 


4.6.1 ” 模 观 各 向 同性 压 电 体 问题 取 用 另 一 种 本 构 方 程 时 的 解法 


和 式 (4 - 75) 不 同 ,本 处 采用 电场 强度 记 代 替 电 位 移 D 作为 基本 自 变 量 ,从 而 压 电 体 的 本 
构 方 程 取 下 列 形式 


El an аз 0 da | {е 
Ez ај as 0 0 d, || 
g >= | 0 0 аз ds 0 jio (4 – 137) 
р, 0 0 ds en 0 Е, 
D: da Яг 0 0 én | (E: 


对 于 平面 应 变 问 题 , 式 中 的 系数 是 折算 材料 系数 ,表达 式 此 处 略 去 。 由 于 采用 式 (4 - 137? 的 本 
构 关系 ,相应 地 式 (4 -77) 和 (4 -78) 有 所 变化 。 平 衡 方程 和 电场 有 势 方 程 为 


Oo Oos Oa; Ooz ӘЕ, ӘЕ; 
Sm < 一 0， 一 0， —— 一 4-138 
an а °? Өл дш; Әл, Ox, ( ) 
位 移 协调 方程 和 电位 移 的 Gauss 方程 分 别 为 
2 Е] г E? ә Єз oD, ӘР, 
n = 0 4-139 
Әх? 十 Әх! Әх! Әх» 0 Әх; 十 Әх; ( ) 
类 似 于 式 (4 -79) ,引入 应 力 函 数 A 和 电势 wp, 使 
oA oA oA Әр Әр 
= 84, = ， , | ‚ E, =— Ф (4-140 
m дз, бас orl’ P Әх, Әх; Er Әх, i Әх; € ) 
则 式 (4 - 138) 自动 满足 。 把 上 式 代 入 式 (4 - 139) , 便 得 
LiA—Lp= 0, L;A — Ізф = 0 
4 
La = az Datan ду А. 十 ан tan) Әт (4-141) 


3 2 2 
L; = dz 2. t (da — 413) sa L; Sen 87 ten 2; 


从 式 (4-141) 中 消去 4 或 后, 分别 得 
(LiL, —LIA=0, (Lil, —Li)p = 0 (4-142) 
由 上 式 可 见 ,本 征 方程 是 6 阶 的 ,只 有 6 个 本 征 值 。 和 一 般 情况 类 似 , 设 其 解 为 


LE ж-ш —@ 


‘uae: 


Ё 
А = 2Re DLD, z= Zi tuat: (4 – 143) 
j= 


式 中 ў, (е) z, 的 解析 函数 。 把 式 (4-1437 代 人 (4 -142) ,得 到 3A/axs 的 齐 次 方程 ,所 以 要 
4 有 解 ,必须 其 前 的 系数 为 零 ,这 便 得 到 的 6 阶 代数 方程 ,或 是 下 列 特 征 方程 的 根 


Li (ple и) — Ё (a) = 0 
ly = аз + ang + Can + asa) (4-144) 
dy = pldnp? + (йз — dis) 1, L =en +ex 2 
(4-148 = BJ 6 阶 方程 ,所 以 有 6 个 根 ,py 是 复数 , 且 
рь = a БВ, а = 0, ps =— fer pim = FE (4 – 145) 
由 式 (4 -141) 和 (4 -144) 可 推出 (注意 同一 符号 在 本 节 和 上 一 节 中 表示 不 同 的 物理 量 》 


3 | 2 — 
p = 2Re J pfi) р = i [aa 十 (ds — dis) ] 
521 


(4 – 146) 
€11 +e ° 
RP 00) = F). 把 A, gp 代入 式 (4-140), 便 可 求 出 广义 应 力 
3 3 3 
в, = 2Re Dë Е,(2;), о = 2Re SIF (z), оз 一 一 2Re >l F, (2) 
j=l j= j=1 


3 3 
Е, 一 一 2Re УЕ, Cz)» E, =— 2Re D> lem F; (а), F, (x;) = file) 
j=l і=1 


(4-147) 
把 上 式 代 入 式 (4 -137) ,得 
3 
и = 2Re Sp, f (zi) — wT, P; = ang +a 一 da pii 
j=l | 
3 
一 2R fiC) + , q; = ( ?十 —d | j 
иә eat 2 а Я ари а22 221431] /p (4-148) 


3 3 
D, =— 2Re Sy F; (z), D, = 2Re DU NF (z;) 
j=l j=l 


Ай; = dup Кєзї, à; = dap + da еру 
式 中 w 是 介质 的 刚体 转动 。 易 于 证 明 上 式 中 的 最 后 两 式 , 例 如 其 中 的 第 一 式 证 明 如 下 
Аш; = dag? + droop; ези = ls + dipy erpii 一 
disp; tenp ls — (en Hez) y = disp Hent; 


4.5.2 刚性 椭圆 夹杂 问题 的 提 法 与 求解 


设 无 限 体内 有 一 长 、 短 半 轴 分 别 为 a, b 的 刚性 椭圆 夹杂 ,在 无 穷 远 处 作用 有 о, D” 
4 -1)。 记 椭圆 夹杂 的 内 部 区 域 为 09 ,其 中 夹杂 的 物理 量 在 其 上 方 标 以 上 标 区 在 人 内 ,夹杂 
的 介 电 系数 记 为 <? ,因为 刚性 夹杂 不 变形 , 故 有 ef? = ef? = eP = 0; 但 允许 刚性 夹杂 存在 刚体 
转动 ,转动 角 为 ua 。 夹 杂 外 的 电介质 基体 区 域 记 为 Q, 基 体 为 横 观 各 向 同性 压 电 体 ,为 简单 
计 , 设 它 和 夹杂 的 主轴 方向 相同 ,它们 的 边界 记 为 P, RIA n MARRA. ELR 


远 处 的 边界 条 件 为 
с= 60°. E=E” (4— 149) 
椭圆 夹杂 的 边界 卫 的 方程 为 
ху = асо5ф, x = bsing (4-150) 
式 中 "是 参数 。 在 界面 卫 上 ,电场 .电位 移 和 位 移 的 连接 条 件 为 
ш =u, m=up, @= gç, [Dads = [p° ds Ær E) (4-151) 
式 中 D, = Dim 十 Dın: a 上 式 中 的 最 后 一 式 还 可 变换 成 


[Daas = | (Din + Dzn: )ds = [ CD, dz; 一 D:dzı) 
| о, ° , (4-152) 
= 2Re| (іа Ааа) f = 2Re| a fidz; = 2Re(a,f;) 


类 似 于 式 (4 - 99) , 预 设 压 电介质 中 的 解 f;(z;) 为 


fiC) = Cz; + f? 6), f?) = /ў}[ш(6;)] = аһ Dyan sS; (4 – 153a) 
= 1 


Si _ at vx [а Tab] 1 _ z — Vz — (а + yb") 
а — lu;b S; a + іф 


z; = (6) = +[(a ipb) 6 + Ca H ipb) 611 (对 了 不 求 和 ) 
式 中 (6 ) 是 5 平面 上 无 限 域 上 的 解析 函数 , 复 常数 С, 由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 确定 。 式 (4 - 
153a) 中 的 函数 w(2) 是 把 > 平面 上 椭圆 孔 的 外 部 和 所 有 z, 平面 上 对 应 的 边界 外 部 变换 到 5 
平面 上 的 单位 圆周 y 的 外 部 的 变换 函数 。 


夹杂 29 内 的 解 可 如 下 扒 求 。 按 式 (4-137) ,夹杂 内 有 DP ==? EY, DP =e? EP , WIE 
代入 式 (4 -139) 中 的 第 二 式 并 利用 式 (4 - 140) , 便 得 


рї °, + D? = = 03)? pit +e pike =0 (4-154) 


由 于 e 是 实数 ,现在 寻求 式 (4- 154) 如 下 形式 的 解 


р? = 2Reg (zo), % = Zi + us za = 1а — b) бо + (a+ ipod) So" | 
(4 ~ 155a) 


把 上 式 代 人 (4 - 154) Eei gO” Не ub gO” = 0, 其 中 gO" 表示 8 对 zo 的 二 阶 导数 。 由 此 
推出 


et? +e? uo = 0, fo 一 = 1 АТ > eae ‚є? =— we? (4 – 155b) 
利用 6° Ceo) ,电位 移 在 椭圆 边界 上 连接 条 件 式 (4 - 151) 中 的 第 四 式 还 可 写成 


кийики иси —@ 


Гре aÍ = f (D nP + DP nds = Feet Ei dza —e E dz, = 
[е] 


Гл 
: 弹 : 
:性 
理 
论 


2Re[ (rei? p? ах; +e фу йл) = 2Re| (850 p? das Бе a g? йл) = 


2Re| «йд $” Co dz, + dx) = 2Re| en? u dg 一 2ке ноф h 


(4-156) 
刚性 夹杂 因 转 动 在 (Q: 内 任 一 点 产生 的 位 移 是 
Ии? =— wP t, и? = o x, (4-157) 
45.3 解 中 的 待定 系数 和 待定 函数 的 确定 
1) 无 穷 远 处 的 边界 条 件 
利用 式 (4 -147),C; 可 以 确定 如 下 
or = 2Re у)ис,, oy = 2Re DGC, of =—2Ке DC 
imi i= im (4 -158) 


3 3 
= — 2Ве 2126, 9 E> 一 一 2Re 2р, 


上 式 共 有 5 个 方程 ,但 需要 确定 的 С, WA 6 个 实 常数 ,但 可 任 取 ImC, = 0 而 不 影响 应 力 和 电 
位 移 。 

2) 界面 上 的 位 移 连 接 条 件 

把 式 (4-148)、(4 ~ 153a) 和 (4- 157) 代 人 边界 条 件 式 (4-151) 的 前 两 式 , 在 卫 上 便 有 


3 co 
2Re УР, exes + ух) + ajo + San = |=— 6" x 
n = (4-159) 
2Re 244 [Cia + uz.) + ap + Xa, z ]= wm 


sth w = o 一 o。 注意 到 在 了 上 ,所 有 的 乡 一 9 =o =e? (jG = 1, 2, 3), ху =alota)/2, 
ж» =—iblo—o)/2, 由 上 式 便 可 推出 

aj = 0, аһ = 0, А22 2 

У\2рал + pC; (а інв) + BC; (а ір) 一 一 ii (4-160) 


У12фал + 9; С, (a + igb) +q C, (а — ipjb) = aw" 
从 而 式 (4-153a) 简 化 为 
ИЄ 一 Cz; 十 Qi сл (4 – 153b) 
3) 界面 上 的 电势 和 电位 移 连 接 条 件 
根据 上 面 有 关 基 体 中 解 的 特性 ,同时 根据 弹性 体 中 的 Eshelby 夹杂 理论 , 当 外 加 应 力 和 电 
场 是 常数 时 ,可 设 椭圆 夹杂 内 部 的 应 力 场 和 电场 是 均匀 的 。 设 


p° (20) = Созо, g? (za) = 2Re(C;zo) (4-161) 


HAC- 146), (4-148), (4-152), (4 – 153), (4 – 155), (4-156), (4-160) (4 – 161) 
代入 边界 条 件 式 (4-151) 的 第 三 式 和 第 四 式 НЕГ LA 


3 3 
2Ке ЭДЕ, = 2Ке >n (Cz; 二 an Sy) = 2Re(Chzo) 
D и (4 – 162) 
2Re Saf; Cz) = 2Re Say (Cz; t+ aj 671) = 2Re(eš9 pod) 
j=l j=) 
由 上 式 推出 
3 
У)[2зал + С, (а + ibu) + HC; (a —1би,) ] = Co la t+ ideo) + Co (a — ро) 
j= 
3 
> [ 2да 二 AjC; (a 十 iby ; ) +A,C; (a —_ ibu;)] =e Ро (а + iby) +e? po (a 一 lbuo) 
j=1 
(4 - 163) 
由 基体 对 夹杂 无 力矩 作用 这 一 条 件 来 确定 相对 转动 a* 。 利 用 关系 式 


Er kr 
则 确定 о" 的 方程 为 
M, = È za ал) = $| a( $5) +a(% ja ]=0 (4-164) 
应 用 式 (4- 153b) 积 留 数 定理 , 便 得 
Da ituan — (а ibuan] = 0 (4-165) 


С; 由 式 (4 -158) 确 定 ,其 余 的 9 个 待定 实 系 数 ars Cos w HAGE - 160), (4 - 163), (4- 
165) 等 9 个 方程 确定 ,从 而 问题 全 部 解决 。 文 献 [53] 作 了 类 似 的 讨论 。 


4.7 压 电 体 中 存在 一 般 椭 图 夹杂 的 解法 5 


4.7.1 问题 的 提 法 


设 无 限 体内 有 一 长 . 短 半 轴 分 别 为 a, б 的 椭圆 夹杂 ,夹杂 和 基体 间 理 想 连 接 , 在 无 穷 远 处 
作用 有 o~，D”。 所 用 符号 和 上 节 相 同 。 椭 圆 夹杂 的 边界 方程 由 式 (4 — 150) 表 示 。 在 无 穷 远 
处 电介质 需 服 从 的 边界 条 件 为 


с= 6°, р = D” (4-166) 
上 和 式 还 可 用 广义 位 移 和 广义 应 力 函 数 表示 为 


fe ae i |) 


BEREE 


0° = [2107 +205], Ф" = [rE] 
U" = Lur ° йл, Unis – Ер ]ї, 0°, = Гит, » W2 2 U32» — Ег |1 (4 - 167) 
Хб = [on of» o%> ре |Т, У? = [ons o> on» DY | 
在 界面 上 的 连接 条 件 为 
U=U?, @=@° CAT Bb) (4-168) 


4.7.2 解法 
按照 式 (4 -19) 和 (4 一 25), 有 
U = 2Ке[А‹/(«,))а], (f(z,)) = diag[ fz) ], q = [9› al” 


A (4-169) 
Ф = 2Re[B(f(z,))q], Ф, = 2Re >) B; f (z; )q; 
j=l 
进一步 更 设 
U =U" + 2Re[ACf,(z, ))9], @ = Ф°-+Е2Ке[В‹ /„(е.))д |, g = ATE +B 
(4-170) 
AH £, 引 是 实数 矢量 。 计 及 无 穷 远 处 的 边界 条 件 后 , 式 (4- 169) 又 可 写成 
U = [205 + х,0% ] + 2Re[A(f. (z, )>AT E+ 2ReLAC fo (z, ВТ] 
D = [11 E7 — r57] + 2Ке[В‹ / (=. AT] + 2ReL Bi fz Bg HTTP 
按 式 (4 – 99), 解 可 设 为 
(faz. )> = (fo lz;)), falz) = С,/ Si (4-172) 


RPE 由 式 (4 -98) 表 示 。 记 5 平面 上 的 单位 圆周 上 的 点 为 o, 对 所 有 的 5 = = 时, 按 式 (4 - 
98) , 它 把 5 平面 上 的 单位 圆周 变换 到 x 平面 上 的 椭圆 边界 和 相应 的 =, 平面 上 的 对 应 边界 。 在 
椭圆 的 边界 上 有 
671 = s; = cos ġ— ising 

根据 弹性 体 中 的 Eshelby 夹杂 理论 , 当 外 加 应 力 和 电场 是 常数 时 ,可 设 椭圆 夹杂 内 部 的 应 力 场 
和 电场 是 均匀 的 , 即 设 

0® = [zU +5081, Ф" = [zu — zi 1 

US = [ub щй, а, EPI, UP = [ules uh, ий EP] (4-173) 

ж? = [ols оў, оў, DPI, EP = Га, of, o8 DPT 
式 中 uP A и, йй Зе ДАЕ SE HP a. DAE В ТӨШ ДЕ И {ИГ ЛЕ Е вА ЖОР 
的 常数 。 


4.7.3 常数 的 确定 


利用 椭圆 边界 上 的 边界 条 件 来 确定 诸 函 数 中 所 包含 的 常数 。 利 用 式 (4 - 166), 在 椭圆 边 
界 上 , 式 (4 -171) 化 为 


U = cos ф(а0% + n) + sin (0% — Sn — МЕ) 


Ф = cos (a EZ + Ë) — sin (ЬЕ — Ln + 572) (4-174) 
式 中 $S，M, 工 由 式 (4-35) 表 示 。 把 式 (4-173) 和 (4-174) 代 入 (4-168) ,得 
U? =UR+—2y, UP 一 03 一 二 (所 十 ME) 
(4-175) 


epaerttg, ХО = ХР 10р 870) 


利用 关系 式 (4 - 30), 又 可 得 


Us Us u? sue 
= N. : =N ‚ ‘4—176) 
-EF zr)’ 一 2 х? 


Ne 和 AN 的 表达 式 (4-29) 相 同 , 但 取 夹 杂 中 的 材料 常数 值 。 式 (4-175) 和 (4-176) 共 24 个 方 
程 ,正好 解 24 TK HIRE U? ,U3, DP, SP. ë, а. 


4.8 含有 裂纹 的 泛 函 梯度 压 电 材料 


4.8.1 泛 函 梯度 压 电 材料 反 平 面 剪 切 问 题 的 基本 方程 


对 于 沿 zs 轴 极 化 的 横 观 各 向 同性 材料 , (zx1，xzs) 平 面 是 各 向 同性 的 。 设 施加 面 外 机 械 载 
荷 和 面 内 电 载 荷 ,那么 便 构成 压 电 体 的 面 外 剪 切 问题 。 此 时 из, p B Ak (zi, zs) 的 函数 ,或 在 
Bis P(r, 9) 的 函数 ,但 和 面 内 的 平面 问题 (w， ws) 是 解 看 的 。 由 式 (4 - 3) 得 静态 平衡 方 
程 为 


Ona Боз = 0, Din + р, = 0 (4-177) 
本 构 方 程 (4- 10) 化 为 


озу = Cuan 一 615 Es on 一 Сагиз, — es Е, 


D, = eis t3, t+enE,, D, = eis uz, +е E: 


对 于 静电 问题 有 E, =— ea E, 一 一 gz。 对 于 泛 函 梯度 材料 ,材料 系数 不 再 是 常数 ,而 是 坐标 
的 函数 。Li 和 Weng GT XF zs 轴 对 称 的 问题 ,并 设 材料 系数 按 下 述 规律 变化 


Cay Сх) 一 Co A +a | Xz |)*, е15 = е (l +a | 22 |)“, € =en (1 +a | T2 |>* 


a= (СВ, /TS —1)/h = WANE? —1)/h = (Уе /еһ —1)/^ 


(4 - 178) 


(4-179) 


式 中 系数 Cu . eis ;eh 是 材料 在 中 面 上 的 值 ,CY , els ;eh 是 材料 在 T2 =+А 面 上 的 值 , All a 为 
材料 常数 。 考 虑 到 载荷 和 几何 形状 的 对 称 性 ,只 需 研究 ху 22 0, zz > 0 的 部 分 ,从 而 | z, | = 
Xp | ÆRU – 178) MICA -179) 代 人 (4-177)》, 可 得 


С, ГУ? из + Cka/E)us, ] eis (Wp (ka/é)9,2 |= 0 


(4-180) 
els CV? u + Cka /E) из, Jeet [V e + (ka /€) 0,2 j= 0, ё = 1 + ах» 


званае we 


кате —@ 


APV 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 。 一 般 情 况 下 ，(eks) + Caen Z 0, 所 以 由 上 式 可 得 
Vius + Cka/E) us,s 一 0, Wot (ha / 2), 一 0 (4-181) 
裂纹 面 上 的 边界 条 件 和 结合 面 上 的 连接 条 件 可 以 写成 


бззб Ху, 0) 一 0， E, (21, 0+) = Ef Cz, 07), Р, (х, ot) = DEC, 07), Ох лт, < а 
Us (21, 0) 一 0， g(r» 0) = 0, о (2, or) = 6321, 0°), a < 2 < со 
(4 – 182a) 


式 中 字母 右上 方 的 上 标 c 表示 有 裂纹 空气 中 的 量 。 根 据 在 无 穷 远 处 是 规定 情形 (1) 电 位 移 或 情 
形 (2) 电 场 的 两 种 情形 ,无穷 远 处 的 边界 条 件 可 分 别 写成 


$Æ): сз (X15 h) = г” = ССА" /Ch )то = (еъ/ єт 3°, D: (zi Й А) = D° (4 — 182b) 
情形 (2) : ox (zi, h) = c” =m — Е, Ela, h) = E”, 0 < z < оо 


式 中 D°, E”“ 是 外 加 电位 移 和 电场 sTo 是 无 电场 时 的 外 加 应 力 . С 一 Ch + Ces)? /eh ° 
4.8.2 RFR іа 88 5: 


考虑 到 问题 的 对 称 性 ,Li 和 Weng"! 9 Fourier 余弦 变换 来 解 反 平面 前 切 问题 。 由 式 (4- 
181) 可 设 


uz (1s х;) = 2 | ГА, (I CEs/a) + А»(%)К(#$/а@) ]cos(sZzl)ds 十 aizs 
0 


pars а) = 2 |” ECB, GY Cs /a) + Bas) Ky(Gs/a) Jeos(s.ny ds — бул 
(4-183) 
RP E= 1 Бах, B= (% 一 1)/2, 1, K, 分 别 是 第 一 和 第 二 类 修正 的 Bessel( 贝 塞 尔 ) PAR, 
Ais), BORER, ao br 是 实 常数 ,它们 均 由 边界 条 件 确定 。 由 上 式 可 导出 
ваба, а) 一 一 全 | se*L (CAs + es Bs és/e) + 
(Ca Ar + е, Br) Ky (€s /a) Jsin(sz1) ds 
ва (ху, ж) = — 2 (CC, A, + es BOLE Ty Gs /a) — s£ PY (Bs /a)] + 
(Cu Ar + ers Be) [Bab ™ Ky (€s /a) — sE K, CEs /a) ]} cos(szi )ds + 


Cuar — esb: 


(4 - 184) 
Di (215 25) = — 25 së "| (е; А\ —en В.) (és/a) + 
(е А» —є Bz) K,(€s/a) lsin(szi )ds 

(4-185) 


D: (tis z2) = — 2 (Свае? 1,065 /а) — 56781,05 /а)] 。 


(es А —en Bı) + [аё 2! K,(és/a) Z sê EK CEs /a)] * 
(е; А» —eg Bz) }cos(sx1)ds + esa) +e b, 


E, (2, m2) = 2 [T ECB CEs /a) + B:K;(£s/a) |sin(sx,)ds 


E; Cxi, z+) = Z| (Свае? es/a) — sé HI (Es /в) ]В, + (4-186) 
B,[Ba 8 К, (5 /а) — sE PK CEs /a) |} cos(sx,)ds + b, 
Җир 1, KEL, Ky 的 导数 。 


在 裂纹 的 空气 中 有 
Di =“Ej, D; ==E;, Wg = 0 (4 - 187) 
其 解 可 设 为 


p (zi, 22) = 二 | Csin hkszra)cos(szi)ds， OX z, <a 
0 
DEC, 0) =0, Р(х}, 0) =— 2 | СС) созбо) (4- 188) 
Е?(х\, 0) =0, Е, 0) =— 2 [7 sC(s)cos(sa1)ds 
0 


AF C(5) 是 待定 函数 。 利 用 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,可 得 
А, (5) == ВКА, (5) . В, (5) 一 RB, (5) 


Ball Hah) LUC +ah)s/a]— 51%(1 + eh)s/e 
BaQ +аћ)'К,[(1 +ah)s/a]— sK +ah)s/a 


t pe oè = Ch pe eh (4-189) 
a = е15 Бейт ‚= 44 = cist (情形 1) 
Ch €11 Са єп 
h со оо 
а = Е 十 = Й b, 一 E” (情形 2) 


Ch 
把 介质 和 空气 中 的 E, (жу, 0), polars 0), Et (zi,0) 代 入 边界 条 件 (4 - 182), 可 得 下 述 对 
偶 积 分 方程 组 


| (s) [Ip(s/a) + RKg(s/a) Jsin(sz=,)ds = 0, 0 < z <a (4-190) 


[B (s)[I,(s/a) + RK,(s/a) ]cos(sz,)ds = 0, a < zı < оо 
0 
如 定义 
1 
Bi (s)[Tp(s/a) + RK,G/a)] = Ска? /2) | ФСЈ Свара (4-191) 


RH Jo 是 第 一 类 零 阶 Bessel 函数 , 则 式 (4-190) 中 的 第 二 式 自动 满足 ,第 一 式 要 求 OD) =0, 
由 此 推出 В; (5) 一 0， 进而 立即 得 出 В, (5) 一 0, 
把 23 (ту, O), изб, 0) 代 和 人 边界 条 件 , 计 及 В, (5) = B, (s) = 0, 便 得 下 述 对 侦 积 分 方程 


| FG AGDcosGszi) ds = (х/2)(С% a, — е? br) /C1u , 0 < ж <a 
0 
оо (4—192) 
| A(s)cos(sz,)ds = 0, a < xı < оо 
0 


1 


式 中 


ACs) = А, Gs2[ 1, (s/a) + RKg(s/a) ] (4 – 193) 
[Bal,(s/a) — sIp(s/a) ] RU faKa(s/a) — УКС /а) ] 
sLlsCs/a) + RK,(s/a) ] 


对 偶 积 分 方程 式 (4 - 192) 的 解 可 以 写成 


F(s) = 


A(s) = na ce VGEM Je (san) dy, Со, = 一 С «а, 一 eb, (4 — 194) 


式 (4 -194) 自 动 满足 (4 -192) 中 的 第 二 式 , 为 满足 第 一 式 , 亚 (7) , 需 满足 下 列 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 


тор + | DG 24у = 7 


СО» 2) = 4 m [сола — 117, (sm) Jo (ғу ) ds 


(4 – 195) 


4.8.3 反 平 面 剪 切 问题 的 裂 尖 渐 近 解 
裂 尖 渐 近 解决 定 于 -> оо 时 的 解 。 把 式 (4- 194) 分 解 成 奇异 和 非 奇异 部 分 ,得 


AG) = na É a Жж = | ah: Gam il ye (4-196) 


dh J, 是 第 一 类 一 阶 Bessel 函数 。 上 式 中 的 积分 项 在 裂 尖 z, = a 处 是 有 界 的 ,奇异 性 质 只 
RETS 更 (1) 的 项 。 利 用 修正 Bessel MACH PREM: 


. 1 т 1 
limI,(s) = e, limls(s) = е' 
кте f Jf ons pro f 27s (4-197) 
. — x — . 7 ра 
limKy(s) = J e" mK =~ zs 
经 过 复杂 的 计算 后 得 到 
on =— Cua (DE F. (s), ав =— Cuaw (1) E f, (s) 
D, 一 一 eC av Der дб, р, = Cu aO f(s) (4 - 198) 


Е, = 0, Е, = E= 


式 中 
fits) = | (sae? sin€sx, ds 一 一 — s [a — 45%) 
° а rite (4-199) 
— % 一 sr9 __ 1 __ r 001 + 6, 
f. (s) = | J, (за)е acos(Csri)ds = a cos [0 一 > ) 


式 中 极 坐标 ro гу, r2s 0, Ais 0, 的 意义 见 图 4-3。 令 0 一 0， 0. 一 0， T2 > 2a, r>a, 由 式 
(4 - 198) 可 得 裂 尖 渐 近 场 为 


Ky . 0; Ky i 
с sin, 03 = cos —, Е E, = 0 
Ë yY nT 2 “ a RT 2 ! ; 
D, 一 一 Ko һб ， D, = Ko соз & (4 – 200) 


2 0 Ло 0 
Ky = C% матб), Ky = 22K, = oe Jaw) 
44 44 


上 式 表明 ,对 于 兴国 梯度 材料 , 裂 尖 渐 近 场 仍 具 有 1/Yr 的 奇异 性 。 由 于 бә, 包含 as b, 见 式 
(4 - 189), 所 以 对 于 无 穷 远 处 的 两 种 电学 边界 条 件 , 应力 强 度 因子 和 电位 移 强 度 因子 是 不 同 
的 ,但 在 两 种 情形 下 ,电场 强度 因子 都 是 零 , 即 电场 在 裂 尖 没有 奇异 性 。 


4.8.4 面 内 问题 
面 内 问题 可 类 似 于 反 平面 剪 切 问题 处 理 , 但 更 为 复杂 。 本 处 讨论 ri zs 平面 ,本 构 方程 为 


в = Cu ui. 十 Cis изз — ea Ez, бз = Слз zi 十 Cas из з — ez Es 
©з 一 Cu Сиз 十 zs,l) —esE,, Dy = еби, 十 zs) 十 sii 五 1 (4 - 201) 
D; = еди: + €33 U3,3 ess E, 
式 中 材料 常数 随 坐 标的 变化 设 为 指数 函数 ,在 (zl ，zs ) 坐 标 系 中 设 
(Cis Cs , Сз, Cu s ёзу» €339 @15 s E11 + E33) = (Ch + Cis 0 C3 9 Cus е , ёз , eis s єзї ‚єз e7! 
(4 - 202) 
式 中 8 是 材料 常数 。 用 广义 位 移 表 示 的 平衡 方程 为 


Chun + Citi, 十 (Cist С, изз + (ез 十 eis ) p,13 + ВСС (шз + 3,1) + espa] =0 
Сиз + Сззиззз 十 (CR 十 Ci Эи аз + sgn + e839,33 + 8С? и 十 C33 us,s + és 9,3) =0 
eis Uz, + e333,33 + Сезз + ets )2 3 一 El Фә, — e$: p.33 十 Blesiu,l 十 еззиз,з —єзз ,3) =0 


(4 – 203) 
在 裂纹 空气 中 的 方程 仍 为 式 (4- 187), BD 
Di=&Ei, Dg =c Ej, Vet = 0 (4-204) 
和 上 一 节 一 样 , 考 虑 到 载荷 和 几何 形状 的 对 称 性 ,只 需 研究 ху 220, zz 之 0 的 部 分 。 裂 纹 
面 上 和 结合 面 上 的 连接 条 件 , 以 及 对 称 性 条 件 可 以 写成 


Oi (X15 0) 一 0， E: (z, 0+) = Es (zi, 07), Da (х, 0+ = D Cti,» Oo), 0<| л, |< а 
uz CTs 0) = 0, plz» 0) = 0, оз (21, 0+) = 0, a <| z, |< со 


(4 — 205a) 
根据 在 无 穷 远 处 是 规定 电位 移 或 电场 的 两 种 情形 ,无 穷 远 处 的 边界 条 件 可 以 分 别 写成 
情形 1: 633 (219 h) = в” = Css do — р" 9 сз (215 h) 一 0， D; (z, 9 h) = D° 
33 33 


情形 2: 033 (2X15 h) 一 o” = с, — е0. E” e, PREE h) = 0, E, (z, + h) = E” 
(4 - 205b) 


ШЕШЕНЕП 8—0 


AP оо 是 无 电场 时 的 外 加 应 力 ，C 和 = C3 + (е9) 1es 。 围 绕 裂 纹 的 广义 位 移 单 值 性 条 件 为 


r pCa, dx, = 0, ф(х) = d[u; (zi, 0*) —из(х\, 0-)]/dz,, 0 <| = |< a 


(Л 
Ж 
性 
理 
论 


(4— 206) 
称 式 中 y(zxi ) 为 位 错 密度 。 显 然 在 结合 面 上 , wus (xi, 01) — u (zi, 0°) = 0, 
仍然 采用 Fourier 积分 变换 的 方法 求解 。 设 
2 < [° 
ш (21,23) 一 一 >| аА, (5) ез sin(sz,)ds 
T 2179 
2 (= 
из (Zi; Zí) = = >I A; Cs) e733 cos(s1) ds + a (1 — е P) (4 - 207) 
j=1 


6 сю 
g(r» 23) 一 一 2 DI Б,А Cs) е?" cos(sx,)ds — bb (1 — et) 
j=l 


式 中 А; (5), Qo» бо 是 待定 函数 和 常数 ,ai (5), b; (s) J EL ТРА, у; (5 为 下列 特征 方程 的 根 


(fsqs + gz bY? 十 (Co 十 gz 十 jg 十 gp)7 + fsa + gx ba + Ра + gi bs + 
figs + gopa) Yt + СФ + вр + fam + gb: + figs + Bobs + fog) y? + 
(АФ + вз Ро + fig + gi bn + foge + gop) y? + (Ф + gi bo foq + go bi )y + 
(fod + Zopo) = 0 
(4 ~ 208) 
由 上 式 可 知 ,yY 有 6 个 根 ; у; = 1—6). 不 失 一 般 性 , 取 Rey, (5) < Rey; (5), j = 1 — 5, Fi 
时 a;《s)，b;(s) 由 下 列 方程 确定 
gY? + q y; + qiy; + qo 
8:7 + 81У; + go (4-209) 
[(С%+ С sy; + Cis Bla; + Сзззу; + С By; — Cus 
e3ssy; + ess BY; — eiss 


a; (s) 一 


b; (s) 一 


式 中 

fo =— (ее + Cis) Bs 
= (ees + Сїзєзз?8*— Leis Cels + ea) ten (C+ Cu) Js’ 
= [es (269+ Cü, кесе + es) 05, fs = Lels (C+ Ch) + ed Се + еї) Js” 
po = (Cuh е) 5°, =— («3 С. + 2еззе1в + el Сз) Bs 
p: = (ез + Chen) 一 сс at 2езе + el C5s ) s 
ps = 203 + Coes) Bs, Pb, = без + C3sess)s° 
go = els (6063 + Сєз )8° + Сї, (els єзз — ёзз el ) s? 
gi = {es Lel (Cht Cu) + ез (eh + е5) ] + Сез + els) Сезуезз А Сез) 一 

Cu (ets 33 — es el ) } Bs 

go = {бе + h Leds (C+ Ch) + езз Сез + els) ] — С, (els єзз — езз el} s 
qo = езз (Chel + е) 85 
q 一 一 els (e 十 Cies)? + Lles Cit езе) — Cels ess 一 езу є) (Ch + Cu) 18 
аз 一 一 (eg + 2е1„) Кең + Сез) 85, дз =— Сез tes) Сезз + Cies) 8 


> > 
l | 


对 式 (4- 204) Е Fourier 变换 ,并 取 
g(a» 23) = 二 | Bosin h(sz;)cos(sz,)ds, —aáa < zı < a (4-210) 


式 中 B(s) 是 待定 函数 。 
利用 式 (4 -206) 中 的 位 错 密度 Сл) ,边界 条 件 cs Се, 0) = 0 (0 < z, <a) 和 其 他 边界 
条 件 , 以 及 式 (4 - 210) ,最 终 可 导出 下 述 奇 异 积分 方程 


ос 


IF pof tM a а) +M,G, z) |ш = Z= (4-211) 


请 


式 中 


M, t, 2) = | CZ (D/Z — 1]sin(st)cos(sx1)ds 


k: Cs) ò; (s) | 
М; (т, 21) = => zf z, сау" TDA sin(st)cos(sx,)ds (4 ~ 212) 
k; (Cs) | | . 
ZG) = У) 5 Ži di(s), Z7 = 2,08), = 0,1,2, 3,ј = 16 
j=1 ko (s) soo 
式 中 
3 
ko (s) = Nra C5) 8; (s) 
j=1 
kı Cs) = 113722 — 112723 > k, (s) = үү] Мәз  Tl3721 » Ёз (5) = rura — rurz 


340 (s) = ром — а Юз во (5) =— до» бы(5) =— dog 
Ba (SD = 02501; — P15 02; ° 55; (9) 一 02401; ~ P14 P25 
8 (s) = do; ёа /$ + буй /deo 

p; (sd) = didi — dad, рә (s) = 4594; — die d; 


j=1,2,3 


6 6 


кыо = 1— У) 5-8, ек, r G) = b (s) — Dy Za e 
i=4 ӨЮ i=4 Yü 


rs; (5) = 4; 一 У) Sua e WARS 
i=4 


do; (s) 一 Сїза, (s) + y; СС: — e3sb;) ’ dij Cs) = Ch, (ya; —_ 1) + elsb; 
dz; (s) = ea а; + y; Ces —єзз b;) (情形 1), dz; (5) = Yb; (情形 2) н =1~6 
da; (s) = ea; + y; (ез —еззб;) 

式 (4 – 202) #104 -206) 组 成 了 可 解 奇 异 积分 方程 组 。 


Pw) et (4 — 213) 


zz Vi—w a 
把 上 式 代入 (4 - 211) ,然后 采用 Gauss-Jacobi 数值 积分 方法 求解 积分 方程 。 广 义 应 力 强度 因子 为 
Ki = lim J 2x Cx, — a) oss (Zi 0) = oo VnaB (1), Kp = (Z¥ /Д K] (4 一 214) 


х-жа 


фо) = 


文献 [57] 和 其 他 一 些 文献 讨论 了 更 一 般 的 问题 。 


均匀 压 电介质 中 的 线性 夹杂 


5.1 均匀 压 电介质 中 夹杂 尖端 的 渐 近 场 


5.1.1 线性 夹杂 尖端 渐 近 场 的 一 般 形式 :3' 91 


讨论 压 电 体 体 中 会 一 线性 夹杂 的 裂 尖 区 浙 
近 场 时 ,由 于 讨论 的 裂 尖 区 远 小 于 夹杂 的 长 度 ， 
更 小 于 物体 的 尺寸 ,因此 等 价 于 讨论 半 无 限 线 
性 夹杂 的 问题 。 现 在 讨论 线性 夹杂 尖端 渐 近 场 
的 一 般 形 式 。 设 半 无 限 线性 夹杂 沿 z, 轴 伸 向 
一 ceo， 顶点 取 为 坐标 原点 ,因而 在 极 标 系 中 , 物 
ЖЕ KR MOS r< соо,—дл<0«<т‹( 5-1), 


AW RIE BBE. EIR Н л Жи 


近 解 的 形式 为 
Fz) = gz +1), z, = z + iz = r(cos 0 + u;sin 0) 
FAGD = file) = фе}, и; = a; + iB, 


(5-1) 


式 中 4 为 待定 复 常数 ,z; 为 广义 复 变数 。 为 使 在 夹杂 尖端 区 无 限 小 的 区 域内 的 应 变 能 有 界 , 需 


ft A >— 1/2, sk (4-19), (4-20) #94 – 25) 81 


4 
— _1 at = БАН 1 a+ ALHS’ 
кали 12} j ; Z; J = ——LA¿(z; + А‹х=* 
U А-Е1 >, 6а) q; а; z; q) Л il (21729 (жу q] 


o= 


| 


4 — 
— bia +6894) = HIB q+ BEE") 1] 
j= 


+ 


4 — 
E=- Ф, =— X) (wba tab BT) = Boy. zt q+ Beg. Z: yq 
j=l 


E= Ф. = >) (Бх); +5, z} a) = Biz yq + Biz) q 
j= 
在 极 坐 标 系 中 , 径 向 平面 的 法 线 n Ar HEH. В n( 一 sin 0, cos 0) E BJ Él JJ Xt TH 
Т, = сапу tonne =— да 510 0 + ozscos0 = Ф, sin @+ Ф, усо5@ = 


4 
ф,(е;) Z 2Re >) (--В„е}"е,) ‚ Ф,К(е;) = d®,(z;)/dz, 
r 


j=1 


(5-2) 


T= 2Re| B (x)g | (5—3) 
上 式 可 用 来 讨论 任意 顶 角 的 模 形 夹杂 。 
5.1.2 应 力 奇 异性 


应 力 奇 异性 和 线性 夹杂 尖端 附近 的 边界 条 件 密切 相关 ,需要 对 不 同 的 情况 分 别 进行 研究 。 
D 两 边 自由 (裂纹 ) 
边界 条 件 为 


T(r, + х) = 0, RM 5, (Р, + к) = 0 (5-4) 
对 于 在 Tı 轴 上 的 点 有 Zi 一 1 == Lie 把 式 (5 一 2) 代 入 上 式 便 得 


ей" Bq 十 ei Ba =0, e pq + ew Bg = 0 


(5-5) 
或 > (енча, + e gb) = 0, > Се", + e* gB) = 0 
从 式 (5 - 5) 中 的 第 一 行 消去 85 或 从 式 (5 - 5) 中 的 第 二 行 消去 5; , 便 得 
(1 — e1) Ва = 0, 或 (1 一 eic)p9 =0,7 =1~4 (5-6) 
由 于 了 是 非 奇异 的 ,要 4 有 解 , 必 须 其 前 面 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
(ї—е)*=0, (1 — е") = 0 (5-7) 


应 力 是 奇异 的 ,和 且 奇 异性 指数 为 一 1/2。 
2) 两 边 国定 (广义 刚性 夹杂 AB Few HH AB) 


边界 条 件 为 
U(r, 士 r) = 0 《5 一 8) 
此 时 有 
е“ Ag + e™ Aq = 0, е Ag + eb" Ай = 0 (5—9) 
4 4 
或 D ehga; te GG) = 0, У (e "qa, e qaa) 一 0 
j=l 7 一 1 


由 上 式 知 ,对 每 一 个 Н А =— 1/2, 0, т/2, т 为 正 整 数 。 
3) 其 他 边界 条 件 
其 他 边界 条 件 , 如 一 边 自由 ,一边 固定 的 边界 条 件 为 


5,(к, — к) = 0, Ur, x)=0 (5-10) 
均 可 类 似 讨论 ,本 书 不 再 详细 研究 。 
5.1.3 RRE 
由 式 (5 ~ 7) # (5 -8) 知 , A = 1⁄2 时 ,广义 应 力 具 有 奇异 性 ,以 之 代入 式 (5 - 1) ,得 


人 


BERSE 


Fi(z;) =q;/ Vz; = q, / Уг Vcos 0 十 sin9。 按 式 (5 -2), 便 得 


ы 1 Вон. 
Zu =— 2Re >, ub, =a; )=— 2Re > sq; 
>| Vz; | j=1 Jr Veos 8+ ujsin 0 


4 1 4 Big; 
>; = 2Re У) b; ——q; |= 2Re H2 

>| Jz; | > vr /cos 0 + и; зїп 0 
E 一 一 2ReB( yp. za" Yq, 五 > = 2ReB(z22 yq 


按 通 常 的 方式 引入 应 力 强度 因子 , 即 


(5-11) 


К = (Кү, Кү, Kq> Къ)" = lim V2rr (ог, G22» O23» D)" А = lim 2х5, ñ 
ro =o г=0 p= 


(5 一 12) 
显然 ,上 式 定 义 的 KK 是 实数 。 若 令 
1 _ 1 _ _ _ 
一 B IK, i = B; K;, Bp = |В 1 ij (5-13 
4 一 了 VA q 2 J [B>] ) 
则 可 推出 
1 ы B; Bz К, 1 ы B,ByK, 
>21: 一 一 一 二 一 R ‚ 2; = 一 一 一 R 
V2nr ° > y cos 0 + sin 0 2rr j=! cos 6+ psing 
E= 1 Rep ( f> )B'K | (5-14) 
PP Jos Fp. зїп б 
х,= —1 Rep ( 1 увк 
2xr y cos 0 + u. sin 0 
“49=0 в, н Esty Е 5, = K/ V2rr， 这 说 明 式 (5-13) 的 假设 是 合理 的 。 
5.2 AAE RA PARRA HAARAD ”四 
5.2.1 单个 绝缘 裂纹 
图 5-2 表 示 一 均匀 压 电 体 中 在 x, 轴 上 的 
(—а, a) 段 有 一 裂纹 , 记 为 L. ,在 裂纹 上 下 两 面 作 用 
相同 的 应 力 Xo (z) 一 [zr ates És » —g* 1, 在 无 穷 
远 处 没有 外 力 和 电位 移 作 用 ;同时 在 除 裂 纹 外 的 结 — 


合 面 上 ,广义 位 移 和 广义 应 力 都 连续 。 令 dla) 
ху 轴 上 的 上 面 和 下 面 广义 位 移 的 间断 值 ,注意 到 对 
任何 了 有 zy = s WERA- 19), C4 - 24) 和 图 5 -2 单个 绝缘 裂纹 
(4 -25), 有 


е & 
XZ, (21) = 2Re[ BF (x,)] = BF (11) + BF(x,) = 2Re У\ЬЕ, (zi) 
. j=1 


4 
d(x) = U" (zi) — U (ху) = 2ReAL fr Gi) — f(a.) ] = 2Re У\а, [ff (a) — fr (Cx)] 
j=l 
а (21) = 2ReALF*(2,) — F (zx,)] 
(5-15) 


式 中 字母 右上 角 的 符号 “十 ?表示 从 zz 为 正 的 半 平 面 趋向 z, 轴 , 右 上 角 的 符号 “一 ”表示 从 x; 
为 负 的 半 平 面 趋向 ху 轴 。 在 结合 面 上 ,位 移 和 电势 . 面 力 和 电位 移 都 连续 ,因而 要 求 


d(x) = 0, X; z) = XZ; (3), z € L. (5-16) 
在 裂纹 面 上 , 张 开 位 移 是 待 求 的 ,而 广义 应 力 是 给 定 的 , 即 在 裂纹 面 上 有 
X(x) = XT Cr) = X; (х1) = X, lx), Ti EL. (5-17) 


由 于 广义 应 力 在 裂纹 面 和 结合 面 上 都 连续 ,所 以 应 力 在 整个 z, 轴 上 都 连续 , 即 有 

ВЕ” (21) +BF (д1) = BF (11) + BF (ху), — оо < ху < оо (5-18) 
由 于 Е (ту) = Е C), F (ху) = Е (zi)， 故 上 式 又 可 改写 为 

ВЕ*(х,)—ВЕ* (ху) = ВЕ- (21) — ВЕ (ху), — оо < z, < оо (5-19) 
由 于 上 面 等 式 的 左边 为 在 zs > 0 解析 的 函数 的 边 值 , 右 边 为 在 zz < 0 解析 的 函数 的 边 值 ,而 


在 zi = 0 上 是 连续 的 ,因而 在 全 平面 解析 , 它 只 能 是 常数 ;又 设 在 无 穷 远 处 没有 外 力 和 电位 移 
作用 , 故 该 常数 为 零 。 从 而 有 
BF*(x,) = ВЕТ (ху), zz >0, ВЕ (x) = ВЕ (21), z+ < 0 (5-20) 
利用 式 (5-15) 和 (5 - 20) , 式 (5-17) 可 以 变换 为 
5„(х,) = BF*(27,)+ BF (т) = E(x), ү Є L. (5-21) 
1) 解法 1 
式 (5- 21) 可 变换 为 
FI(r)+F (х) = B 1X (а) = 50а), m € L, 
(5-22) 
F} (a) +F} (а) = Bp Eala) = Xy (zi), Bi = [87], 


式 (5-22) 是 4 个 自 变 量 均 为 广义 复 变 数 的 矢量 型 Riemann-Hilbert 问题 ,但 其 分 量 是 相互 解 
耦 的 ,所 以 其 解 很 容易 求 得 。 由 于 现在 讨论 单个 裂纹 ,所 以 对 每 一 个 分 量 可 按 1. 6. 1 节 的 方法 
处 理 。 式 (5 -22) 相 当 于 (1 -73) 中 g 一 一 工 的 情形 ,因而 基本 解 中 的 寡 次 y 均 为 er 一 一 1， 
у; = 1/2, 从 而 在 > 平面 上 的 基本 解 为 


Q(z.) = diagl Yo: (z), Yo: (2), Yas Cz), Yo Cz) | = (Yo (z, )›, Yo (=, ) 一 1/ м zz — а? 
(5 - 23) 


类 似 于 式 (1- 95) 和 无 穷 远 处 应 力 为 零 的 要 求 , 原 问题 非 齐 次 方程 式 (5 - 22) 的 解 为 


QeSRSERSeneE Wese 


X (zi)dzi 


_ 1 1 
Fl 2 = YoC о[с +5 рет |; [0 j = 
z. z ЗЕ], Yo (zi ) (z: — z;) Yo (z) ea 
(5-24) 
— 1 X, (zi )dzi 
Fz.) =e c+], Te Cee | 06.) = ole.» 
42.2) =— X, 是 常 矢量 时 , 按 式 (1 - 131), 上 式 中 的 积分 可 以 表示 为 
[Cyt SA 
—1[ VG aa) Soda _ Ls [一 /G a) + z] 
2ri 工 (x — z) 2 
从 而 式 (5 - 24) 可 化 为 
1 Zj C; 
Е;( о = 1х, + 上 一生 
КЕ “ау I a 
(5-25) 
1 z, C 
о Сат eS 
=.) zl /7 
广义 位 移 单 值 性 条 件 要 求 绕 裂纹 一 周 后 ,位 移 回 到 初始 值 ,或 
$ vaL = 2ReAf (L)dL =0, 或 | d (an )dz, = 0 (5-26) 
或 [ ГЕ} (ху) — F; (21) Јах; = 0 
ERER C, = 0, RUA 
BF(z*), = 181-140 ето 
2 (22, — а?) 
1 Zi 1 _ x; 
B; F; (z; ) = ERA] 14 |- s Bu Bi Zo [- 1+ 一 二 一 | 
San ] 2° *^°“ С а) 
(5-27) 
从 而 问题 的 解 为 
U; = Re >)А„В Saal M/C? —а*) — z; ] 
j=l 
4 
Ф, 一 Re S)B;BeZaL у (2? — а?) — z] 
т (5 - 28) 


4 4 РА 
5; = 2R B; F, 3) 一 R B; Bz 2 [- 1 + ==) 
2 е > 2 е > k < OR Ме ау 


4 4 2; 
Xa =— 2Ке У) B; F; (z3) = Re 3) BBP Eu} T 


j=l j=l у (zi — а?) | 
在 zi 轴 上 ,所 有 的 Zj 都 等 于 zl, 所 以 在 式 (5 - 28) 中 有 B,, By = 0, x | 21 |< 0 В, 


z, / / (zi — a°) 是 纯 虚 数 , 所 以 式 (5 一 28) 给 出 Хь = Уш 满足 边界 条 件 。 EARR 21 =a 的 
Fath iA Cr, 0) +, Ц z, — а BF, х; —a = r(cos0+ u;sin0), z; +a = 2а, 所 以 式 (5-28) 
的 渐 近 形式 是 


4 
Хз = Re >B; BR 1 Dor Vra 
j=l 2rr соз F msing 
і (5-29) 
Za =— Re JBB} „/ Хо vra __ 
j=l Tr cos 9 + узіп 0 
HERG - 14) 可 见 , 裂 尖 的 渐 近 解 是 一 致 的 , 且 
K = XZ, V xa (5—30) 


由 上 式 可 兄 ,在 线性 电 弹 性 理论 中 ,电场 对 机 械 应 力 强度 因子 没有 影响 ,机 械 应 力 对 电位 移 强 
度 因子 没有 影响 ,这 种 情况 是 物理 模型 决定 的 ,和 实际 情况 并 不 符合 
2) 解法 2 
式 (5 -21) 还 可 变换 为 
ht (21) БЕ (д) = B(x), hle) = BF (z) 
ht (х1) + hí (a) 一 Eo: Cx) 


采用 和 上 面相 同 的 方法 ,可 得 


(5-31) 


__ So CX1) dx — 1: _ 
hlz) = [Ctl Fae, суу], 000 = diagLYo Cz)] (5 - 32) 


当 怠 (zi) = 一 ,是 常 矢量 和 计 及 位 移 单 值 性 条 件 时 ,可 得 


ИКИ ИНЕ es 
h( z) ВЕ (x) L| VES У, (5 – 33) 


由 上 式 求 得 的 ix) 是 z 平面 上 的 解析 函数 ,同时 也 是 任 一 =; 平面 上 的 解析 函数 ， AW F3Ë 
方法 求 得 F(z. ) 的 第 7 个 分 量 是 z; 平面 上 的 解析 函数 。 


F(z.) = [F Ga), 5, Fale) J = BthGe.), F(z)) = Bilhi(z;), Ву = [B]; 
(5-34) 


所 以 有 
BF (z.) = ВІВ (=. )] 


В,Е,(2;) = В,В ih. (z) = В, Ваха [—1+2,/ С а?) | 


(5 – 35) 


上 式 和 式 (5- 28) 相 同 。 应 当 注 意 ,在 同一 个 平面 上 有 ВЕ (х) = BLB 'h(z)] = h), 但 由 于 
F(z.) 是 4 个 平面 上 的 函数 ,不 是 同一 个 平面 上 的 函数 , 故 ВЕС.) = ВІВ hC, )] Z 
hlz. )o 但 在 Tı 轴 上 有 21; = Tis 所 以 BF (z) = В[В-!Һ(х,) | 一 h(x). 

下 面 讨论 裂纹 面 上 位 移 的 间断 值 。 引 人 符号 


Y =АВ,‚ Н=Ү+Ү=ї(АВ!—АВ!) = 2Re(iAB™) (5-36) 


人 


注意 到 在 裂纹 面 上 , 按 式 (1-49), 当 | zu |< a, 时 ,有 /Z—a =Hi Va; — z + Mit east 
(5 -15) 求 出 裂纹 面 上 位 移 的 间断 值 为 


id (21) = iALF* (х1) — Е-(х,)]—1А[Е* (ху) — F-(z,)] = 


HUA (zi 一 三 (zz 一 iD 一- — 
1 1 ° Ха ax) (5-37) 
d(x) = yla — 27?) (а? — zt) 
同时 ,在 z, >a HOR Bie 的 轴 上 有 
X= BF (zi ) +B F( y= | 1+ = ] a EE _ 
2 21 | # 一 a) Zo Inlay, = 


所 以 按 式 (1- 28а) ,裂纹 扩展 时 的 能 量 释 放 率 为 


А т шта KT _ _ 
б lim эң |, 3T(A 一 r，0)dCr，0)dr lim aI ma HT V2rdr = 
(5 - 38) 
i r/A I yt — кт 
lim mel ala K HK dr = 二 | V T74% AK HK = ("HK 
式 中 K AK 是 矩阵 记 法 。 推 导 该 式 时 利用 了 下 列 公式 
Гаа о = qm Вед cl (5—39) 
0 sin gr 


5.2.2 HARR 


WE z, 轴 上 存在 2 个 裂纹 ,其 左 端点 记 为 a, , 右 端点 记 为 到, 其 集合 记 为 工 ( 图 5-3)。 
显然 , 式 (5-15) 一 (5- 22) 仍 成 立 。 和 上 面相 类 似 , 问 题 的 解 为 


Do; (zi) dz, ] " 1 
， Ү,(2;) = —— ———.—" 
2riJr Yt (z, ) (z, 一 z; ) a I (z; — a,) Cz; — b,) 


F, (2) = Yo (z; ›[ Ces) + у: 


Bo (x) dz 


sl, Faiz} Q(z,) = (Yo (z, )> (5—40) 


F(z.) = Q(z, )| Cz. ) 十 二- 


图 5-3 共 线 绝缘 裂纹 
上 列 诸 式 中 Y, (z, ) 是 多 值 函 数 ,为 使 其 在 全 平面 解析 ,需要 取 一 单 值 分 支 , 通 常 选取 下 述 分 支 


lim[ zY. (z;)] = 1, RY) = +i, z 一 оо (5-41) 


j J 


这 相当 于 从 最 右 端的 裂纹 的 右 端点 沿 z, 轴 向 左 直至 一 c 作 一 割 线 。 为 使 F(z. ) 在 无 穷 远 处 


解析 ,由 式 (5 - 40) 推 知 ,CC=, ) 的 宕 次 不 能 超过 裂纹 的 个 数 ”, 若 要 使 F(ce) = 0, С(х. ) Ж 
次 不 能 超过 ”一 1。 
同时 对 于 这 类 复 连 域 问 题 ,还 要 增加 单 值 性 条 件 : 


$ UdL = 0, j = 1s Bry n Уш = L, (5—42) 


关于 刚性 夹杂 等 问题 ,将 在 下 一 章 中 和 双 材 料 问题 一 起 讨论 。 


5.3 ”部 分 传导 、 部 分 绝缘 的 裂纹 问题 


5.3.1 一 般 讨论 


为 确定 起 见 , 讨 论 位 于 zi 轴 上 的 单个 裂纹 ,左右 端点 分 别 位 于 一 和 十 a, 并 记 裂 纹 部 分 
为 L.。 在 无 穷 远 处 作用 有 ЖГ 和 5>》。 在 裂纹 尖端 ,电场 和 应 力 都 很 大 。 通 常 压 电 陶 次 强度 
高 ,塑性 差 , 当 外 加 应 力 场 不 很 大 ,而 电场 较 大 时 ,尖端 逆 性 区 可 近似 地 不 予 考虑 ,但 置 于 空气 
中 的 装置 , 近 裂 尖 区 的 空气 隙 往往 被 
击 穿 而 导电 ,导电 后 ,由 于 电场 强度 降 
低 , 击 穿 部 分 又 变 成 绝缘 的 ,如 此 反复 
进行 ,形成 电 疲劳 ,原则 上 应 是 动态 问 
题 。 本 节 只 做 简化 静态 模型 的 处 理 。 
这 样 ,裂纹 张 开 后 ,中 间 部 分 L, 是 绝 
缘 的 ,而 近 裂 尖 的 裂纹 区 L, U Ls 是 
传导 的 (图 5-4) ,从 而 形成 部 分 传导 、 
部 分 绝缘 的 裂纹 混合 边 值 问题 。 本 节 图 5 4 部 分 绝缘 部 分 传导 裂纹 
采用 分 量 表达 式 , 裂 纹 面 上 的 边界 条 

件 成 为 


съ (21, 0) = 0, EF (х\› 0) = 0, x € L, UL; 
сз (ZX1, 0) 一 0， DFC, 0) = 0, 21 Є 1, 


假设 裂纹 面 上 无 自由 电荷 ,所 以 位 移 .电势 和 电位 移 的 单 值 性 要 求 


(5-43) 


| [ul Ga 0) — из (а, 0) Ida. = 0, |, [фі (zi, 0) —– фа ба 0)]4л, = 0 


| Гр} (zi, 0) — Di (zi, 0)Jdzi = 0, | Lp, 0) = D; (r, Jdr: = 0 
Li 
(5-44) 


利用 式 (4-19)、(4 -24) 和 (4 - 25) 6 Е (х1) = FO (zi), F (zi) = Е (ху), G- 
43) 中 的 E (ту, 0) = gå Ga, 0) = 0 化 为 


УА Е (1) + УА, Fia) = 0, m € L UL: (5-45) 


人 


гаа) 


式 中 4 取 值 1~4。 式 (5 -43) 中 的 其 余 三 式 可 化 为 


EH (а) + XZ (zi) = У) (B F+ By Е} +B, Е; + В.Е.) = sı (а), 


Sh (a1) — XZ Q) = >) (B,Fi— В, Fi +B, F; — В.Е) = з»(л)8у (5-46) 


0, т, Є Lz» 
D; + D; , ү Є L. U L; 


0, 21 Є L,, 


ят = | — 
D; — Dz, x ELUL 


5 (x) = | 


AP s CDA sz(zi) 是 待 求 的 函数 ,这 是 因为 在 区 域 zx: CL, UL E D, 是 未 知 的 ,这 也 是 裂 
纹 部 分 传导 模型 区 别 于 完全 绝缘 裂纹 的 地 方 。 式 (5 - 44) 化 为 


|, > Re(A, [F£ (mi) 一 下 (zi)])dzi = 0, | S)Re( A, ГЕ (a1) — F; (2,)]}d2, = 0 


| У)ке{В„[ГЕ (т) — Fr (az4)])dz = 0, |, У)Ке{В„[Е (a1) — F(x) 1) аа = 0 
(5-47) 


本 节 中 大 写 英文 字母 和 希腊 字母 取 值 1 一 4, 小 写 英文 字母 取 值 1 一 3。 为 下 面 讨论 需要 ， 
B| A F ДЕ: 


X,(2) = —— Xe) = 1, (0) KNX) (5-48) 


Z —а 22 — b° 


取 下 述 单 值 分 支 : 当 z—= co BF, уа? — а? — z, үа? — — z, 从 而 在 裂纹 的 上 下 面 有 


Хіба) = -天 Xi) = ——— z, € 14 
201 一 мха — Ti ту 
1 — 1 
Ха) = +t! , XT) =-————————,хЄ[ 
! м — b° ° ! (а? — x?) (6? — x?) ' ° (5-49) 
1 + Fi 
XE C) = ——— Xi (zx) = ————Fp x € L 
U VA аав)“ 
Ха) = —EL ,reL 
ма? — ж? 


5.3.2 Riemann- Hilbert 混合 边 值 问题 的 解 
式 (5 -46) 构 成 非 齐 次 的 Riemann - Hilbert 边 值 问题 ,其 解 可 以 设 成 
1[BjF。(z) + By, Fo(z)] = X2) Su (z) + X, (z) (Bos + Buz) 


У\[В,Е, (2) — By, F,(z)] = Szy (z) + ißuz (5 – 50) 
_ 1 $1) 84; — 去 | 5.02), 
Su (z) = zil. Laoi Su Ta se 


RP Bor > Bis A Bos SESE HM. 51 (z), S; (z) 是 除 裂纹 外 的 = 平面 上 的 解析 函数 。 利 用 


Сохоцкий— Plemelj 公式 (1 -70) ,由 式 (5 -50) 的 第 三 和 第 四 式 可 求 得 


+ — 1 sı CE) 84; + _ < _ 51 (х1) дау 
Su (21) + Su (21) zili Loa Si (21) Sy Cz) = KF) 
Ld 
Sty (a) + Sz Ga) = 1 — Oe “dt, Si (21) — 850 (61) = s(x1) By 
(5-51) 


由 式 (5 -50) 的 头 两 式 可 解 得 
F.G) = BZ LX, (z) Su (z) + Say (z) + X, (z) (Bor + Buz) +18] (5-52) 
式 中 BI EAEL, J ! 的 元 , Ву = [В]. 利用 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,可 求 得 Bo Bos 


4 
хў = 2Re[ У\В,Е,(оо)] = Re(By + ifs) = Bu 
© А (5—53) 
SH =— 2Ке[ >уВьн„Е„(оо)] =— Rel >) By peBut (Bix + к) 1 
a=1 a=] 
由 式 (5- 52) 又 可 获得 


Ет (ж) + Е (лу) = +B2 [XI Ga) (SH Su) Sht Sut 218; ] 


FE (ж) — Fy C) = В [XE Ga (Sh Su) + SH— SUH 2X? Boy + Buz) 
(5-54) 
下 面 研究 和 电势 导数 相关 的 方程 ,这 是 此 类 问题 求解 的 关键 。 由 式 (5- 45) 得 
Re УЛА (Fi (т) + Fr (х)] = 0, Re ЎА ГЕ (л) – FIG] = 0, m € Li U La 
| | (5—55) 
利用 恒等式 
Re PAn (Fi + Fç) = У У) ReLApBuBus(F3 + Еу) ] = Im DY xB (F + F.) 
| (5-56) 
和 式 (4 -36) 一 样 ,上 式 中 引入 了 了 = АВ, Yy = DUA, Bi}, FRBSIA H 一 了 十 了 。 由 式 
(5-537 和 (5- 55) ,48 | 
Im{Yuy[LX+ (rx) (Si 5) + Sht Sut 21831) = 0, z Eli U L; 


Im(Y CX? (Cx) 050+ 80) + Sa Sut 2X7 (Boy + ñuz.)]) = 0, z € L, U L: 
(5 一 57) 


利用 式 (5 - 51) ,上 式 可 化 为 


$20) 


Li — dr j+ 2i¥ Bu |= 0, хт, e Li U L; 


{ул ЕЕ Hf 
sı (t) 


， KF ny Ý T Vu X, (zi) Bos + Buz.) |= 0,2, € L, U L; 


Im| Yu Xz (2) If 
(5-58) 


Ee ERE Wos 


对 于 通常 遇 到 的 材料 ,Yu 是 实数 ,所 以 上 式 中 的 $1 (жу), $2 САА), ВПУ 


Huf — dt+2iHyBy = 0, z, € Li U L, 
(5-59) 
| хс руз t Pe XE Bs + Buz) = 0, z € L, U L, 
5.3.3 D: 的 假设 和 其 中 待定 系数 的 确定 
为 了 进一步 求解 , 预 设 D, 具有 下 列 形式 ,其 正确 性 将 由 最 后 的 结果 来 证 明 。 设 
D; (е) = КеЇС„ (2) Х„ (z) + С, (е) X, (е) + G2) X, G) ] + C (5-60) 


式 中 Сы (z) Ж z 的 不 超过 二 次 的 多 项 式 ，C 为 实 常数 。 由 式 (5-60)、(5 -46) 和 (5 -49) 可 
导出 
51€2)) = 2075 + y|. zi ) X; (ж) 十 2C 


s, (21) = 一 210% + Ух, + уз?) XZ, Cx) + 21( y; + y.zi) Xt (zi), 21] Є Li U Ls 


(5 - 61) 
式 中 у„(Ё = 0 — 6) 设 为 实 常数 。 把 上 式 代 人 奇 蜡 积分 方程 式 (5 - 59) ,并 利用 下 列 积分 公式 
十 十 
Kade f Aan = iX, G 
L Xl 一 之 L UL, Zí — Z 
+ 
[22222 Хос) а | Сш = nizX., Ce) 
L Хү — & LUL YI 一 之 
| wi Xe Gay, = | Bi XG) gy, = wile? Xu (2) — 1] 
L 2] z L UL z 
xt Cr) __ Xt Cz) — = X, (z) —1 
|, (п СӘХ m) 一 i G DX n) Бае | 


x Хі Cx) dx = | 21 Xi Cx) 
r GA = х) Хі (л) LL UL, (1 — z) X; (ту) 


3: € L, U L, 时 有 


dz, = «| 一 1] 


Xala) qz = | Kata, = 0 | zı Ха (a) jr =f zı Xa (a) а, 一 0 
L Il 一 上 ! LUL 21 一 Tı , L 2р Ё 1 L, UL, Ж] — £ 1 
| = ri Xa (XT1) д = dx, = | Axa zi Ха Са) а, =— xi 
L L, UL, 1—t 
Xf (x1) ж = | X; (21) dx, =— пі 
|, (zl — t) X; (a) ышы (x) — t) X; (zi) 7 m 


xz XI (x) 


L (x1 — УХ (ж) 


щт € L, 时 有 


= i (x, — t X; (л) 


21 х} Cx) 


dz, = nit 


十 
| Ха Са) ar, = | xs, Xa) ay x, = niX}, (0) 
L L, UL, 


x, Ё xı Ї 


| = axi Tida Ti dr x = | ae 


L UE, 


一 -一生 一 一 dz = тих, (t) 


| Xs бед, = | Hi Xe da, = lP XE) — 11 
L L UL Tı 


21 — 


| Xi (21) dz - | X; (zl ) de, = [20 1] 
L@S DX (т) ыйы Gr — DXi Ga) LXE 
XE) a -| т Хх) jr =— rit 
L (zl —O Xi (тж) LUL (m, — t) X} Cz) ! т 
积 出 奇异 积分 项 , 便 得 
十 
-Hun + Pat] Оз + y bD Xe (D qr Huba = 0, t€ L. U L; 
xi JL UL t Xl 
(5-62) 
— Hays + y p+ He! — © dtH, Xi CRs + Buz.) = 0 
aes es mi Jaun XP) G ж) Wa 4807 


上 式 中 的 积分 项 是 可 以 积 出 的 ,但 太 繁 , 故 未 写 出 。 因 为 对 任何 z, 上 式 都 成 立 , 所 以 有 


H.;B:; H. Ba; Hypu 
C=0 = = 0, 一 一 一 一 ， = ——, 一 —— 
» a Ys Y2 Ha Ys Ha Ув Ha 


(5 - 63) 
HARG- 46) 5, (21), 8, (zi)、 式 (5-51) 中 SS 十 (z)，S 坟 (zi) 和 式 (5-49) 以 及 奇异 积分 的 
公式 , 式 (5-53) 可 以 化 为 

DB (Ft— Е.) 一 Xi (zx1)[— õa (Ys + Ye zi) + iða (у FN + y:z1) X; Cay) + 


(Bos 十 Brzi)]， zı € L. U L; 


Xt (=>, ) __ 
Xi Cx) 


D Ba (Fi F.) = Xia) šu s + yez) ( 1)+ Bos + Busts) |, z € L, 


(5 - 64) 
由 上 式 中 的 第 一 式 , 得 
Re > B, (Fi¿— Fç) = Ке[1(% + nai + yari) X] (z) X} x)), а € L. U L, 
| (5-65) 
把 上 式 代 入 式 (5-47) 中 的 第 三 和 第 四 式 (裂纹 传导 表面 无 自由 电荷 条 件 ), 得 


[` Yo +y + y:21 dx, = 0, f Yo + уох + yz dz， 
- f(a? — x3) (22 — B°) 6 Ja? — x3) (a? — b° ) 


由 此 推出 


人 


CIEE TID) 


I 
у = 0, у, =— x р 
1 
a z a 
L=] 21 а, I = | 1 dz; (5-66 
5 Va — хі) (аж? — b°) | 5 Sa? — 22) (а? — Б) = | 


AF L, L 是 两 个 椭圆 积分 。 由 式 (5- 56) 和 (5 - 64), 可 得 
Re 2А [Fi F; ] = Im{X}] (а) [Ум (y; + yez) БУ Сув + yri) XP Ca + 
Үк (Box terzi) |} = 
EXE GDI- Hy Gs + вл) iY u — Үн) (% + 921) XE Ga) + 
Hx (Box + Вакх.) |, z, € L, UL; 


Re S)A,,[Fi— Fr] = Im | Xt [Yn (ys + ху) [5 —1)+ Уж (фк + fines) |} = 
X; (21) 
Хт CX1) 


Extn) [Hn о» + y21){ 一 1|+ Н ук (Box + акта) |, xı € 1, 


(5—67) 


把 上 式 中 的 第 二 式 代 人 裂纹 绝缘 部 分 电势 单 值 性 条 件 式 (5 — 47) 中 的 第 二 式 , 便 得 


Xt (=>, ) 
Х (z) 


| Х (ху) (Hu (Ys + Ys Tı | 一 |+ Н.к (Box + кх.) ja = 

2 
| {Ha YsL Xi (х1) 一 Xt (21) ] + xt (x1) Н,кВок ) dx, 一 (5 一 68) 
I, [Huys X; (xi) Jdz, = 0 


推导 上 式 时 ,已 经 应 用 了 aX: (zi) 是 奇 函 数 和 7 = Ны / Ны ( 见 式 (5 - 63)) 的 性 质 。 由 此 推出 
Ys = Habo / Ha =0 (5-69) 
利用 式 (5 - 64) ,位 移 单 值 性 条 件 式 (5 - 47) 中 的 第 一 式 为 


| Xt (ay )[— Hi Gs + yaa) Hie — Yr) G + ya 1) XE (ху) + 
Hx (Box + кх) dz, +f Xi Cz DL- Ни О» + хл) + Hyr (ак + firri) Jdr = 
fa XP (ж)[— Hy y| zi + Нук (Box + Bixx1) Јах, + (5-70) 
|. X! (x, )[— Ну Crs + ys zi) + Нук Bow + Bizi) dz, = 
| Xt C [His dn, = 0 


推导 上 式 时 已 应 用 了 六 一 0，ys = HuBu/ Н 和 | UL XI Cxi) (у +y; z1) X; (m, dz, = 0, Hi 
于 五 为 非 奇 异 和 矩阵 和 ys = 0, 故 由 上 式 推出 
Вок = 0 (5-71) 


至 此 ,所 有 的 待定 常数 均 已 求 出 。 由 式 (5- 61) 和 (5 - 50) ,可 求 得 
_ дау 2(Yys + ух) XI (2) 
Su = Zi), XG — O 
Sy (z) = Surf 210% + y, >, + y; z1) Xt Cr) y 
Omid L 


20] — 2 


dz, = боа HS _ 1] 


Х, (z) 


жү = 8,310 + y: 22) Xap (z) — iy: | 


(5-72) 


5.3.4 解 的 最 终 形式 
最 终 解 式 (5 - 52) 可 以 写成 


Е„() = +B2 (y| z[L Xs Cz) — X. (z) | Hily + y; 22) Х, (z) — iy} + 
1 (5—73) 
>B; [ñu zX, (z) + ios ] 


易于 验证 , 解 式 (5-73) 满 足 所 有 的 边界 条 件 和 单 值 性 条 件 , 故 是 正确 解 。 

通过 极限 分 析 , 多 于 证 明 , 当 裂纹 绝缘 部 分 长 度 2 = ОН, у = 0, 绝缘 部 分 长 度 0 一 
att, A Yo 一 一 ey， 从 而 本 节 给 出 的 解 在 这 两 种 情形 都 可 以 退化 到 传导 裂纹 和 绝缘 裂纹 
的 解 。 


5.3.5 裂纹 尖端 场 


现在 讨论 工程 上 关心 的 裂纹 尖端 场 ,不 失 一 般 性 ,下 面 只 讨论 右 裂 尖 场 。 根 据 已 有 分 析 ， 
平行 裂纹 的 电场 不 影响 绝缘 裂纹 裂 尖 场 ,相反 ,垂直 裂纹 的 电场 不 影响 传导 裂纹 的 裂 尖 场 ; 同 
时 绝缘 裂纹 的 电场 强度 因子 用 接近 裂 尖 的 D; (z, ，0) 来 刻画 ,传导 裂纹 的 电场 强度 因子 用 接 
EARKI E (zi ，0) 来 刻画 ,所 以 只 讨论 裂 尖 近 旁 的 Е, (zl ，0) 和 Рр, (2, 0), 

对 于 部 分 传导 、 部 分 绝缘 的 裂纹 问题 ,裂纹 右 端 存在 两 个 奇 点 :Ca, 0) 和 (6，0) ,所 以 采用 
两 套 极 坐标 系 , 原 点 在 (a, 0) 的 用 (r, O RAE, 0) 的 用 (7 ,9,)。 由 式 (5 -73), 可 求 得 


Во Oa Ly 
о; (21) 
мх — а? мж? — а? 
Но; хі 1 1 D° x 
D. (zx,) = | | _ DP zr _ 
OSH, Св (ema) уйсу (5-74) 
E. Cx) = Ba Hass (L/L хү) Im(Y,;) 023 21 


2а — 0) (а? — а?) а — а? 
由 上 式 知 ,应 力 强度 因子 总 是 可 以 定义 为 
Ky = ухас, Кү = Vnaon, Ky = Мао (5-75) 


但 是 裂 尖 的 电位 移 和 电场 分 布 较为 复杂 。 令 6 = a— b, 可 分 三 种 情况 来 讨论 。 
WED: r< à, 此 时 zi 二 5 的 奇异 场 不 影响 物理 裂纹 顶点 x1 = a 的 渐 近 场 ,所 以 电位 移 
和 电场 强度 因子 与 传导 裂纹 相同 , 即 


SeeRSERSEROe aoe 


жакее—@ 


Ку 一 lim лі 2970, (ғ, 0) 一 一 Hio} м ra / H.. 


Kg = lim VeanrE,(r, 0) = Ви >. 0. = a) оз; V mwa Im(Y,;) 
ма(а? 一 


情形 (2): 7% 8, 此 时 x) 一 和 物理 裂纹 顶点 zi 一 & 可 以 处 理 成 一 个 点 ;所 以 电位 移 和 电 
场 强度 因子 与 绝缘 裂纹 相同 , 即 


p = lim /2xrD.(r, 0) = D; y ra 
7—0 


Кк = lim V2nrE,(r, 0) =— oz /xralm(Y,,;) 


(5-77) 


情形 (3) .7~8, Е z, = b 和 物理 裂纹 顶点 x1 = а 处 相互 影响 ,电位 移 和 电场 强度 因子 
同时 依赖 于 xr 和 8。 强 度 因 子 值 从 绝缘 裂纹 的 过 滤 到 传导 裂纹 的 值 。 

为 确定 起 见 ,讨论 横 观 各 向 同性 压 电 体 。 按 极 化 方向 不 同 , 又 区 分 为 两 种 情况 。 

1) 极 化 沿 Xs 方向 

此 时 材料 常数 矩阵 只 保留 第 1, 2, 4 4748 1, 2, 4 列 , 即 


1/C 0 0 
Н =? | 0 1/Cr 1/е | Im[Y] = 
0 l/e —1/є 


0 бф = 
—y 0 J (5-78) 
g 0 0 


式 中 Ci: Ст» ес» p» 5 是 一 些 正 的 材料 常数 ， Cis Crs £ BABA N/m’, е, s 'RA BA 
C/m’, BABA F/m = C*/N.，m?。 对 于 横 观 各 向 同性 压 电 体 , 式 (5 -74) 中 的 D, # E, 化 为 


Р» (x) 22 1 1 | 21 
(= лт Jae | уйсу Б 
Е, (х1) = тї —L/L Ba 021 23 
Cai Baia’) 26е у а 
2) FLAG 21 方向 
此 时 材料 常数 矩阵 为 
1/Cr 0 1/е 0 ф 0 
H=2 0 1/C, 0 | Im[Y] = É 0 1 (5—80) 
l/e 0 — 1/є 0 一 9 0 
从 而 有 
3 1 1 Р; ж 
_ E02 Tı .~ 2 1 
Dy (a) = 2: [== == =-= cw 
? — 1,/I Ba Ba 023 21 
Е, (а) = 也 一 二 人 +6 
mum Cr — В?) (а — а?) (2 A м2? — а? 


x b= а 时 ， L/L = а? з “b= 0 时 ， L/L = 0, 式 (5 -79) 、 (5 -81) 分 别 与 绝缘 和 传导 
裂纹 相同 。 


5.3.6 能 量 释 放 率 和 J 积分 


把 式 (1 - 28) 0 У ти 理解 为 广义 应 力 和 广义 位 移 , 能 量 释放 率 G 的 公式 便 可 推广 到 
压 电 体 ,其 具体 形式 是 : 当 坐 标 原点 取 在 虚 扩展 后 的 裂纹 尖 点 时 为 


~ A 
G = lim a. fay (A— т) Га (т) — uy (r) ] + D, (A ny (0) e G) ])) ак 


(5 – 82а) 
当 坐 标 原点 取 在 虚 扩 展 前 的 裂纹 尖 点 时 为 
G = lim 1 Fio (r,) Lut СА = т) — up СА т) ] d 
= DA 2; j j | 
a0 2A Jo ! ! ! (5 - 82b) 
О»(А—т,)[ф' (А—т)—ф (Ат) Јан 
由 式 (3 -120) 知 ，J 积分 为 
J -| (Un, — ИИ р, — nD) dl (5 – 83) 
r 


式 中 卫 是 围绕 裂 尖 的 端点 中 止 在 裂纹 面 上 的 围 线 ,U 是 应 变 能 ,n; 是 围 线 的 外 法 线 。 当 J FE. 
分 只 包含 ri = а 一 个 奇 点 时 , 视 载荷 情况 ,] 积分 值 随 5/a 的 增加 而 降低 或 不 变 , 当 65/a 一 0 时 
接近 传导 裂纹 的 值 ; 当 JJ 积分 包含 т = a 和 x, 一 已 两 个 奇 点 时 , 视 载荷 情况 ,J 积分 值 随 5/a 
的 增加 而 不 变 或 降低 , 当 р/а 一 1 时 接近 绝缘 裂纹 的 值 。 


5. 3.7 数字 例题 


现在 讨论 PZT -4 材料 的 具体 例子 , 极 化 沿 z, 方向 ,此 时 的 材料 常数 如 下 : 
Cy = 13.9 X 10°, Cy = 7.78 Х 10°, Cy = 7.43 х 10°, Cs = 11.3 X 10”, 
Са = 2.56 X 10 (N/m); es =— 6.98, ез = 13.84, es = 13. 44(C/mz2 ) ; 
én = 6.00 X 10 ,es = 5. 47 X 107° (C/V • m) 
在 式 (5 -78) 中 的 矩阵 Н, Im LY Bee ЛЕС AGE zz 方向 ) 
C, = 5.68х10°, Ст=5.72х10'°(М/ш”), ф = 7. 62 х 107 (N/m?) 
e = 45.15(C/m2), 6 = 1.88 X 10 2(C/m2), є =— 5. 72 х 107° (Е/т) 
TE PR RE FEF pu ИЕ BJ py Jp Ea ЯП ЕВ, ЖН] , (5 -79) 化 为 
25. 33 1. 353 


Р» (z,) = вза | )х 10 + (10. ОЗЕР— 0. 1786$) — 10% 
/m—a Ма 6 Май = 
2 — I» /I х 
Е, (zi) = (0. 018 86% + ES) Tio i 0. 018 8o —— < — 
mum Ë | J Сї — 62) (а — а?) Е маё — а? 
ÈG - 81) 化 为 
(13. 056ES +0. 271 705) | 0. 253 305 _ 
р.) = x ( = | JA а Jx 10" 
2 __ ос 
E, (2) = zi — k/h (E= — 0.018 805) +0. 018 8 一 至 二 一 


J (22 — 6") (а? — а?) мж? — а? 


SkEES Sena 029—0 


иң: 
L.I 
:性 ; 
理 
论 


图 5-5 到 5 一 9 中 ,给 出 量 纲 一 的 物理 量 D。, Ey. Kys 天。 b/a 的 变化 。 


D _ V2xrD,(ar, 0) V2rxrEi(la+tr, 0) ~ Kp ~ Ke 
2j m ° E; = ’ Kp; = ’ Kz; = 
такуу E; м xa E? м пак Е? м za E ў 


本 节 讨 论 两 种 载荷 情况 : D of = 1 MPa, E >= 0.1 MV/m; © og = 1 MPa, E >= 
0.1 MV/m, 

D ЖЖ za 方向 

量 纲 一 的 物理 量 随 р/а 的 变化 示 于 图 5-5 和 5-6。 电 图 可 知 , 当 8/a 在 0.1 一 0.9 范围 


HAMER, Dy ЖЇК p, 难以 区 别 ,它们 的 差别 只 是 在 两 个 奇 点 存在 相互 影响 的 0.9 一 1.0 范围 内 。 


En RIK. 当 b/a 在 整个 范围 内 变化 时 均 难以 区 别 。 因 为 对 于 载荷 加 , El, 0) 20, 所 以 在 
图 5-6 上 没有 显示 相关 信息 。 


= = Kp, 
D,,, K ~ s 
21 DI El „Koi 
0.425 п 
0.4204 os 
0.42 ` 
0415) 
ots 0.6 
0.410441 
4 0.4 
0.405040 
0.2 
p 
0.400 r—r— 
0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998 10000 0.0 
00 02 04 06 O8 10 00 02 04 06 08 10 
bla bla 
(а) (b) 


图 5-5 о? = 1 MPa, Ет = 0.1 MV/m, ЛИЙ x: 方向 时 
(a) Кы, Da Bi b/a 的 变化 ; (b) Кы, En i b/a 的 变化 


1.0 
0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 


— Tr T 
0.9990 0.9992 0.9994 0.9996 0.9998 1.0000 


0.2 —— -——— 0.1 mM 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L .0 
bla а 


图 5-6 ор = 1 MPa, EF = 0.1 MV/m, 极 化 沿 图 5-7 о = 1 MPa, Ет = 0.1 MV/m, 极 化 沿 
т» FERTA K pe» Ds Bi b/a 的 变化 x, 方向 时 的 Km， En Bil b/a 的 变化 


2) MALI 21 方向 
量 纲 一 的 物理 量 随 b/a 的 变化 示 于 图 5-7 和 5-8。 对 于 载荷 四 , О,(х,, 0) =0, 所 以 在 
图 5-8 上 没有 显示 相关 信息 。 l 


.0 
0.9990 09992 09994 0.9996 0.9998 1.0000 


0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
bla _ bla 


(a) (b) 
Al5-8 вй = 1 MPa, EP = 0.1 MV/m, 极 化 沿 zi 方向 时 


(a) Deo (Ku =0) M b/a 的 变化 ; (b) Кы, E12 Ba b/a 的 变化 


5.4 ” 非 理想 裂纹 


5.4.1 ЧЕБЕН 


实际 结构 中 的 裂纹 并 不 一 定 都 是 理想 裂纹 ,特别 在 拉 伸 载荷 下 ,裂纹 中 部 会 被 拉 开 ,成 为 
非 理想 裂纹 。 本 节 限 于 讨论 对 称 非 理 想 裂 纹 带 来 的 影响 。 图 5 - 9 示 出 一 对 称 的 非 理想 裂纹 ， 
它 用 下 列 方 程 描写 


су, D; 
Ay 


сӯ, D3 


图 5-9 非 理 想 裂纹 


人 


Еа sss 


x=, = €Y, (21), Y, (21) —Y_ (21) > 0, |x |< а 
Y (ta) — Y. (Жа) = 0 
AP e 是 小 参数 ,2a 为 裂纹 长 度 。 上 式 中 的 最 后 一 个 方程 是 理想 裂 尖 的 条 件 。 


非 理 想 裂纹 内 部 充满 各 向 同性 电介质 空气 ,正如 式 (4-93) 和 (4- 95) 所 表明 的 ,电势 可 用 
一 个 复 解析 函数 $ 表示 ,从 而 其 中 的 电场 和 电位 移 也 可 用 $$ 表示 


(5—84) 


gi (ту, ж.) = #(z) + $2) = 2Reg(z) 
E, =— g =— 2Reg (z), Е, =— gz = 21mg’ (z) (5 – 85) 
D, ==E,, D, =e E, 
现在 讨论 在 无 穷 远 处 承受 载荷 БР, LP 作用 的 非 理 想 裂 纹 问 题 。 在 非 理 想 裂纹 的 边界 
上 ,没有 应 力作 用 ,空气 和 电介质 的 电势 和 电位 移 是 连续 的 。 
5.4.2 开路 或 电 渗 透 非 理想 裂纹 的 小 参数 法 
我 们 将 以 理想 裂纹 解 为 基础 ,采用 小 参数 法 来 求 非 理 想 裂纹 的 解 。 按 小 参数 法 的 一 般 方 
法 ,根据 式 (5 - 84) ,裂纹 面 上 的 点 记 为 
2 = qı tieYe (лу), 22 = а Беи; (ху), | z |< a (5-86) 
把 复 势 展 成 小 参数 е 的 函数 ,如 只 讨论 到 一 阶 近 似 , 则 有 


LGD = file e) = D/A Fi? (ш) = fP) Ce) Hef (z + (5-87) 


在 裂纹 面 上 有 


Cx) = fE (z) den Ya Cv) Р (a) + (5-88) 


式 中 /1?* (ж) Ж fe (zj) 在 裂纹 面 上 2? = zi Бем Y, (zi) ARE, Sy O OE FF" (HT е 
的 导数 。 空 气 中 的 复 电势 可 同样 处 理 


#(z) = plz, e) = 6 (z) еф (z) + +=: 


(5-89) 
p” (5°) = ф?® (x1) + ieY4 (x) g t (2x1) + ... А 
开路 裂纹 面 上 的 边界 条 件 为 面 力 自由 ,电位 移 和 电势 的 连接 条 件 , 即 
2Re SY\Byfj(z) = 0, 2Re X Bufi) = 2eImg (2) 
(5—90) 
4 
2Re УЛА; (0) = 2Reg (270), R= 1, 2, 3 
在 裂纹 面 | zy |<а, zz 一 0 上 的 零 阶 近似 为 
2Re У\В, +0) = 0, 2Re > Bufi tC) 一 2c Img Ga) 
(5—91а) 


4 
2Ке У\А, 0+ (д) 一 2Reg (д), k 1, 2, 3 


=\ 


一 阶 近似 为 


2Re >B, [py + (xy ) £= Cx) + 20+ (x1) ] =0 


2Re 2 B.L; Y+ (21) Fo (x1) + ft (ж) ] = 2e°Im[iY; COFA (z,) + 4°” (<,)] 


2Re DAs La; Ys (xy ) £ O* Cx) + /?® (x, J = 2ReL iY, (CDT °? (21 ) + pP (m, )] 


(5 - 91b) 
远 场 边界 条 件 为 
lim2Re[ У) Веи; fj (8) |=— Е, lim2Rel У) Buys fj? Ce) ]= 0 
m m (5—92) 
4 4 
lim2Re| >) Bui fj (е) |= У, lim2Re[ X, Bg fj? (е) |= 0 
goo j=1 z j=l 
式 中 下 标 大 写字 母 取 值 1 一 4。 位 移 单 值 性 条 件 要 求 
F | X Buf” (21) — > B. FiO" (zi) |= 0 
, | (5-93) 
Г Ува (а›— D Bes C) ]= о 
5.4.3 开路 非 理 想 有 裂纹 的 零 阶 近似 解 
改写 零 阶 近似 的 公式 (5 - 91a) 为 
2Re X Bouf P*a) = TP Ca), 2Re УА, (т) = 2Reg (21) 
j j (5-94) 


TR Cx) = Го, 0, 0, 2eImg (21) 17 
由 上 式 的 第 一 个 方程 推出 


>; LB fj" (ту) 7 В ў" (ж, >] ~~ > [В ff” (21) 一 В, 7 (xy 2] = 0 


S [Be + Ca) + Beuf I+ >)[Вк;/ 9 (жу) + Вю (x1)] = 2T Ca) 
(5-95) 


显然 ,上 式 是 非 齐 次 的 Riemann-Hilbert 问题 。 按 照 第 1、4 章 的 讨论 ,首先 研究 相应 问题 在 = 
平面 上 的 解 。 计 及 无 穷 远 处 载荷 是 常数 ,由 式 (5- 95) 中 的 第 一 式 , 可 得 


[Bu (2) — Вю ft? (z) ] = iC z (5-96) 
1 


式 中 C 如 是 实 常数 。 由 式 (5 - 95) 中 的 第 二 式 , 可 得 在 裂纹 端 部 有 界 的 解 为 


ER 


иш} 
E 
性 
理 
论 


一 一 (0) 
>B fP + B fi? (2)] = ŽL) AIKOI CPX) 
7 2ri JL XE (t) (2—2) (5—97) 


Х(=) = уз? — а? 
式 中 CY 是 实 常数 ,由 远 场 边界 条 件 确 定 。X(z) 取 z — со 时 趋 于 z 的 那个 分 支 , 在 裂纹 面 上 
Х (2) =+ i Ja? — 2? 。 由 式 (5-96) 和 (5- 97) ,按照 第 1. 4 章 的 解释 ,可 得 


_ BEX | TP (Ой 
r Xt OGS а) 


AP Вк 是 | Bx | 一 中 的 元 素 。 上 式 等 式 右 边 第 一 项 在 无 穷 远 处 趋 于 常数 , 故 其 无 穷 远 处 的 导 
数 为 零 , 从 而 利用 无 穷 远 处 的 边界 条 件 后 便 得 


FO (а) 十 SB; СОХ) HiCLz,] (5-98) 


CL = TK, CIP Im ( 2 BmB )— CP Re( >) BiB ) = Stk (5-99) 
i 


由 于 ZH 二 33， 所 以 上 式 中 的 8 43863 C, CERA 7 CALDE. A K — ik Ek , S 
CP = 0, 其 余 的 常数 可 用 数值 方法 求解 。 易 于 证 明 , 上 式 满足 单 值 性 条 件 , 所 以 单 值 性 条 件 
不 用 另外 考虑 。 

现在 讨论 式 (5 - 94) 中 的 第 二 个 方程 。 由 该 方程 可 推出 


SAG Lt Ca) — f(a] = >J AO (ж) — fx)] (5-100) 


把 式 (5 -98) 代 入 (5 — 100) ,并 考虑 到 式 (5 -98) 中 Т? (zi) 的 表达 式 , 便 得 


= Т (а 
(My — Ma CP xi + (Mu Mo, ктүү сеу” 
| | (5-101) 
Mx = DIA kn Ba ， Ню = (Mx; 一 Mo) 
为 方便 计 , 按 式 (1 -131) 引 和 人 下 述 积 分 的 明显 表达 式 
_— itd tdt _ 
上 X OG az) o | хит ә XOG) ` _ш1—#/Х(›] 
іг абва? ° t dz Гара z” 
aX OGS) (19) | awaa ШЕ +7 xa] 
а + а + 
Й а “ОФ = — IRT» _, k {94 =— inlz — Х(е) | 
“ ¢Xt@dt узга? “Хөй  ，T _ _@ 
| s in (2 P ). | Gz in| = zX (z) >] 


f 1: Xt dt 


2 а 2 
k 1 —а — 


2 
(5 - 102) 


利用 公式 (5 - 102) ,由 式 (5 - 101) Щщ 


Mau; 一 My 
Т. ( ) = 一 > 一 С 9 一 
40 Ti Ma =м„?” 2] Xl С Ha 


把 式 (5 — 103) АС - 98) ,并 利用 式 (5 - 102) , 便 得 


Èz (5 – 103) 


(5 - 104) 
)Etk V; =1ВжСю + Buc 


U, = Вахт вас = (BR- вуне 
44 


ERRI, U, 只 依赖 无 穷 远 处 的 机 械 载荷 级 。 把 式 (5 - 104) 代 人 (5 - 94) ,并 注意 到 


. —1__ 一 1 Ax __ . - 1\М,к — М,к) — 
Re D iAy (BR Bis Ha )= Re] Max iMa М. Ma) |= 


Ке GReMix там) — акем, — ImM,,) ImM:k ]- Д 


ImM,, 


则 由 其 中 的 第 二 个 方程 得 2Rey'o (21) = Ке@М,кС + М.С) х, 由 其 中 的 第 一 个 方程 中 的 
第 四 式 得 2Img% (zi) = ReGCP О) /e° = (Clea, 所 以 有 


26 (а) = ГкеамС + М.С +i ich +G, (5 - 105) 


式 中 C, 为 常数 。 至 此 , 零 阶 近似 问题 已 解决 ,一 般 压 电 体 中 的 解 由 式 (5 - 104) 表 示 , 非 理想 裂 
纹 空气 隙 中 的 解 由 式 (5 — 105) 表 示 。 


5.4.4 ”开路 非 理想 裂纹 的 零 阶 近似 解 的 裂 尖 渐 近 场 


取 原 点 在 右 裂 尖 的 局 部 极 坐 标 (r, 0) ,由 式 (5 - 104) ,可 求 得 压 电 介质 中 的 广义 应 力 和 广 
义 位 移 的 零 阶 渐 近 场 为 


ER о, D = ,/ZRe( (XBU, -z Сост) 
и (ғ, 0) = Re( ЎА; 0, Vaar@; + Vja БУ, )+ 00°) (5 — 106) 


Ө; = cos 0 + џи; зіп 0 
由 上 式 可 得 零 阶 近似 解 在 裂 尖 前 方 x, 轴 上 的 渐 近 表达 式 和 广义 应 力 强度 因子 


Xx; Cr, 0) = J4 (®0— 8 E Ha HZR) 


(5 – 107) 
0 — 0) — 
© = naon, KP = Vxaon 
00) __ со 40) — 
Ki 一 TCG23， == м xaogHa/Hau 


由 上 式 知 ,对 于 开路 裂纹 零 阶 近似 ,外 加 电场 既 不 影响 应 力 强 度 因子 ,也 不 影响 电 强度 因子 ,这 
和 传导 裂纹 一 致 ;但 外 加 机 械 应 力 能 产生 电 强 度 因子 ,这 和 横 观 各 向 同性 体 的 结果 一 致 。 
由 式 (5-105) 和 (5 -85) 可 求 空气 院 中 电场 的 零 阶 近似 解 


PEERS SaSu wow! 


Е?°(т\,0у = 2020 一 Sp 4 1000 
(5 ~ 108) 


EP (zi, 0) =— ReCiMixC + M.C) = EF + Re XAU; 
没有 机 械 载荷 时 ,单纯 的 电场 载荷 不 影响 非 理 想 开路 裂纹 的 一 阶 近似 解 。 
5.4.5 开路 非 理 想 裂纹 的 一 阶 近似 解 


对 于 一 阶 问题 ,改写 式 (5 - 91b) 为 
2Re У\В (ж) = TP (a) 


2Re УА, Lu; Y+ (x1 ) fi (21) + yet (т, >] = 2Rel iY, (ж, )$ (zx) + p” (z,) ] 


Pt (a) =— 2Y (21) Ке| DD) Bayi ft Ga) | 28.2 e° Im[iYs (219 Ci) + $Y (2) 
| 《5 — 109) 
由 式 (5- 109) 的 第 一 式 可 推出 
D Be fP Ga) — Be fit Ce] D Bef Ga) — Bç f” Ga) J] = ТФ* (ал) — Т Ga) 
j j 


SEB LP" (т) + Ba ?* Gai) ] УВ) + Bg ff) Ca] = Т (zi) + TID Ga) 
| | (5-110) 
由 于 无 穷 远 场 只 和 零 阶 近似 相关 ,一 阶 近似 场 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 所 以 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 
件 的 式 (5 -110) 在 = 平面 上 的 解 为 

Т“ (т) — TR? (zi) 


x, — 4 


D Bes (0) — By ft a] = | dz, 
; amid і 


(5-111) 


(1) в. ғо = xof Те (21) + TR” C) 
D [Buf (2) + Ba f СӘ] ani Ја XT (д) (x, — z) da, 


因此 压 电 体 中 的 一 阶 近 似 解 为 
1. ва [2222 ТЕ! (а) + Te” (ты, |1 ту") Т са) а) 


2 E| oni Х“ (21) Cx, — z;) 2х1. жү—®, 


C1) — 
i (z;) 一 


(65-112) 
为 要 得 到 上 式 的 显 式 解 ,需要 给 出 Yj (zi) 的 具体 表达 式 。 为 简单 计 , 设 为 
Y, (ж) 一 士 Y(zi) =+ (a? — r?) / Ga) (5 ~113) 
把 零 阶 解 代 入 式 (5 -109) 中 的 Tit (zi) ,可 得 


zY (zı) + 48.xe° Img” (x1) 


2 __ 2 
уа а (5-114) 


TEP (жу) — TP- Cx) 一 一 2[ Re >; (Br; V) + duce Е [К ДЄ, 
1 


TP Са) +TP (ау) = 2Re У) Вю) 
1 


利用 积分 公式 (5 - 102) ,把 式 (5 -114) 代 人 (5- 112) ,可 得 


Bix = [aoe duce Кое, 2f Img” (д) 
а? 


D(z 3) = 
Р L Xt (z) (m, — z;) 


аху — 
Lgl ана — 2 +9). (5-115) 


; 18028, )+ a ee Els [а 8905) — Sate + 2) ]| 
由 式 (5 - 109) 的 第 二 式 得 
2Re DIAL fi?" (а) — fs?" Ca] + 2 (Re S Auw V; +EP: )Y C) = 0 
| | (5-116) 
联合 式 (5 -115) 和 (5 一 116), 得 到 Img™ (zi) 的 奇异 积分 方程 ,由 此 解 出 Img” (x, ) ,得 


O 一 一 1 i 3 一 А, Аз 
Img (z) СА + Adal — (5 + )= | 


(5-117) 


_ 2Hue ， A, = iH,<Re(iBx;g#;U;) 
х 


А; = i(2Re(M,x) [dix EP: +Re( D Bu V; ) |— 2 | Rel ХАУ; )+ Е | ) 


даке X Cz; Pi | zy =| 
D (z, — 一 一 А, + As — = 
Р (2) = K = ( niA, (A; ) X (z;) + 2 


] 2 
25 1 |) 6 Ке( DiBwu,U 1 )X(z;)| zX е — x +9 |+ 


і i [Re( (LBV, J+ aa e Es ] [a —2)Х() 一 Satz; + 2) 
(5 - 118) 


结合 式 (5 -118) 和 (5 - 109) 的 第 二 式 , 可 推出 


Reg” (л) = +(m 2 zi Даа) 


Ih = ?Ее(М,к)[— P&E As +A) — +Re( Вю) |+ 


Hax [Re( УВУ) à es EO ]— SIm( 2>27Aun; U, ) (5-119) 


П, = 2Re(M,x) Ë (2 + 他 + =Re( > iBx;u; U, ) 二 


Ba [Re( > Big V, )+ òx eE. |+ SIm( Aue; ) 


ийан тазан шсш Q 


аяте —Ө 


至 此 ,一 阶 近似 问题 已 解决 , 压 电 体 中 的 解 由 式 (5 — 118) Жел › АЕ ЖИ ЛЫ 1 ЕХ zz = DB ri УЖ 
由 式 (5 -117) 和 (5 -119) 表 示 。 


5.4.6 开路 非 理想 裂纹 的 一 阶 近似 解 的 裂 尖 渐 近 解 
压 电 介质 中 的 广义 应 力 和 广义 位 移 的 一 阶 渐 近 场 为 


5R 0 (ғ, 8) = — pe ске 5) 8 Вк;В Bx Bia Re( >JiBu;nu; U, jiu, 
j 44 


nel Sibyl) (742 А) 2Re( SiBe pV; +008) 


uP Sam GE Аза 2А, A; A, __ 
(ry D = BRe( Aw Bit) |~ Sa [ 经 十 (全 十 学 )r@， ë Zar, | 
BRe( Вы) (259, — -y vZar8; )+ (5 - 120) 
+ [Re( (B Bu Vi) me EP ](-$+ $ra toc 
由 上 式 可 得 一 阶 近 似 解 的 奇异 项 在 裂 尖 前 方 xz, 轴 上 的 表达 式 和 广义 应 力 强度 因子 
1 / . ёкН . 
5R (r, 0) = в 多 [Re( 27180) Re( ZiBwwU ) | 
KP = A Re( Увы), KY = “з Re( iBupid,) (5-121) 


KP = уса Re( Zi Bai;U; ), Кр = “Re( 2iBuwU) 


由 上 式 知 ,无 穷 远 处 的 o ，o8 和 电场 不 影响 一 阶 应 力 强度 因子 ;一 阶 应 力 强度 因 了 于 和 有 零 
阶 应 力 强 度 因 子 具 有 相同 的 奇异 性 ,但 具有 不 同 的 角 分 布 ; 进 一 步 研 究 表明 ,对 于 各 向 同性 材 
L. JE KP = КО = 0, 

利用 式 (5 - 117), (5 - 119) 和 (5 - 85) ,可 得 空气 隙 内 的 一 阶 近似 电场 分 布 


(1)c —— 1 тї Me 一 一 l zi 一 Аз А; 
EPC, 0) =— L [sm B+), Еа, 0) = ГА + А.) #0 — (Z +5) 
由 上 式 知 ,空气 隙 内 的 一 阶 近似 电场 分 布 是 不 均匀 的 。 


利用 式 (5 – 84), (5 -85) 和 (5 – 89), 可 得 空气 院 上 下 岸 的 电势 跳 牙 为 


glx ’ Y. (x1) ] — glx » Y (x1) ] 一 一 2elY+ (x1) — Y_ (21) ](Е + Е) 
(5 ~ 122) 
HERT, We WR. RARE PSA REA SH RSS Н, Ml == 
气 隙 上 下 岸 的 电势 跳 牙 是 均匀 的 。 
Hao 和 Shen[60 基 于 裂纹 不 是 理想 的 ,提出 下 列 边界 条 件 


Di = D; =e (gp — g )/ (иј — из) (5-123) 


如 果 我 们 用 理想 裂纹 的 张 开 位 移 作 为 近似 的 非 理 想 裂纹 的 形状 ,那么 用 本 节 的 方法 也 可 
以 很 方便 地 讨论 变形 过 程 中 裂纹 张 开 的 影响 。Zhang，Qian 和 Tong'* 引 分析 了 考虑 变形 过 程 
中 裂纹 张 开 位 移 时 的 解 。 


5.4.7 绝缘 非 理 想 有 裂纹 
和 开路 裂纹 不 同 , 绝 绿 裂纹 的 裂纹 面 上 通常 假设 电位 移 为 零 , 从 而 式 (5 - 90) 改 为 
2Re[ X Buf (23) |= 0,k=1,2,3,4 (5-124) 


求解 过 程 和 开路 裂纹 类 似 , 不 过 由 于 裂纹 面 上 法 向 电位 移 为 零 ,此 时 式 (5 - 94) 中 的 Ts? C) 
也 是 零 , 因 而 式 (5 - 98) 中 有 关 未 知 量 TY (zi ) 的 积分 项 消失 ,所 以 问题 更 简单 一 些 。 问 题 求 
解 后 ,最 终 得 


(Oy) __ о) — оо (0) __ (0) — 
К“? = Vras, КФО = Vraoi, KP = утпас» Р = VrxaDY? 


KP = Уда Re( 571803), Кр = ç Ке(2ИВшн,О,) (5- 125) 


式 中 U; = BR Sik. 
5.4.8 ”传导 非 理想 裂纹 


如 果 裂 纹 内 充满 了 导电 液体 ,此 时 便 成 为 传导 裂纹 ,传导 裂纹 面 上 通常 假设 电势 为 零 , 从 
而 式 (5 - 90) 改 为 


2Re[ X Bufi ]= 0, k = 1, 2, 3; 2Re| > Au 户 ( 鸡 ) ]=0 5-126) 
1 1 


类 比 于 开路 裂纹 ,易于 得 到 其 解 。 令 


一 Ay,» k = 1, 2, 3, ~ By, k = 1, 2, 3, 
А„ 一 | ki 7 | (5 - 127) 
一 B, k = 4; —Ay,k=4 
则 有 
~ 022 К , ~ Oik ~ , 
Doe = | 上 2Re| > Bu fj (Cz) ], Du -| |=- 2Re| Bap f(z) | 
Е, i — E, i 
uy 一 Luj» i, J == 2Ке[| Af; cz) | (5 — 128) 
了 
式 中 a, 为 垂直 曲线 的 法 向 电位 移 的 总 通 量 。 同 时 有 
KP = лава? $ KP = KAGH ， KP = TGG33 ， KP = =a. L 


KP = AG Rel $ Bue D; ), K? = “GT Re ( ЎВО) (5 – 129) 


j 


KP = > 28 Re( >) iBaipiU; ) ‚ KP = “S Re( 27iBu U, ) 


киринин йош —Ө 


HEDA: 


式 中 = ВЁЎ. 


5.5 电学 条 形 模 型 


5.5.1 绝缘 裂纹 的 电学 条 形 模型 


通常 压 电 陶 次 的 机 械 强 度 很 高 ,塑性 变形 很 小 ,常常 可 略 去 ;但 是 在 强 电场 作用 下 , 裂 尖 附 
近 的 介质 中 存在 电场 集中 ,可 以 达到 电 饮 s: D: 

和 (但 不 考虑 空气 隙 中 的 电击 穿 ) ,由 此 提 | | | | Е 

出 机 械 上 弹性 .电学 上 局 部 电 饱 和 的 电学 
条 形 模型 ,电学 条 形 模型 是 弹性 体 中 的 
Dugdale 模型 的 推广 。 图 5 - 10 表示 一 电 
学 条 形 模型 ,在 裂纹 前 方 z, 轴 上 存在 一 待 
求 长 度 的 电学 饱和 线段 ,在 该 线段 上 ,电位 


移 达 到 饱和 值 D,。 为 简单 计 ,讨论 如 下 问 图 5-10 电学 条 形 模型 
题 。 在 无 穷 远 处 
сп = 05, ош = обур, оо = 08» оз = 03. Р = Dr, р, = D7 (5-130) 
在 裂纹 面 上 
oz == g = оз = 0, D, = 0, | а |< a (5 -131) 
在 电学 饱和 区 
ub = иг, of =on» Dr = D,, a <| = |< c (5-132) 


本 节 中 采用 和 前 几 节 稍微 不 同 的 方法 来 处 理 。 我 们 把 此 原 问 题 盖 加 一 负 的 无 穷 远 处 广义 
MAB — r= añ, on. оз, Dr J) =— T, 变 成 一 个 新 问题 。 原 问题 的 解 等 于 新 问题 的 解 
加 上 一 个 均匀 应 力 场 ,而 均匀 应 力 场 不 影响 奇异 应 力 场 。 新 问题 在 无 穷 远 处 的 广义 应 力 为 零 ， 
在 裂纹 面 上 和 电学 饱和 区 的 边界 条 件 是 


EF#=—T, T= [ой, on, оз, DP J’, |а |< a 


_ _ (5 -133) 
Ut=U , Xxt=x;=—T,T=[*, *, *, р-р, |, a <| а |< c 


式 中 全 中 的 x 表示 求解 过 程 中 并 不 出 现 的 未 知 量 。 由 于 Ez ABT z, 轴 上 连续 ,和 5.2 
节 一 样 ,引入 函数 ВО) = BF (=), 在 裂纹 面 上 有 


ht (2) +h Cx) =—Т, |z| <a; hlz) = BF(z) (5—134) 
由 式 (5 -37) 知 ,在 zi 轴 上 广义 位 移 导 数 的 间断 值 为 
id’ (21) = i2Re{A[F+(zx)—F (zx)]} = HLht (zi) + h (xi)] (5-135) 


式 中 五 由 式 (5 - 36) dean. Bl H = i(AB — AB™), 
5.5.2 ¿fw R Fe oy BY Fa Se BO 641 
引信 新 的 函数 g(z) 
g(z) = Hh(z), h(z) = Lg (z), L = H” (5 - 136) 
把 式 (5 - 136) RAG – 134) ,用 分 量 形式 写 出 


La Let (ai) + gr Ос) ] + L [gi (а) + gr (zi) ] 一 一 Ti, 1, = 1, 2, 3 


(5 - 137) 
Ів Cz) +g G) ] + Lulegt (zx1) + ах (21) ] =— T. | 21 |< a 
从 上 式 消去 gr (zi) 十 gr (21) E4 
L; Lg; (ai) gr (a) ] 一 一 T; , 1, k= 1, 2， 3, | 21 |< а (5 - 138а) 
Là 一 La — ааа» TË = T, Т1 / La 
АЛЕКЕ р" (=), T* 等 , 则 上 式 的 矢量 形式 为 
L* at ж 一 = T° , > 
Lg (mi) +g (ху) ] | xy I<a (5 - 138b) 
g" (z) 一 [e (z), B22), 8з (2) |, Т* = | Тү И T; П Т; Jr 
式 (5 - 138) 的 解 为 
1 2 
1, go G) = TFG), Fie) = + [ = 1) (5 - 139) 
2 z a 


现在 来 研究 g (z) 。 由 式 (5-137) 的 第 二 式 , 式 (5-133) 和 (5 - 136) 得 


gi (21) + gi lax) 一 一 (La [gi (zi) + g(a) ] + Ti}/Las | Ti |< а, k=1,2,3 
gi (21) + ра (zı) 一 一 (Lalet (x) +g; (z) ] +T: — D, }/Lus a <| 之 1 |< с 


(5-140) 
上 述 问 题 的 解 为 
g4 (х) 一 [— Lugs, (z) + T, F. (z) + D, Fp(z) |/Ls, k= 1, 2, 3 
= 1 z 1) 
FG) =- | 2? — с? (5-141) 
1 1 z мус? — а? tia yz’ — с? 1 a 
Fp(z) = 2 到 im ра 元 arccos 
式 中 ECz)，Fb(z) 是 去 掉 切 口 ( 一 c，c) 后 的 > 平面 上 的 解析 函数 , 它 具 有 性 质 
_ 0, | zi |< а, 
FR (zi) + Fox) = F; (eo) = 0 (5 - 142) 


1, a <| 21 |< с; 


式 (5 - 139) #105 - 141) BAHT g(z) 的 完全 解 。 


7 Gos 


СЭ 
ж 
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5.5.3 条 形 区 域 的 长 度 
PEW TERRA | т, |S c 的 电位 移 。 根 据 
ECx) = BLF (r) +F (mi) ] = L[g* (z) + g (х,)], | ху |> c 
推出 
D, = Lalet (zi) + кк (a) J + L Га (х1) + т (0) 1, 1, 2,3 
把 式 (5 -141) 代 和 人 上 式 , 得 


D: = 2T, F.C) + LPG) + Fp (601 = (07 一 全 Diarccos 2) —2 
x Cf Маб 

— 2 _ 2 
DP +D,(1 ve а Tie уе), |g рь, (5-143) 

ri” ху FE — іа yz? — с? 

为 使 D, 有 界 ,必须 
р 一 二 D arccos 2—0, 82 = соз хр (5 – 144) 
x c c 2D, 


上 式 便 是 确定 条 形 区 长 度 的 方程 。 原 问题 的 D, 在 x, 轴 上 的 解 为 式 (5 - 143) 的 解 加 上 
D> , 即 


(D2) gas 一 D,(1 


lin a мс а? 十 ia Vri—e ) (5-145) 
Ti т, Je а? —ia VE — 2 
5.5.4 应 力 强度 因子 


原 问题 的 应 力 为 新 间 题 的 应 力 加 上 Т, Вр 
ХУ, (л) жыш = h (zi) +h (zi) + T 
оә,(т\)жыш = Lalek Cr) + gx (ху) ] T La [gI (a) + g, (a) ] + T; = 
L; (g; +g) + ГЕГОР(ЕТЕЕ; )+D.(F}+ F+) ]+Т, = 
(5 – 146) 
2T? Faa) T+ T TAD, — — DZ) + T, = 


由 上 了 式 推出 
Kı = Vra (oz — рар), Ky = Vra (ot — рар), Ku = Vra (0% — рр) 
| (5-147) 


由 于 裂 尖 处 电场 饱和 ,所 以 电场 是 有 界 的 。 
Ru 和 Mao 讨论 了 传导 裂纹 的 电学 条 形 模 型 "中 。 


5.6 ”表面 电极 [so 


5.6.1 表面 电极 模型 


图 5-11 表示 一 位 于 下 半 平 面 S 的 半 无 限 介质 表面 上 沿 z, 轴 覆 盖 了 共 线 的 、 无 刚度 的 
金属 表面 电极 ,电极 的 左右 端点 分 别 记 为 a, 和 5 一 1，2，…，7) AMA BRB Li, E 
极 部 分 的 全 体 记 为 ,其 余部 分 记 为 L' 。 规 定 第 i 个 电极 上 的 电荷 为 9; ,或 规定 其 上 的 电势 


为 V;。 现 在 讨论 下 述 混 合 边 值 问题 


图 5-11 共 线 表面 电极 


oi = 0, Di=0,z€EL; s =0, E=0,zEL" 


oy 一 0， D: — 0, | z |> оо, і, j=1,2,3 
同时 还 要 满足 
| Dy (xi)dzri =— q: i= 1, 2, s, п 
L 
或 Gi = ү;, | .Di Gadde: =—Q=-— У! 
i=1 


按照 式 (5 -148) 中 的 第 一 式 知 , 沿 电极 LAAT YO J x, = 0, 即 


ВЕ- (21) + BF (2) = 0, = € L’ 


5.6.2 求解 方法 
我 们 引入 一 个 新 的 函数 


— B? BF(z), z € 8+ 
hlz) = _ 
F(z), z€ SŠ 


(5 - 148) 


(5 - 149) 


(5 - 150) 


(5 - 151) 


экана S ноа —0 


wasser 


函数 kz) 在 通过 二 解析 延 拓 到 上 半 平 面 后 的 整个 > 平面 上 除 L 外 处 处 解析 。 在 工 上 , 按 式 
65-151) 和 (5- 150), 有 


h (х) — ht (x1) 一 F(x) + B` BF (zi) 一 B [ВЕ (х,)-+ BF (x) ] = 0, z Є L’ 
按 式 (5 - 148) 和 (5 - 149) ,在 世上 有 


BF (21) + BF (х,) = BF (х)-ЕВЕ*(х,) = g, g = [0, 0, 0, D; (z, > ] 
ht (ху) — hk (=, =—B'g, ht — h; =— B D; (д), j = 1—4, z € L” 
(5-152) 


式 中 D; (zi) OR BJ eR. CREAR Riemann - Hilbert 问题 ,其 解 为 


h(z) =— B` | Жы F(z) = hlz), х Є S” (5 -153) 
Zrile z, — z 
根据 已 有 知识 , 预 设 


Р”, (х) = D; (z) = P(z)/ Ц а) (zb), z € S 
j=1 (5-154) 


P(z) = іСУ, 227! 十 see Ó+ yz + Yo) 


上 式 中 的 多 值 函 数 取 分 支 : 当 ->со{, м (= — а) (z — b;) — Z, У; 是 复 常数 ， HRG – 149) m 
定 。 把 式 (5 - 154) 代 入 (5 – 153) , 便 得 


Е,(е,) = By n Рар z€ S 
П М = а) — 8) 
i=l (5 – 155) 

P (x, | 

fe) = Ape | 一 + FiCB;! 
TL /G; an — bi) 
i=] 

式 中 C 取 常数 。 
按 式 (5 -148) ,在 由 有 E, = 0, 因而 有 
АЕ (z) HAF (zi) =[*, Ks x, 0], z € L” (5-156) 


式 中 * 表示 求解 过 程 中 并 不 出 现 的 未 知 量 。 应 用 式 (5 -155), 在 第 i 个 电极 ,上 式 可 以 
写成 


A B732 iP(x,)} 
J Cay — ai) (b, — zi) П (z, — а) (x1 — bi) 
k=1, ki 
Aí BZ i Pir) = 0, z, E U (5 — 157) 
J Ca, — а) (b; — ху) П Xi — а.) (mi — ba) 
k=1, ki 


AA Au = {А By 是 实数 ,或 4,B 刀 是 虚数 ,所 以 上 式 可 以 化 为 Plx) + P(r) =0, 由 此 推 
Н у — у; = 0, ВП P(z) 中 的 系数 y, 全 是 实数 。 


5.6.3 问题 的 解 ”待定 系数 的 确定 


广义 应 力 为 
Za = Ке(>)В„Ву)————°? 
™ Пу а), — b) 
т=1 
广义 位 移 为 
P(z;)dz; 


+ C 


wi 一 2Ке[ Ay 7, (z;) ] = Re A | 


ТГ ©; 一 Qi)(zi —b,) 
i=1 


如 给 定 电 极 上 的 电荷 , 则 把 式 (5 -158) 代 人 (5 - 149), (819 


% b; b, 
J 5. (zi) dx = | Dz Cxi) dz = | Re P(x Jdr, _ 


п 


П VC, а) (z; — b.) 

i=1 
j iP(Czi )dzi 
“SaDa [| VG а) =) 


k=1, Бї 


=— qi 


(5 – 158) 


| (5 一 159) 


(S -160) 


RP n PARA y: G=0, 1, +, 2 一 1) 恰 好 由 ?个 方程 确定 。 特 别 当 = ce 时 , 按 式 (5 - 153) 


和 (5 – 155) ,分 别 有 


limF (=) = „1—88 | Р,(ау)4ху, Пар, (а) 一 元 -By 
= І” 之 oo 4 


2riz4 
由 此 推出 


Ү-1 = 一 二 | .D2 (x1) dz =— 1 Q) = Q 
TJL T л 


如 给 定 电极 上 的 电势 , 则 把 式 (5 - 159346 A (5 - 1492 , 便 得 
4 b; 了 (zl )d< . 
Cus); = Pi = Re} Ава | 1 + < |- 


Ë П Cx; —a;) Ca, — 6;) 
i=1 


P (x, )ах; 


b. 
Ham | m 十 HuC = ү, 
ч П —а)Сх, — b.) 
i=1 
n” гь, n ГЬ, rh. 
D [раса = D f" [Re 7 dz, =— Q 
i=1 Y ĉi i=1 Y 8; v 4 


ПУ = а) (zi — bi) 
AF atl ARAE у (1 = 0, 1, , n— 1) 和 C, 恰 好 由 ?十 1 个 方程 确定 。 


(5 - 161) 


(5 ~ 162) 


如 果 给 定 电极 上 的 电荷 的 问题 已 解决 , 则 可 求 出 全 场 的 EL, WEER 1 (а) < z <А, 


z, == 0) 上 的 电势 A= Vo» 则 任 一 电极 1(а < ху S bis zs = 0) 上 的 电势 Gi 为 


SRERSTSS Shoe 281—0 


Ф: = Gil +i E dzi; 1 = 2, 3, кооп (5 - 163) 


可 见 边界 条 件 (5 — 149) 中 的 两 个 边界 条 件 是 等 价 的 。 
5. 6.4 特殊 情形 


1) 单个 电极 
坐标 原点 取 在 电极 的 中 间 , 即 a =a, b, = а, AARG - 161), RS -155) 化 为 


Р А > 
F,(z,) = Ву G) _ ва 4! 
id уа a (5-164) 


fa) = 5 BR Ее 十 yz —a’)+1n С] 
式 中 C 是 一 个 实 常 数 。 令 电极 上 的 电势 o = V, MA 


p = 2RelLAg fj (z;)] = Ке “A, By [n(x —i fa? — z? )+ In ё])= Vo 


因为 Hy SABR ERB ln(z i Va? 一 zx? ) 的 实数 部 分 是 Ina, 所 以 由 上 式 推出 


q xo x1 nVo _ 
Hy LlnaC = Vos HC = —exp[ 2) (5—165) 
从 而 电势 为 
= H IR l 1 2 2 ` V 
p= fa еа (2, + fea |+ о (5 — 166) 
相应 地 ,广义 应 力 为 


4 4 
=-= 4 BBR a= | 一 了 Bo 
22 т Im 之 ap ja /# а? ， Èn z Im( > ВВ = = = ) 


(5-167) 
对 于 没有 压 电 和 弹性 效应 的 电介质 ,此 时 按 式 (4 -16)，@, R, 了 只 有 下 述 分 量 


Qu =—en, Ru =—єш, Tu =—єш 
在 这 种 情形 下 , 式 (4-14) 和 (4-15) 简 化 为 
Cent рае pera = 0, ш = (“enti yenen ei )/є 
同时 4, B 也 都 只 有 一 个 分 量 
Ан =—i Venen є, Ва =— Cent men) 


从 而 Н 一 一 (enga ei ye < 0, 最 终 得 


F, (z) = Bul 9 , e= У, — Hu 一 一 “一 gel mn 二 (z 十 Гат) | 
an 2, =a п VEnEz lz a | 
(5 - 168) 


对 于 各 向 同性 电介质 ， Єй 一 € Ó; ° 从 而 有 
q 1 
p = Vo еа — (2 + у =") | (5 - 169) 
ne 


上 式 和 电学 教科 书 上 的 结果 一 致 。 be, 

2) 两 个 电极 

图 5- 12 表示 两 个 电极 1 和 2 的 位 置 a, 
bis az, b, 分 别 位 于 一 0.03 m, 一 0.01 т, 0.01 
m, 0. 03 m. 

情形 1 :左边 电极 1 上 给 定 电量 一 g, 右 边 电 
极 2 上 给 定 电量 g。 由 式 (5 -144) 知 , Р(2) = 
i(mz+yo). A (5-161), y = 0, 由 数值 方 
法 得 到 у» = 1. 146 99. 若 令 电极 1 上 gp =V, 
那么 数值 计算 给 出 电极 2 上 的 电势 为 wm = Vo 一 
| E,dz, = У, 十 1.070 79, 5-12 两 个 共 线 表面 电极 


情形 2: 两 个 电极 上 都 给 定 电 量 g。 由 式 (5 -154) 知 , Plz) = izt). BRG - 161) 
NL, yi = 29/z, 根据 对 称 性 知 , y = 0, 两 种 情况 下 的 PZT -5H 材料 的 Р, /9, Di/g, oz/g， 
ox /q 相对 于 xz1/a, a=0. 01 m 的 分 布 分 别 示 于 图 5-13~5-16。 由 图 可 见 , 对 于 情形 1, Dz, 
oz 相对 于 л/а 是 反对 称 的 ,Di，cos 相 对 于 z /а 是 对 称 的 ;对 于 情形 2，Di ,oz 相对 于 ху/а 
是 反对 称 的 ，D;， ozs 相对 于 zi/a 是 对 称 的 。 在 电极 端点 出 都 存在 1/NWr 奇 异性 。 


D /a(m °) 


| 


Cb) 
图 5-13 量 纲 一 电位 移 D,/q 随 量 岗 一 轴 向 距离 z /a 的 分 布 
(а) 情形 l; Cb) 情形 2 


---- хуа=—0,1 
=Ja=—0.01 


Di/q(m °) 


---- туа=—0.1 
хуа=—0.01 


£ 0.04 
号 
9-02] 
一 0.4 
一 0.6 
0.8 J 
4 3 2 1 0 | 2 3 4 
ra 
(b) 


图 5-14 量 纲 一 电位 移 D /q 随 量 纲 一 轴 向 距离 z, /a 的 分 布 
(a) 情形 1; (b) 情形 2 


5.7 含 平 行 边 界 裂纹 的 条 形 压 电 介质 中 的 动态 响应 


5.7.1 基本 公式 与 Laplace 变换 


图 5-15 表示 一 高 2h 的 条 形 横 观 各 向 同性 压 
电介质 ,在 其 中 央 有 一 平行 边界 的 长 2a 的 裂纹 ， 
坐标 原点 取 在 裂纹 中 点 ,zx; 轴 沿 裂纹 方向 ,zs BH 
垂直 裂纹 ,裂纹 面 上 作用 有 窗 加 广义 载荷 
一 coHGCD ， 一 DoHGt) HP H(t) 5 Heaviside И 
路 函数 。 极 化 方向 沿 zx， 轴 , 因 此 在 лз 平面 内 
存在 面 内 广义 位 移 (u， uss o) AJ LMA Co, 
вз, os» Юу, D3), RH Voigt 紧缩 符号 , 按 式 (3 - 
31) ,本 构 方 程 为 


o, = Спе + Cize; — ез Ёз 


оз = Сузе 十 Сззєз — ез: E; K 5-15 含 裂纹 的 条 形 压 电介质 
б 一 Cares 一 es Е, (5 一 170) 承受 动态 载荷 


D. =є1 Ё 十 €15€5 
D, =є3 Ез + ез є 十 €33€3 


代 人 运动 方程 ,利用 广义 应 变 位 移 关 系 , 得 用 广义 位 移 表 示 的 运动 方程 为 


PERREESSEnoe aoe 


was we 8 


Сил, + Сиш,» + (Cia + Ca duz, 13 十 《esl + ёз) фаз = pity 


СС + Co)uins + Ca us, + Catts, 十 eu Ф.п + €33Q,aa == püs; (5 - 171) 
(ез 十 eis ) Ui,13 十 eis Ua,11 十 E33 Wa,33 一 ell9,1 Tess = 0 
力学 边界 条 件 和 电学 绝缘 条 件 是 


озб, 0, 2 =—o НО), Р, (ж, 0.2) =—-DH@),-acxa<a 
uz (21 O, £) = olt O, 2) = 0, a <| ху [< оо, оба, 0, 1) = 0, — оо < z, < осо 
о (21, ЖА/2, t) == облу, + h/2, t) = Dixy, + h/2, t) = 0, — eo < z; < осо 

(5 - 172) 


采用 Laplace 变换 法 中 解 上 述 问题 。 引 入 任 一 函数 f (zi, zs, 2) BJ Laplace BR f(x, 
z bD Cf REA f ВОЗЕН РЕЖ) 


КЕЛ X34 p) = ice Жз, pe’ dt (5 ~ 173a) 


称 f(x, + Tzs ЈА Ж, РО, Жз» DARBR HP p= a 十 认为 复数 。 数学 研究 表明 , 像 
函数 是 半 平 面 Rep>>a。 上 的 解析 函数 ,其 中 ао BOWKER. EMR ERA 


Rice __ 
fla, za D = | Flay, ту, pret dp (5 -173b) 


251) а-ә 
式 中 积分 路 径 称 为 Bromwich 积分 路 径 。 在 Laplace 变换 域 中 有 


N F/D de = p'[f(p) — /00)/р— F Op — ++ — $ (0) /p"J 
(5 -173c) 
当 各 阶 导 数 初 始 值 均 为 零 时 ,基本 方程 式 (5 - 170), (5 ~ 171) 和 (5 - 172) 分 别 化 为 


01 = Cy е + Cis E3 ea Е, » Gs = Сз є + Css єз 一 ess Е, › 6s = Сы €s — ез E, 
D, =en E, + eis 55， D. =euE; + ёзу El + еза E 
(5 - 174) 

Си жп + Са Wiss 十 (Ca + Са? изз + (езу + е) Фа = рр? wy 
(Cys + Сы) thas + Cu us, + Cos Uy, + ew Gar + ёз Gs = рр? Us (5 - 175) 
(ea + ers) ts + eis Из, F Es Us.33 TEn ф,1 Es P33 一 0 
РЯ =— o / p» D. =— Do/p, —a < m <a, ду = 0 
m = g = 0, a <| xı |< оо, za == 0; G; = 0, — °° < zí < осо, zs = 0 (5-176) 
в = = D; = 0, — e° < z; < so, z; =th/2 


5.7.2 求解 方法 


考虑 到 问题 对 ху = 0 是 对 称 的 ,对 z, = 0 是 反对 称 的 ,Wang 和 Yaw H FA) Fourier 
余弦 和 正弦 积分 作为 Laplace 变换 函数 的 解 


оо 


6 
ж = (2/n) УА, (Qe sintez de 
j=l 
6 оо 
м, = (2/ к) D ajAj(é)e созбёх,)дё (65-177) 
j=1 


$= Gln) > oA Фе cos(éx,)dé 
REAO (二 1~6) 为 由 边界 条 件 确定 的 待定 函数 。 代 入 运动 方程 (5 - 175) , 便 得 


2. Уле sin(€z1) [С Cy E? t Ca y;— рр?) р; + 
(Cis + Cy Ey ja; + “ез, + e153) У, 18 = 0 
z асое cos(éz1) [— (Crs + Cu)é7; p; + (5 - 178) 
(C, ¥2— Cus? pp? a; + (езу? е), Jd = 0 
2 аке соз(ёт1) [— (ea +еѕ)ёУ; p; + 
(езу — E eis Ja; + (1.22 — e337) 6; |4 = 0 
要 上 式 有 解 , 必 须 


(一 Cug’ Cay; — pp’) b; + (Cis 十 Ca dEyja; + (es + е1) 7;b;E = 0 
(C, + Cu EY; Р; 十 (C, у? — Cug — рр? а; + Сезз y; ел5? )6, = 0 (5-179) 
(ез + eis EY; p; 十 (еззУ2— Eei a; + (е2 єз у?)Ь, = 0 


由 此 推出 p;， aj’ b; 前 的 系数 行列 式 必 须 为 零 , 即 


Cay Cué’— рр? (Cis + Си) Уу (ea + e15) YE 
— (Сз + Ca dEY C. y" 一 C, &°— рр? ea y’ — es |= 0 (5-180) 
— (ea 十 el5767 еззу*— Ё е enf — eny’ 


上 式 是 y 的 6 次 方程 ,正好 确定 6 ТА у, (=1 一 6), 这 正 是 式 (5 -177) 对 7 一 1 一 6 取 和 的 
原因 。 不 失 一 般 性 , 令 р, = 1, 由 式 (5-179) 便 可 确定 aj， 5b; ,它们 为 


A. (7;) A, О) 


Ay)? А0) 
A, (y;) 一 (Ce 一 Cay; + рр?) (ess Yj — est) = (С, + C.a ) (езх + @13)€? y; 
А„Су;) = (Сз + С, )282y;— (Cy g’ — Cu y; + pb’) (Cas y; — Cué’— рр?) 
Ao (Yi) = [(С 十 Caa ) (ез У2— ё%Ё?) — Сез, + eis ) (Cas yi— Cu ê — pp?) ]EY; 
(5 181) 
再 应 用 边界 条 件 , 便 可 确定 待定 函数 A;(8&)(j = 1~ 6). 
5.7.3 奇异 积分 方程 和 解 


根据 反对 称 性 ,在 裂纹 面 上 ， Ua, 1 =—и$, 19 Айз, = Us, 1 — Ws, 1 一 2из, 1 ‚Жи 一 из (21 ? 


人 


Ф 


T, р), НОН ЭКИ ARIAS. ЈАН Bl [RA BAS у Жа. 5] AE Жу E РЕЖ 


= 
W3,19 — a< Tm <a, 


( , >= | 
fe, 0, a <| z |< co; 


g(a, р) = |в аса са, 


0, a <| x, |< оо (5 – 182a) 


以 后 记 Ula = Ta o BELA ОГТ ЖЕЙ {И ЕКЕШ ОК 
Mice p)du = 0, Гас, р) ди = 0 (5 – 182b) 


25 (5 – 177) 代 人 (5 -174), 再 代 人 边界 条 件 式 (5 - 176) ,并 应 用 式 (5 - 182) ,在 区 间 0< а, <a, 
便 得 到 下 述 积分 方程 5 


д! ° JG Pay + ®[' 8 如 du 十 十 | [Qu (и, жу) flu, р) + ©» (и, zi )g(u, р) ]du =— 4 
1 


NJo u“— x, Tjo u 
аз [* flus р) a [° gu, p) If: _ dD 
a Ux du 十 | а 2, dz 十 Lf ГО, (и, жу) flu, р + Qo Cus х) Си» b) ] dx = ?p 
(5 – 183) 
式 中 
Q; Gu, z1) = | 2[ P,, (Е, p) — ay Jeos(ér1 )sin(éu) dé + A ‚›]=1,2 (5—184) 
Ор = а» 012 = аз» а = аз» Q22 = Q4 
和 
6 
__ Сзз У;а; + езз 0; 一 Cë I 
Palë, р) = > ZA (ë, р) Aan (6, p) 
6 
— Cssy;a; 十 essy;b; 一 Cê | 
Pı: (ë, р) > EAG, р) A Сё, p) 
6 
P ， — es3 Уза; + ess УЬ; — ез8 (Е, 
п (Ë, р) 2) AlE D) An, p) (5-188) 
6 
— 33 У;а; + ЄззӨ; — ené | 
P,, (€, p) 2) ee 5 O Д. (8, р) 
ACE, р) 一 det[ М» ], Mi; = Gj» M;; = b; 
M; 一 一 LCa (y; tag) + €150;€ | ‚ М; 一 一 [Cu (y; + a;&) + еу bele 
Ms; = [Cang — С»у;а; — essy;b; ]е?*, My = Leng — enya; + en yb; Је?" 
AP Aa (j =1- 6, п = 1, 2) 是 行列 式 |Mi | 的 元 素 My 的 余子 式 。 
为 了 可 以 应 用 一 些 标准 的 数值 解法 ,引入 量 纲 为 一 的 变量 
и pl zn rtl (5 - 186) 
a 2° a 2 


从 而 式 (5-183) 可 以 改写 为 


a 人 Flo, p) о [ Vip, P) І [рд А — m 
Рафа Се dp 二 LP TA. (or РО» р) +з бр, NV(p PY Ide =? 


1 1 A A 
af | Fo» Бе Рафа е, Ko Ра 1 if [Qn ф YF (ps р) + Өз» (o, r V(o, p) Ido =- 2 
ы р L 
(5 - 187) 
式 中 一 1<r<1l 和 
_ fetl _ /etl А _ а etl r+1 
Flo, p) = Р 2 As Р), Vo» p) = z Í 2 as Р), Q; (p> ғ) = +Q, ( 2 as p a) 
(5 – 188) 
AMHR, ES 
Ro, р) _ Tle, b) 
Flo, р) = Ze, Vio, р) = ЁЁ” (5 - 189) 
0 jag’ Ve =i 
把 Коо, р), T(o, DEER Chebyshev 多 项 式 
Ro, р) = DIGTi(p), Tp, p) = > DT: o (5 ~ 190) 
i=0 i=0 
利用 Gauss - Chebyshev 公式 ,可 得 一 组 线性 代数 方程 组 
К. 3 p) T Co , р) —_ Go 
> > + бав, ra) | P+[ — +Q, o, rn) | п |= P 
1° Qn (Ons Tm е Га баа» т) | 一 人 
k=1 n p 
(5-191) 
AP 
Т,(р) = 0, рь = cos (261) 
(5 - 192) 
U,(n) = 0, r, = соз(- Et) k= 1, 2, ‚лп 


因为 f(a, р), glt, р) 是 ху HARM. Mm FO, b) = g(0, р) = 0, & RO 1, р) = 
T1, р) = 0, 进而 推出 RCp,, р) = TC р) = 0, 因为 在 n>oo 的 极限 的 意义 上 ,p, 是 pi 
中 最 接近 一 1 的 量 ""' 5。 从 而 式 (5- 191) 构 成 2(z 一 1) X 2(n 一 1) 个 变量 ROps, р), Thm 
DP) 的 2Cn 一 1)X2(n 一 1) 个 方程 , 故 可 解 。 

在 Laplace 变换 域 中 , 动 应 力 和 电位 移 强 度 因 子 为 


Kı (p) = lim 2хбху а) 而 (zi，0, р), Кь(р) = lim VZxCzl а) D, (zi; 0, p) 


(5-193) ` 


利用 Chebyshev 多 项 式 的 下 列 性 质 


Lf T, (u) du | x: | | а | 1) 
一 —— =-= ee |x, — —  —  —-- , |z [> 1, n = 0, 1, ee 
TI- (u — z) /1—ш zı yz? —1 ! Tı | 


(5 ~ 194) 
得 到 


SERSSERS ERIE иси 个 


地 | 
Ж 
tt 
理 
论 


“La КІ, b) +a, T(1, p)] 


К, Cp) 一 一 FaR, p) 十 az 工 (1， р)1, К (р) = 
(5 – 195) 


Laplace 变换 的 反 演 用 数值 方法 进行 。 求 出 К, (b， 天 pb 后 , 裂 尖 广义 应 力 和 位 移 场 可 写成 
1 — ko 


(2,0,0) = ———# K,(@), D(x, 0, = 
з М2т\ху—а) ! ез Jentz, — а) 
Wa 0, g EEE a Hee} 


ф(х\, 0, D azas саш L as —a 4| Ky (2) 


(5 - 196) 


能 量 释放 率 G 为 


a 十 da 1 Г 下 (xy —da, 0， и" 
Gda = 2| za сз (ху, 0, t), D; (=, 0, t) ту 一 
. 2 p(x, — da, 0, D) (5 - 197) 


La/2 Cares — ауа, 1С о Кё (z) + Zaa К (Ky (t —a Kit) ] 


5.7.4 数值 例题 


取 用 PZT -5H, 其 材料 性 质 如 下 
Cy = 12. 6 X 1015 ; 13 一 5. 3 x 10° , Css = 11. 7 X 10” 9 Cus = 3.53 X 10" (N/m?) 


езү =— 6.5, ез = 23.3, e = 17.0(C/m’) 
Сєз = 15.1 X 10, єз = 13.0 Х 10°(C/Vm), р = 7 500 (kg/m*) 


解 出 的 а; 值 为 
а = 5.094 X 10°, о = 14. 216, 
图 5-16 和 5-17 分 别 表示 An/e = 1. 25, ЗАН А =— Dow /oou 取 不 同 值 时 的 量 纲 一 


аз = 14.216, a, =— 178. 769 x 10 1° 


К, f ma 


alh=1/1.25 


{С /p tla 
图 5-16 量 岗 一 动态 应 力 强度 因子 随 量 纲 一 时 间 的 变化 


3.0 c/h=1/1.25 
2.5 4=0.1 


Кыр„{ка 


VC 万 加 
图 5-17 量 岗 一 动态 电位 移 强度 因子 随 量 纲 一 时 间 的 变化 
的 动态 应 力 强度 因子 K1 /oo Va 和 动态 电位 移 强度 因子 Ko/DoVa 随 量 岗 一 的 时 间 VC3 /pt/a 


的 变化 ,其 中 C3 = Cas 十 eyess 。 由 图 可 见 , 广 义 动 态 应 力 强度 因子 先 随时 间 增 加 ,达到 峰值 后 
下 降 , 经 过 很 长 时 间 后 回 到 静态 值 。 


5.8 用 Chebyshev 多 项 式 数值 求解 一 类 奇异 积分 方程 5 72, 3 


5.8.1 Chebyshev 多 项 式 


1) 基本 性 质 
Chebyshev 多 项 式 是 带 权 的 正 交 多 项 式 , 分 为 两 类 ,第 一 类 的 权 为 po(z) = (1—2°) 1°, iu: 
WT, (z) 3; 第 二 类 的 权 为 p(x) = A 2°)", WA U, (>), 


T, (x) = cosné, U,(x) = sin(n+1)6/sin@, 0 = arccos z (5 - 198) 


Т,Ж О, ERIC —1, LIRA n 个 零点 ,它们 分 别 为 


T, (xX) :x = cos (A x), U, (xX) ;xi = соз (- Ё it) В = 1,2, :., п (5 – 199) 
递 推 关 系 为 
T.G) = 1, T, (z) = x, Ta (х) = 22T, (z) — T, (x) 
U(x) = 1, 0 (жх) = 22, Un (z) = 220, (z) — U1 (z) (5 — 200) 
Ui (х) 一 Т, (2)17, 1 (х) — Т, (Hue, (x) 
2) 两 类 积分 


工程 中 常常 遇 到 下 述 两 类 奇异 积分 


MERRSESSEHOR Wos 


1 1 — 42 
二 | fdt , 1f via# fdt \х|<1 (5 - 201) 
mi /1l— £ G— z) = у 


RP РС) Е HOlder 条 件 , 积 分 为 Cauchy 主 值 积分 。 利 用 围 线 积分 和 留 数 定理 ,可 以 证 明 
对 上 述 两 种 积分 存在 下 列 关系 "3 


1 
1 I ОТ 


mit Vl (tz) (5 ~ 202a) 
1 /1 — #2 
二 | 1 t U, (2) d: 一 Т, (x) Й U_, (x) 一 0, | x |< 1 


t— т 


1 f(todt 
5.8.2 奇异 积分 ‚—1<х 二 1 的 数值 求 积 公式 

uf /1 — t? (t __ х) LAT 
首先 应 用 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 


1f fd 1 _ 2k—1 _ ... 
aha A О ат (н) вея бодов 
即 z, 为 T,(z) 的 零点 。 这 一 求 积 公式 的 精度 为 24 一 1, 即 对 不 超过 2n — 1 的 多 项 式 是 精确 成 
立 的 。 设 SOEI, 1] 至 少 一 次 可 微 , 令 


FG, o) = КУ, L= т} FG, z) = ffGz), t = xz (5 — 204) 
— = 
显然 R(t, DELL, 1j] 是 连续 的 ,再 利用 U-_1(x) 二 0, 便 得 
17 _ уой -1f СР — fle) jdt +æ f d 
7 Yi-t? G — z) пул /l—# G — <=) a 01—212 G— x) 
1( FQ, z)dt TS 
+f A ЛЛ? = n D Fa, x) 
D i£ TÆT 
则 
1f fede nil 1 fe Рб z 1 
2. > F , => 一 一 
T, T, 
另 一 方面 ,由 于 一 所 一 "下 是 关于 + 的 n 一 1 阶 多 项 式 , 故 有 
Lf [T, (4) — T, Cx) ]dz _ 1 T(z) — T, (z) _ T, (z) < 1 
VISE (t—2) n кт TaT п ee to 4k 
同时 根据 式 (5 - 202a) 的 第 一 式 , 有 
Lf [T,(t) — T, a) Jd: _ Lf Т, (2) de _ ( 
п—1 
путы „/]1—{%(—ух) vJ- Vl—t:(t— ж) 


1 __ U, (2) 
直上 二 式 推出 二 D —1— = О), үр aA z BL f 


if fdt 1 чч JG) Uml) 
-| —— + f(x) - 
|. М = тә "hua Т0) (5 = 205a) 


特别 当 z RIE z, H U, (r = 一 0 时 ,上 式 特别 简单 ,在 形式 上 和 Gauss - Chebyshev 求 积 公 
式 相 同 。 对 于 这 种 情形 , 式 (5 - 202a) 第 一 式 的 离散 化 形式 为 
A Tlr) 


工 
п {1 (x, — к,) 


= Uj-1(2,), U, (z,) =0, O<ji<in (5 - 202b) 


2) R z = x, 


则 进行 x 一 x 的 极限 处 理 , 由 此 可 得 


d (zi) ч 1 , 
1 __f@d Ll yy а) рг зз fz) HES (a) = 
1 vi> t @—х) N j=1, jth Lj — Lp n j-i jak Le — Tj " 


Tk 


H р, =k +; — Tk 2n(1 一 


(5 - 205b) 


5.8.3 奇异 积分 | Cf ОЧ, т.с <1 的 数值 求 积 公式 
首先 采用 求 积 公式 


| =z де —1— у — z? = Ет 一 see 
1р vl—t f(D dt ~ TT 2: fe) xr), Ly cos + ). в 1, 2, e,n 


n+1 
(5-206) 
即 z, 为 U1(x) 的 零点 。 设 f(#) 在 [一 1,，1j] 至 少 一 次 可 微 , 令 
F(t, o = ОСА, FG, х) = f'(z), t = z (5 - 207) 
— Ж 


显然 FC, DELI, 是 连续 的 。 按 式 (5 - 2028) ,有 | VITT d/G- 2) 一 一 zz, 从 而 


工 VL TP 1 APO Fares уса) VI dt _ 
xJ- x 


t— х (т— ж) (2 — ж) 


二 | J1l—t* F(t, z=)dt — zf (z) 
TJ-!l 


D Ж z = х, 

1 /l1—# fadt 1 "ү fada) fa) < 1— z 
| 二 | — — = 
则 H, (t— х) п+1 — z, — х titi 22 f(x) 
注意 到 

al /1—t*(U,@) = 0, (х) ја 1 О, (4) 一 О, Са) р _ ay _ 

= = 一 一 一 一 一 一 一 一 х?) = 

a (t— z) п+1 — х, — х 
1 У) U,¢ ) (1 225 


SHERSESS Shoe 0—0 


каке—Ө 


同时 根据 式 (5 - 202a) 的 第 二 式 , 有 
1р м1 10,00) —U, (2) ]а _ 


— Try (z) + zU, (x) 


(t— х) 
нЕ Г) а _1 эр 1-01-29), RUM z Z z 时 ,有 
一 U(x) | n+l ' 25-5 
1 V1 一 上 fadt 1 У fle) A= x) _ 
nx J =i (t— <x) ~ n+l = х, — ж Е 
(5 – 208a) 
1 Рх.) A a) fl) Tay (z) 
n+ 1 — =, —<= U, (z) 


RA z OB x, A Т, (аъ) = 一 0 时 ,上 式 特别 简单 ,此 时 式 (5 - 202a) 中 第 二 式 的 离散 化 形式 为 
 (l1—2?)U;(z,) 
> (n + 1) (z, — zi) 
2) Ж > = zx, 
则 进行 хс, 的 极限 处 理 ,由 此 可 得 
1 м1 — t’ fd _ _1 У арата) | 


t= п 1,175, =; — х, 


一 一 1н (л), U, (x,) = 0, Ты Cx.) = 0， n >j (5 – 202c) 


704-20 


2(п ga у 6) 
(5 – 208b) 
5.8.4 奇异 积分 方程 的 解 
工程 上 出 现 的 积分 方程 ,如 式 (5- 183) 类 型 , 即 
IF FO + Kez, DFW dt = QG) 


式 中 核 函 数 Kc, O I hai Q(z) 是 已 知 的 ,有 些 问 题 中 F(z) 在 两 个 端点 具有 1Vr 的 奇异 性 , 即 
FQ) = f@®)/ V1 一 二 ,其 中 f(t) 是 有 界 函数 ,通过 变量 置换 ,常常 可 以 化 成 如 下 的 积分 方程 


1 2 Роа | 1 ѓа) 
十 | Ко, о 20 =p, 14х41 (52 
可 Ма-а) A T ZS 6-29 
同时 下 ( 轧 需要 满足 一 定 的 定 解 条 件 ,如 位 移 单 值 性 条 件 等 
| roya JIT =C (5 ~ 210) 


由 于 难于 得 到 闭合 解 , 通 常 采用 Gauss - Chebyshev 求 积 公式 (5 - 205) 和 (5 - 203) ,在 定 解 条 
(5 -210) 下 , 求 数值 解 积 分 方程 (5 - 209), 即 离散 化 为 


54 =f (ty) [一 二 g taK в) |= gG), r= 1,2, +з, п—1 
сє" (5-211) 
> TF) = С, t, = cos (2k Dx z, = сов”^ 

п 2п п 


k=1 


ERE n 个 未 知 量 (41),…，f(z,) 的 nn 个 线性 代数 方程 ,易于 求解 。 
有 些 问 题 中 f(z) 在 两 个 端点 没有 奇异 性 , 且 具 结构 FC) = РО) VIr, 其 中 f(t) 是 有 
Ж РЕЖ ,通过 变量 置换 ,常常 可 以 化 成 如 下 的 积分 方程 


1 JIE 1 
ih алда + | кеш, D J1—2t? fede = g(x), —1<z<1 
(5-212) 


和 上 面 一 样 , 利 用 Gauss — Chebyshev 求 积 公式 (5 -208) 和 (5 - 206) ,在 定 解 条 件 (5 - 210) Е, 
来 数值 解 积分 方程 (5 - 212) ,得 到 


a — 42 
> fu) | a t aK, a) |= g€), r=1,2,°"*,n+1 
k=1 r 


(5-213) 
(2r—1)x 


95 2a +1) 

上 式 共 有 2 十 1 个 配置 点 ,而 待定 量 只 有 n PRAES), e, fG) ,为 简单 计 , 通 常 抛弃 其 

中 的 一 个 点 ,例如 最 接近 端点 的 点 , 因 端 点 处 函数 为 零 , 故 接近 端点 处 的 函数 值 已 经 很 小 。 
Chen 和 Liu 讨论 了 含 垂 直 边 界 周期 裂纹 的 条 形 梯 度 压 电介质 的 动态 响应 ,Chen，Liu 

和 Zou 讨论 了 双 压 电梯 度 材料 中 的 动态 问题 。 


t, = CO 


= с 


s_Ar z 
n+l? 7 


人 


(ЖО 
双 压 电介质 中 的 线性 夹杂 


6.1 JUE E F DJ LE Ж ЖЫ. 


6.1.1 一 般 讨 论 


讨论 在 无 穷 远 处 没有 广义 载荷 作用 的 双 材 料 
Ш. MB 6 F ERPS”. z; > 0; MAT 
位 于 下 半 平 面 S , z; < 0; zi 一 0 为 界面 ,全 体 界 
面 的 集合 记 为 ,界面 上 存在 共 线 裂纹 ,其 左 端 点 
BA a4, 右 端点 记 为 b, 其 集合 记 为 工 -。 为 方便 
计 , 其 余 的 部 分 L 一 L 称 结合 面 (图 6-1)。 令 d 


(zi) 是 z, 轴 上 的 上 面 和 下 面 广义 位 移 的 间断 值 ， 
注意 到 对 任何 了 有 zx = л, 图 6~1 双 压 电 体 中 的 共 线 界面 裂纹 


d(x,) =U, Gezi) —Ur (zi) = 2Ке[Аү/у(х,)— Ар fu (x1) J (6-1) 
在 结合 面 上 的 位 移 . 电 势 和 面 力 连续 的 条 件 要 求 
dlzi) = 0, DC) = Eil) = Xr (zi), m € L — L. 
Хь (21) = 2Ке[В,Е,(2.)], B= І, П 
ARAH ЕШ E Л E B 34500, a 9 Д& ЖШ ЗЕ О, ВЕНН А Dn) = [ers ta ti, 


— a] 


(6-2) 


E(x) = Ep) = Ерб) = Bola). а € L, (6-3) 
HLA ERR, ERE z, 轴 上 外 载荷 连续 , 即 有 五 ix (а) = Xr; (1), WHA -2) 有 
В.Е; (21) +B, Fi (zi) = By Fr (21) +By Fr (1), оо < ж <o (6-4) 
由 于 
F(a) = F (zi), F CG) = F (z) (6—5) 
故 式 (6 -4) 可 改写 为 
B IF (21) —By Fy (zi) = By Fy (a1) — Br Fy (z), ~ <r <оо (6-6) 


按 第 1 章 所 述 ,作为 第 一 步 , 在 平面 上 讨论 问题 。 易 于 见 到 ,上 面 等 式 的 左边 为 在 z, > 0 解 
析 的 函数 的 边 值 ,右边 为 在 хә <0 解 析 的 函数 的 边 值 ,而 在 z, 一 0 上 是 连续 的 ,因而 在 全 平面 


解析 , 它 只 能 是 常数 ;又 设 在 无 穷 远 处 没有 外 力 和 电位 移 作 用 ， F. (z) 和 Ет (z) 是 任意 函数 ， 
故 可 令 该 常数 为 零 . 从 而 有 
Bi Fi(z) = Ву Fr (2), zz > 0; By Fr (z) = B, Е; (z), z; < 0 (6—7) 
利用 式 (6 - 6) ,由 式 (6 - 1) 可 推出 
id (xi) = (iA; Fy (2) +i A, Fi (zi) ]—[iAy Fy (а) +іАр Fr Cr)] = 
ПА: By —i Ag By JBI Fy (21) — [iAr Bi —iA: BP IB, Fr (z) = 
HB, F; (z) НВ, Fy (zi ) 
(6-8) 
式 中 


_ Үл. Y, 
H=Y,+Y,, Y, =iA, ВГ, у, = | Ë а= 工 П (6—9) 
Yu У... 


直接 验证 可 知 ,Y。 是 Hermite 矩阵 ,因而 H 也 是 Hermite 矩阵 , 且 Yui 是 3х3 的 正定 的 


弹性 矩阵 , Youu = ҮТ 是 3X1 RAB, Yiw 是 介 电 系 数 元 素 。 对 稳定 材料 ,Yi 过 0。 
按 式 (6 -8) ,此 时 可 通过 对 实 轴 进 行 解 析 延 拓 ,构造 一 个 除 裂 纹 外 在 全 平面 = 上 解析 的 函 
数 h (z) 


ВТЕ, (z), x; = 0, 
h(z) = z € L. (6-10) 


H` НВ Fi (z), т, <0, 
BR, 2 EL 的 zi 轴 上 ,有 BiFi (а) = Н! HB, Fy (x). 
6.1.2 Rama BHR Z: Ља 
按 式 (6 -4)、(6 -7) 和 (6 - 10) ,裂纹 面 自由 的 边界 条 件 EC, 0) 一 0 可 写成 


Bı Fy (zi + By F: (zi) = Bi F (zi) + Bi Fi (zi) = hš (zi) + HAG (ху) 
= 0, ху € L. (6-11) 
上 式 是 矢量 型 的 Riemann - Hilbert 问题 ,和 第 1 章 1.6 节 中 的 式 (1 -74) 类 似 , 只 是 式 
(1-74) 中 的 g 换 成 了 一 再 -: 百 ,因而 可 采用 相同 的 方法 处 理 。 在 = 平面 上 的 基本 解 可 设 为 


X. (z) = [Xo (2), Xo (z); Хы], Xaj Cz) = o; Y (z) 
(6 - 12a) 


Yo(z) = [ 2-а) 702—600, XE) = eX, (0) 
k=} 


应 当 注 意 , 双 介质 中 的 YC(z) 和 均匀 介质 中 的 Y,(z) 的 表达 式 不 同 。 把 式 (6 - 12a) 代 人 (6 - 
11) ,得 


бе? +H o= 0, |e%I+H'H|=O (6—13) 


令 y 一 1/2 十 ie, 利用 е0 =— e= , (6 – 13) RI Ei Jy три 


SRRRSISSERR аси Â 


(е1 — Н.Н) = 0, (I — Н Н) о = 0 
| H— eH |= 0, |H— еН |= 0 
由 上 式 知 , 若 e BETH M) е НЕ, BR. H T H K 4X 4 ВЕ, е 
四 个 根 。 因 为 下 是 Hermite 和 矩阵 ,所 以 可 以 分 解 为 


(6-14) 


H=A,+iA,, H=A,—iA, (6-15) 
AP А, ESOP. A, 是 实 反 对 称 矩 阵 。 令 


er 一 en ей — 1 = _ 1 1+ 7 
B= tan h(ne) = Soe S= 1 ЭЎ є er (6—16) 


把 式 (6 -15) 和 (6 一 16) 代 入 式 (6 - 14), 得 
| ATA: + |= 0, | ATA: — 181 |= 0 (6—17) 
由 上 式 知 ,8 和 一 8 都 是 根 。 展 开 上 式 , 得 
В' 268 +e = 0, b = Lul (ATA: e =| ATA: | (6 - 18а) 
由 于 A, КИ S APAK IEEE, ИЗ | А, |Z 0, X N Ул, EEEE, Y. < 0, 所 以 
| AD 1<0, 因 而 推出 c <0, RA 
Ba =+ М с) — b, By =+i( (b — с) ББ (6 - 18b) 
与 之 对 应 的 є 记 为 


Є 一 sl 一 一 ez = —artanh (° — с) —b (6-19) 


Ец =—&з = ik, K = 工 arctan (®—с)!'®--Ь 
x 


由 上 式 知 ,存在 4 个 s 值 , 且 s, “是 实数 ,相应 地 有 4 个 本 征 矢 量 @” 和 4 组 基本 解 


п 


XP (е): ХО (z) = oP YP (=), YP C) = Па (2-4, tp = 1,2,3, 4 


k=] 
(6 -12b) 
式 (6 - 12b) 的 基本 解 又 可 以 写成 和 矩阵 形式 
Р(х) = [XP (х), XP (2), XP (z), XP (z) ] = QQ (z) 
XP (0) = ө®Ү (2), 000) = (Yi (2)), Q = [o OO sO J 
; ; ; ; š 1 z— b, is; А 
п — (0 ase, qi) T, YS (z) = <“ “k ,i=1,2, 3, 4 
о Гах 44 J z П Je aD b) (2—2) 
(6 – 20) 


对 于 单个 裂纹 ,如 把 坐标 原点 取 在 裂纹 的 中 心 ,裂纹 的 左 . 右 端 点 分 别 为 一 a 和 a。 此 时 把 基本 
解 式 (6 - 12b) 推 广 到 zj 平面 上 , 便 有 


; 1 z; — a 
i) y=, j ; > — 
Хоу (z; ) = ш; СЕТ (2 а) »isj=1, 2, 3,4 (6 - 12c) 


由 式 (6 - 14) ,又 可 知 
Mea 有 I-H Ho” =0, (е1 — HT: Do” = 0>(e"I— HH) a” =0 
Xt є 有 (е — H` Mo? = 0, ("I 一 H” HD D? = 0= (eI — НН) a” = 0 
对 єз 有 Cet] — H Hjo” = 0, (e 2rix 了 一 Н! Нә mO — = 0=>(e**] — НН) ә =з) — 
对 &4 有 (Ce 2"ixT 一 H`! Н)о® = 0, (es2ri<y 一 H? Ho —~(4) -一 0=> (eI — H` Н) o” 一 0 
(6-21) 
BERTA, ИШ Жо, Ф“) Жо‘, a” Aloo‘? 满足 同一 个 方程 ,所 以 o? = — co” ; 其 中 с 
HLH 0” Ao?’ BREE, 
6.1.3 第 一 种 解法 
设 在 裂纹 面 上 作用 有 广义 载荷 DC) ,此 时 式 (6 -11) 应 换 为 非 齐 次 方程 
ht (z) + HOM (х) = У (а), а € L (6 - 22a) 
按照 第 1 章 中 1.6 节 有 关 Riemann - Hilbert 问题 的 研究 ,首先 在 z 平面 上 讨论 。 类 似 于 
式 (1 -79)~(1-85) 的 讨论 ,按照 基本 解 的 性 质 , 现 在 有 
PHG) + HHP (0) = 0, НН = 一 P+(D)[P G0)]! 
故 式 (6 -22) 又 可 写成 
[PH] ht (z) —[P G)] h (ж) = [Р 00) |5 (zi), хт, € L (6-22b) 
从 而 式 (6 - 22) 的 解 为 


十 一 ! 
jz) = ha (z) + hy (2) = Pœ (Cte) + Ly 22) Bose | 
2riJr (zl — z) 


(6 - 23) 


+ -1 
hilz) = XP Cz) (С° ш) + 二 | {ГР ч? оса) 


at 
求 出 h(z) 后 , 便 可 按 1. 6. 3 节 的 方法 ,对 于 沿 zi 轴 直 线 排列 的 裂纹 , 按 式 (6 - 10)? 建 立 ЕС, ) 
F,(z.) = Biih(z,), ЕЁү,(е,) = By h,(z;), z+ 2 0 
Ет (z, ) = BH 'IHh(z,), Fu(z;) = Ву, Hi Ныһ,(г,), z+ < 0 
所 以 应 力 为 
E11 = 2Re{B; (н) [BT h(z.)J), Е. = 2Re(B, [BP A(z.) ]}, z: > 0 


Eqn. = 2Re{By, (uw) ГВ H Ah(z.)]}, Жу; = 2Re{B, [By H Hh(z,)]}, z+ < 0 
(6 —25a) 


(6—24) 


或 


4 4 
Xi = 2Re S Bry BThhi(z;) Й Хг: 一 2Re У\В;,Втъћ, (2) 9 T2 之 0 
j=l 


j=l 


| 


4 
Suu = 2Re > uB pi Bim Hab whi (2), z, < 0 (6 – 25b) 
j=l 


Xua = 2Re YBa Bin H HH mhile), z+ < 0 


i= 


6.1.4 第 二 种 解法 


上 述 问 题 式 (6 - 22) 还 可 通过 解 耦 的 方法 来 求解 。 按 照 式 (1 - 88) ,现在 组 成 本 征 矢 量 
о HIT Е О 


一 =[a”, в? 9 в? , о‘ |, оо = А, А = Фар A? 0 А$ 2 "°... Aj] 
О Н'НО =—M, M = diagle Az, =en A], A? = Owl? + + GŠ wP 


(6 — 26) 
仿 式 (1 - 89), UR 左 乘 式 (6 - 22) ,并 令 Wz) = Q A(z), 则 式 (6 -22) 化 为 
W(x) 一 MA W (x,) 一 z. (TZ), Ari (x) 一 е» (zi) 一 a (z) 
_ _ (6-27) 
Wor) = Q h(z), Er) = DE), MAT = (ей. ) 
上 式 是 更 (z) 解 耦 的 边 值 问题 ,按照 式 (1 - 91) ,并 把 其 中 的 A 并 和 信 C, 其 解 为 
W(z) = 091071 + al, 5 u | зв) 
— (D 5? (xz, )dt 
Ф, Се) 0 (z) [o G) 4 il. YPT (Ca) (x —] 


如 设 当 1 一 оо В, У YPI ваи ter Бо tan/t +e Ж о 和 外 力 相 关 。 按 
照 第 1 章 的 式 (1-131), 则 式 (6- 28) 中 的 积分 可 积 出 为 


1 >; (x1) dt 一 1 [2 (z) az? ... ?| 
2х1 L YE* (а) Cx, — z) 1 一 е?" Ye 9 Се ) 4 


从 而 式 (6 - 28) 可 写成 更 明显 的 形式 
Woz) = Q(z)C(x) + C )1{5]* (z) — Q(z) Га 2? +e + as ]} 


6-29 
{ху (2) YP Co) [aint fee age Ty (Š 292) 


Wiz) = YP CC® (x) ++ 


‘= 


式 中 we 中 只 有 一个 是 任意 常数 。 如 把 式 (6 - 29a) 中 的 同类 项 合并 ,可 更 简单 地 写成 


Wz) = Q(z2)C(z) + (I— МА) 12" (x) (6 ~ 29b) 
求 出 POA ARE POR Fle.) 
BT hlz. >, x; = = 0, 
reo = ly (6 -30) 
By H `Hh (2. ) ， х0 = < 0 


进而 可 确定 应 力 和 位 移 , 通 常用 数字 方法 求解 ,但 应 力 强 度 因 子 可 以 解析 地 表示 。 


6.1.5 有 裂 尖 渐 近 场 和 应 力 强 度 因子 
按 式 (6 -12) 和 (6 - 23) ,有 


h(z) -а(Т l (=n Jew 


кї у (а) (х — b) (а 


~ + —1 (6 ~ 31) 
C'Cz) — coti] [P (x) ] 5, (x1) dx, 
2riJ L (zí — z) 
FER BAR b, WATT b,+0(z), A(z) MEIER 
lim AC) = Q(z — 8-H) EG) 
К , (6 - 32) 
С(Ь;) — ((z—a;) 92-8. П (= — а yD ie, Cz — Б) 79/209, > CC) 
k=1, kÆj 
结合 式 (6 -25) 和 (6 - 32) , 便 得 裂 尖 渐 近 场 的 表达 式 
Eq. = 2Re{B; (и. [BTRC — b) Pte у CCD)]} 
Ei: = 2Re{By [BT Q((z, — b) Pte. у CCB) J} 
(6 ~ 33) 


Ey) = 2Re{By <p.) (By H 'HQ((z, — b, 0256, у ČO) J} 
Ey. = 2Re{B, (By H HQ, —b;) Pte. у СЬ) ]} 
讨论 刻画 裂 尖 应 力 场 的 应 力 强度 因子 时 ,无 需求 出 应 力 的 复杂 的 一 般 表 达 式 ,因为 在 x, 
轴 上 ,有 DC) = Xr: (zi) = Xy; (1) = By Fi (z) +B, Fi (zi), 且 按 式 (6 -8) ,在 结合 面 
上 有 HB F, (21) = HB, Fy (zi), ЫЗ ht (zi) = h (zi) = hlzi), 所 以 利用 式 (6 -14) 后 
有 
Bz) = ht (2) HH Hh (z) = (I+ H h(a) = 


" 一 ie, ~ (6—34) 
а(а+е= ) П 一 一 一 一 (: 2.) ecw 
кєт му Са — аһ) (= — Б) < a 


按 式 (6 - 23) ERRAR b, 的 前 方 结合 面 上 ,对 于 所 有 的 zu 都 有 zu = л, 从 而 得 到 应 力 的 


lim, (z: ) = (ITL H Н)Р(з,) Č) = +H ( 1 - (a, — 6) ёв» 一 
з) 21 — 6; 
L — Fe Cr, —b) > ЁБ) (6—35) 
(т, — 6;) 
4 
lim3 (x) = -= dy of? CA + e ) Cr — b) ] С.) 
aed) Xı oO; i=l 


HBC, (6, ЖЛЕ b, 点 算得 的 某 个 常数 。 计 及 在 z, SH E 


_ 1 i рі 1 i ы 
в. В 'a( (z, —,)* ёоо] a( . — b.) bec, 
1 Мв) Ja. b) 


人 


ы 


土 式 也 可 直接 由 式 (6 -33) 得 到 。 当 互 为 复 值 时 ,如 式 (6 - 35) 所 表明 的 , 烈 尖 应 力 场 存在 振 
落 奇 异性 。 通 常 定 义 应 力 强 度 因 子 时 ,希望 在 均匀 介质 中 能 退化 到 均匀 介质 中 应 力 强度 因子 
的 定义 。 按 第 一 种 解法 ,应 力 强度 因子 可 定义 为 


= faite) C= 


Te 2, SOK (6 — 36) 
上 式 定 义 的 KK 是 实数 ,从 而 裂 尖 渐 近 场 可 用 应 力 强度 因子 表示 为 
Jim E(x) = === 9 — b)" OK (6-37) 
应 力 强度 因子 又 可 用 应 力 表示 为 


K=[K,,K,, Ky, Kol = im С/?х(х — b) A(x, —b;,) OT E; Cx) 
(6 - 38) 


这 样 定义 的 应 力 强 度 因子 ,不 受 О 中 任意 常数 的 影响 。 在 均匀 介质 中 , 《(zi 一 6;)“* ) 二 了 为 
单位 阵 , 所 以 由 式 (6 — 38) 78 K = Jim V2n a, — b;) Zn Cx), 这 和 5.1 节 中 式 (5 -12) 一 致 。 


采用 第 二 种 方法 时 ,可 以 得 到 和 上 面相 同 的 结果 。 还 可 以 定义 如 下 的 应 力 强度 因子 
= ГК, Кү, Kay Ko]? = lim VSrCz — b) Z; (zi) (Cz 6) ) 


1 
2т(лу — 6;) 


Beom 和 Atluric9 ,Shen、Chen 和 Chen’?! 等 许多 文献 对 共 线 裂纹 做 过 大 量 工 作 ,Shen 和 
Kuangt" 引 讨论 了 多 层 层 合板 中 存在 裂纹 的 问题 。 


(6 — 39) 


X (zi) = (Cx, — b)" >K 


6.2 双 压 电 体 中 的 共 线 刚性 夹杂 


6.2.1 一 般 讨 论 


讨论 在 无 穷 远 处 有 广义 载荷 作用 的 双 材 料 问 
题 。 设 材料 工 占据 上 半 平 面 Si ,材料 荆 占据 下 半 
平面 S ,以 z=0 为 界面 ,界面 的 全 体 记 为 工 ,界面 
上 存在 一 些 刚 性 夹杂 (一 般 是 非 传导 性 的 ) ,刚性 来 
杂 的 左 端点 为 aj, 右 端点 为 b; ,其 集合 记 为 L.( 图 
6 -2)。 和 裂纹 问题 一 样 ,结合 面 上 一 L. 上 的 位 移 和 


О: (a) = Ulz), E(x) = Xr; (zi) = (а), z € 1—1 (6—40) 
但 在 刚性 夹杂 和 裂纹 面 上 的 边界 条 件 是 不 同 的 。 在 第 ~ 个 刚性 夹杂 上 有 


u; Uy; иу, = Up + o, (Xi — 27), к= 1 = п 


Ет = Еһ, Dr: = Duss z, € L. 
KH о, 为 第 r 个 夹杂 绕 z, 轴 的 转角 ,zi 是 某 个 参照 点 。 计 及 式 (6 -40) 后 ,上 式 还 可 写成 


ир 一 wj» Er 一 Ет, EL, 
Diz = рү, — оо < 2 < оо 


(6—41) 


(6—42) 


按 Stroh 公式 ,有 
U... = А, F,(2) + A, F, (z) 
@... = B. F. (z) + В, Е.(2), Е, (=) 一 F), а= І, 1 
由 式 (6 – 40), (6 -41) 和 (6 -42) ,可 得 


(6 - 43) 


A, Ет (21) + Ay Fy (21) = Ay Fy (zi) БАр Fy (z), — °° < д < со (6—44) 
上 式 可 改写 成 
Ат Fı (zı) — Ay Fy (51) = Ap Fy (21) — Ar Fi (21), — оо, az, < ee (6-45) 


上 式 左边 是 上 半 平 面 解析 函数 的 边 值 , 右 边 是 下 半 平 面 解析 函数 的 边 值 ,因此 可 解析 延 拓 到 全 
平面 ,和 前 面 的 讨论 不 同 ,现在 设 无 穷 远 处 外 力 和 电位 移 不 为 零 , 且 取 值 4”, 即 有 


А: Е; (2) — Ay Fy (2) =A", z € S* (6-46) 
A, Fy (2) — Ar Fy (2) =A", х Є 5 
А =A, Fi (co) — Ar Fy (оо) = Ар Fy (eo) —A, Ё; (оо) = 


ССА: ЕТ +ArF2)— (A, ЕТ А ЕФ)], ЕГ = Е, (оо), а= І, П 


(6—47) 
故 4” 为 纯 虚 数 。 类 似 于 式 (6- 9) ,引入 符号 
Yo =—iB, A7, Y7 =iB,Ay, Ү, =іА, В, Y,=—iA, B; 
_ — — — — — (6—48) 
К = үп Yi =—iB; AT і Ву Ar, R=—iB1AT +1В( AT 
当 x € L 时 ,有 


АФ ) (a) = Ф (x) 一 Фу, (ху) 一 LB, F; (zi) +B Е (z,)] 一 LBy Fy Cz) + В: Fy (23) ] 一 
iR[A1 Fi (21) 一 民有 RATEFTCz) —К\(Үү YA" ] 
(6—49) 
作为 例子 ,上 式 可 证 明 如 下 
i[RA I F; (z) —RA Fi (zi) — (Yh — Yr )A” ] = 
i[(— iB, Ay +i By, AVDA, Fy (z) — C iBr Ag +iB: AT)Ag Fr (zi) 一 
GB, Ат —i B, ATDA” ] = 


SERES ESSERE Aol 


В: Fi (21) — By APA, Fr (zi) — Br Fy Ga) + By АТА Fr (21) + 

Ву АТГА: Fi (х1) — Ау Fr (zi) ] Ву AP [Aq Fy (21) — Ay Fr Ga] = 
В.Е; (21) — Br Ag Ay Fy (xf) — By Fy (27) + By AT Ar Fi (27) = 
(By F} (z) +B, Е (1) ]— [By Ет (zi) + By Ет (x) 1 


B. 
: 弹 : 
性 
: 理 
论 


6. 2.2 一 般 双 压 电 体 中 的 共 线 界面 刚性 夹杂 


在 结合 面 上 , 式 (6 - 49) 为 零 , 所 以 可 以 通过 结合 面 进行 解析 延 拓 ,构造 一 个 除 刚性 夹杂 外 


在 全 平面 解析 的 矢量 函数 he): 


A; Fy (z), z€ St 
h(z) = 一 — — 
к! RA, Fy (=) +R (YI —Үт)А4°”, z Є S 


(6—50) 


显然 当 z É L. 时 ,41 Fy (zi) = К! RA, Fy (zi) +R? (ҮТ! үт )4”。 在 无 穷 远 处 ,有 h° = 


h(oo)。 由 上 式 推出 | 
Е; (2) = АРНО), Ер (0) = АТ R 'R[h(z) — Е (Үү —Үт')А”] 
从 而 当 z € L, 9,2006 -49) 又 可 写成 
AG@G: (x1) = іВ[А+ (21) — 7 (zx1)] 


(6—51) 


(6—52) 


而 当 л, € 工 .时 ,有 AD a) = 0, ВС) BRL, Sh z 平面 上 的 解析 函数 。 又 由 式 (6 -42) 知 ， 


D:(z) 在 整个 z, = 0 LER, MUA AD, Cr) = 0, 或 
R,[ht (х1) – 8 (zi)] = 0, — оо < z, < со, R, = [Ras Ко, Ras Ru] 
式 中 R, ERAS 447 Ri 可 以 看 成 矢量 。 上 式 的 解 为 
R,h(z) = В,Н°, h> = h(co) 

利用 式 (6 - 46) ,易于 得 到 

Uia (21) = Ar Fy (zi) БА: Fy (zi) = ht (zi) +R `Rh ` (z) — AP 

AY = R (Үү + Ym JA 
在 夹杂 表面 ,由 式 (6 - 42) 知 


О: (zi) = wlx Jiz — Е; (x diss wlr) = w, ту Є L, 


i, = [0, 1,0, 01, і, = Lo, 0, 0, 1] 
式 中 Е, (zl ) 为 Е, (z) 在 夹杂 上 的 边 值 ,是 待 求 的 函数 。 因此 式 (6 一 55) 可 化 为 
ht (21) +R RA (zi) = AP об) ё — E (zi, ху € L. 


上 式 是 一 个 矢量 方程 。 现 在 来 求 Riemann - Hilbert 问题 式 (6 - 57) 的 解 。 
1) HAF 424 8 
式 (6 -57) 的 齐 次 方程 为 


ht (zi) +R ЕР (zi) = 0, z, € L. 


(6—53) 


(6—54) 


(6—55) 


(6 - 56) 


(6—57) 


(6 - 58) 


上 式 和 式 (6 -11) 是 相同 的 ,只 是 那里 的 五 现在 变 成 了 R, 其 基本 解 可 以 写成 


Xo lz.) = Ц e—a; * — b.) Ttisq (6 - 59) 


j=l 


上 式 中 的 单 值 分 支 制 线 取 为 刚性 夹杂 线 ,e 是 待定 指数 。 当 xz 一 十 cc 时 , 幅 角 取 为 0, 式 中 四 
是 常 矢量, 不 要 和 转角 混淆 。 刚 性 夹杂 上 、 下 两 面 的 值 不 同 。 把 式 (6 -59) 代 入 (6 - 58) ,得 


(eI—R Ro=0, (e=I—R Rw=0, | 及 一 erR | 一 0， |R—e”™R|=0 
(6—60) 
所 以 e* 是 材料 系数 组 成 的 本 征 行列 式 的 本 征 值 ,和 裂纹 问题 一 样 ,其 解 为 


Е == e =— Е; = L arctanh( МЕ? — с — b), ік 一 一 ss = e, = —arctan( VE — с +6) 
т 


b= и (ATA J, c=|AT'A; |, R= A, +iÀ; 


Ro? = eza Ra), Но”? = e Воо, Ro =e2"*Ra®™, Коо = emiR ob 


(6-61) 
Ж о 为 相应 的 本 征 矢 量 , 且 o” = co”, FRM 为 归 一 化 的 本 征 矢 量 和 矩阵 , 即 
2=[e”, eo, 09, в], оо = [ 


O (R RQ —=— M, M` =2°(R°R QT (6 - 62) 


1 i 2xi i — 2 2 2 2 
M — ( е2"і?1 , e?" ‚ е Ti Ñ е? > 一 一 (е me] ‚ е Te? ‚е кєз ‚е meq 》 


AP y= (1/2) 十 is。 基本 解 组 成 的 矩阵 为 


一 ‹1) (2) (3) (4) = š 1 z—b, y. ) 
Р(х) = [XP (2), XP (2), XP (z), XP (z) J a(T] — (2—2) 
(6 – 63) 


2) 非 齐 次 方程 的 解 
采用 第 二 种 解法 。 把 式 (6 - 57) 两 边 同 乘 以 Q ,得 
Qh (2) -MQ h” (zi) = @ [AF Боб) — E a)i], z EL. (6-64) 
ШР M 是 对 角 阵 ,所 以 上 式 是 解 耦 的 。 上 式 齐 次 方程 的 解 为 


п 


А | 1 z— b, ie; 
(z) == (YP (z)), YP (z) = -———= (6—65) 
We И ° H м Са — a) Cz — b) (=a) 
非 齐 次 方程 的 解 为 
Т Фо . — . 
О hlz) = 0) О (Ar + wlt in — Ei rind аа, + Q(z)C(>) 


2ni JL Qt (х1) (х — z) (6 — 66) 
Ce (2) = Ск" + Cm foe ECP z + CP 

注意 到 上 式 中 E, 在 无 穷 远 处 有 界 ,转角 o(z DEL, 上 可 以 是 不 同 的 常数 , 按 式 (1-131) 可 以 

在 每 个 L, 上 积 出 ,整个 积分 积 出 后 共 含 ”个 常数 mw, ,由 下 式 中 分 段 为 常数 的 w(z) 表 示 。 利 用 


人 


ҮР Df (RTA? +(e in — E, (z, J), 
2] Ji YP (a) (zi — 2) 


由 式 (6 - 66) 积 分 后 ,最 终 可 得 


_ 1 
1 十 е2" 


dz, = 


Whiz) = cs {О [АР 0000 Е, (004,1) FOC) 


由 上 式 可 以 得 到 


h(z) = Q соге Ja Tar обо Еі] HRY (z) 5C(z) 


hk” = чары a (AY + о, = Ері, ) + QC, 
另 一 方面 ,由 式 (6 -55) ,在 无 穷 远 处 有 


h" (co) +R Rh- (co) — A? = AHR RR — AF = g” 


> = КК) (e° +A”) = (1 
(I+ R R) Ce + AD) (1 


式 中 已 利用 了 1 一 em = 1 十 es 。 按 式 (6 -55) ,在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 是 
Ui. Соо) = g” = Гев, E12 +o, eis» — Е? |1 


ja ce +A) 


{О [AP + оС), — Е, (z), J}, 


(6—67) 


(6 – 68) 


(6 ~ 69) 


(6—70) 


(6-71) 


AH ge” 表示 Ui, 在 无 穷 远 处 的 值 , 并 已 设 uf, = zs， 即 在 无 穷 远 处 没有 绕 x, 轴 的 转动 。 比 


较 式 (6 一 70) 和 (6 — 69) ,可 得 


т 1 oo cos woe т 1 c< оз æ 
C, = Q (Giz )e — wih j Er i) = Q (is) is. Є12, €13 9 0] 


确定 待定 系数 Cos С, ++, C,-1 > а, 需要 应 用 力学 平衡 条 件 和 电场 无 旋 条 件 


b, b, 
| АФ ах = Голф, а, = 0, ЕСЕ — жә) ах = М, 
L; a; a; 


AP M, EREL, 上 的 力矩 。 利 用 式 (66 - 52), 上 式 可 化 为 


(6—72) 


(6—73) 


b. b. 
f REH (21) в (zi) ]dz, = 0, [к,г (21) 7 (а) 106, — x) dx, = M, 


式 中 К, = [Ra » К, Ri» Ral» RI 可 以 看 成 矢量 。 上 式 还 可 写成 男 一 形式 


b. 
ф Rh(z)dz = 0, [$ h(z)dz = 0], Im | R,h(z)zdz = M 
Г; г; а, 


(6 — 74) 


(6—75) 


上 式 已 考虑 到 一 般 R ALA Dk (Ce DIFER RPT, 是 沿 夹杂 工 。 表 面 的 任 一 条 闭 围 


线 。 利 用 式 (6-54)、(6 -68)、(6 - 71) 和 (6 -72》, 可 求 E (z) 


RQ (F йк, (=) = R, la (= aT- є + izw(z)] + О‹Ү DCC) | 


或 


(К.Е Ri)E (2) = В,{К Е[—в° + o(z)i, ] + RYE? (2))C(z)) 


据 式 (6 -43) 中 的 第 二 式 和 式 (6 - 50) ,有 


(6—76) 


(6-77) 


E:(z) = 2Re[ BF,(z)| = 2Re{il[— iB, APA, JF) (z)} = 2Re[i(Y1i'A1 )F; (z) J 


=— 2Im[Y7'A, F; (z) ] =— 2Im[Y+r'h(z)], z € 5+ 
Cx) 一 一 2ImLYT (zi)]，zl € L. 


应 力 强 度 因子 定义 为 
K = lim / 2r(Czi — 6;) < (т, —Ь;) e >x, (zi) 


z >b; 


6.2.3 均匀 介质 中 的 刚性 夹杂 
对 于 均匀 介质 ,有 


A, =A, =A, B; =B; =B, Y? = Үр =Y =—iBA™ 


R=Y7?+Y7 = iBA 1 +iBA- =R, A? =A” 
式 (6 -46) 和 (6 — 47) 428 
AF* (z) —AF* (z) = АЕТ (2) —AF> (2) = А" 
A” = AF(z) —A F(z) = AF(co) —AF(co) 
根据 式 (6 - 80) , 引 人 新 的 矢量 函数 


人 2С 8+ 
hlz) =<4_— 
AF(z) А, = Є S 


则 
U. (zi) = AF (x) +A F(x) = Bt (zi) БЕ (ху) — A” 
此 时 式 (6 - 57) 化 为 
ht (ay) + (21) = A” + olari iz — Е (а) 
上 式 是 各 分 量 之 间 解 斐 的 ixz) 的 边 值 问 题 。 和 上 式 对 应 的 齐 次 方程 的 解 


h (z) = Xo(z)@, X, (z) = [| 0-а) eh 


和 双 材 料 界面 刚性 夹杂 不 同 , 均 匀 介 质 中 所 有 的 振 葛 指数 e = 0, 从 而 式 (6 - 83) 的 解 


(6—78) 


(6 – 79) 


(6 – 80) 


(6 – 81) 


(6 – 82) 


(6 – 83) 


(6 – 84) 


RE 


h(z) = <a" +вбәв — E, (ә) LX, Ce) 
2 (6-85) 
С(2) = Cz” + C, |z” 1 + ++ + C) z + CG, 


由 式 (6 - 85) 知 
h(co) = HA" 十 or 到 一 Eri] +c, (6—86) 
结合 式 (6 -82) 和 (6 -71) ,有 
U (œ) = ht (co) Th (со)—Д° =°, ў В(оо) = 2-04" +e") (6-87) 
比较 式 (6 -86) 和 (6 - 87) ,可 得 
С, 一 g —w i, + EP ix 一 Sra Е, 2€43 » о (6 — 88) 
按 式 (6 - 52) ,有 
АФ у(х) = iR[h* (х) — h` (х,)] (6 — 89) 


确定 待定 系数 C» С, +, Cai, о, 需要 应 用 力学 平衡 条 件 和 电场 无 旋 条 件 , 即 式 (6 — 73) ~ 
(6-75) 


b. b. 
| АФ уал, 一 f АФ dx, = 0, P АФ», (>z, — жо) ах 一 М, 
b. b. 
| RE (zi) — h` (ж) daz, = 0, | RaLhr (21) —h (ж) (zl 一 zo)dxz = M, 


(6—90) 
上 式 还 可 写成 另 一 形式 


$ Rh (z) dz = 0 中 h(z)dz = 0], Im | Rsacz)zdz =0 (6—91) 
г; r; 4; | 


上 式 括号 中 的 项 已 考虑 到 一 般 R ALR kz) 一 (zi) ]Ж1ЕЖ„ HPT, 是 沿 夹杂 工 ; 表面 的 
任 一 条 闭 围 线 。 利 用 式 (6 – 54), (6 -85) 和 (6 - 87) ,可 求 E, (z) 


R,Lw(2)iz — Е, i, ] + X; (z2)C(z) = R, (Ce? ) 一 民 E, (z) = 


(6 - 92) 
Ri wz) — R,” + X, (=)С, (=) 
应 力 强 度 因 子 为 
К = lim wV2r(zl —b;) ZE; (zi) = 
21776; (6 – 93) 


— lim м 2x Cx, — b;) Im[ X, (zi)C(x,)] 
ү; 


由 式 (6 - 84) 可见, 对 于 RR 二 RR 的 双 材 料 , 裂 端 具有 1/Vr 的 奇异 性 , 渐 近 解 没有 振荡 。 
对 于 均匀 介质 ,可 用 更 简单 的 方法 ,此 时 可 直接 引入 新 的 矢量 函数 


hlz) = AF (z), z E S = S+S (6-94) 


则 
U. (z) = AF(xz,) + AF(xz,) = ht (21) + (21) = Cr) БА (ху) (6—95) 
由 此 推出 
ht (21) = ht (ху) = B” (23) — (ху) 
由 上 式 知 ,h+ (x) 一 ht (zi) 是 上 半 平 面 解析 的 函数 的 边 值 ,ji (zi ) 一 (zx) 是 下 半 平 面 解析 
的 函数 的 边 值 ,因而 有 
В” (z) —ht (z) = (z) — h` (z) = hlz) — hlz) = AX 
А° = ht (оо) — ht (оо) = h` (оо) — h (оо) = (оо) — ћ(оо) 
类 似 于 式 (6 - 83) ,可 得 
he (x) +h (=>, = А” + oi; — E (xr Dis (6 — 96) 
以 后 的 解法 和 前 面相 同 。 
SCBRI O 下 等 许多 论文 讨论 了 压 电 体 中 的 线性 刚性 夹杂 问题 。 


6.3 双 压 电 体 中 的 开路 裂纹 


6.3.1 一 般 讨 论 
开路 裂纹 和 上 面 讨论 的 刚性 夹杂 的 主要 区 别 在 于 界面 上 的 边界 条 件 不 同 。 对 于 开路 有 裂 
X ,裂纹 面 上 的 边界 条 件 为 
(ху) 一 5з: (zi) 一 Dax) = Xo: (xı); i=l, 2, 3 
Ey, = Eps, Dr: 一 Dr z € L. 
对 比 式 (6 -41), 刚 性 夹杂 界面 上 给 定 的 是 位 移 边 界 条 件 ,而 式 (6 - 97) 给 定 的 是 应 力 边 界 条 
件 ; 但 电学 边界 条 件 是 一 样 的 。 开 路 裂纹 问题 也 属于 混合 边 值 问题 。 由 于 在 裂纹 面 上 广义 应 
力 是 连续 的 ,所 以 在 整个 z, 轴 上 连续 , 即 有 
B; F; (21) + By F: (21) = B; Fy (z1) + By Fy (21) = X; (zi), — оо 所 Ti 所 ce 
(6—98) 


从 而 式 (6 – 4) ~ (6 - 6) 仍 然 成 立 , 不 过 和 那里 不 同 的 是 ,现在 设 在 无 穷 远 处 有 外 力 和 电位 移 作 
用 ,因而 式 (6 - 6) 不 为 零 ,而 等 于 常数 A”。 类 似 于 式 (6 – 46)、(6 -47) ,有 


(6—97) 


B, Fy (21) —By Fy Ga) = By Fy (zi) — By Ёү(х,) = A” 
A“ = 1148, Рт + By FẸ) — By ЕТ +В, Fi)], F) = ЕГ + Fo), a= L, H 
(6-99) 
由 于 引入 了 4” ,此 时 式 (6 - 8) 相应 地 改 为 


®жкеЕнзЕНИ сю —@ 


id’ (zx1) = HB, Е; (х1) — HB, Fy (ху) — (Yr ү JA” (6 — 100) 
xt (6 -10) 相 应 地 改 为 
B; F; (z), z: > 0, 
h(z) = — _ _ 
H” HB; Fy (z) + Н (Yi —Y; A”, 23 = 0, 
把 式 (6 - 101) FRA (6 -98) ,并 利用 式 (6 – 99) (845 


z Ф L. (6 - 101) 


E(x) = By Fy Ga) + By Fy (zi) = ht (zi) + By Fy (z) —A® = 
ht (zi) + H Hh (21) — AF (6 – 102) 
АЎ = Н (Yr +Y,)A” 
在 裂纹 面 上 X; (xi) = Za (zi), Хо (zi) 是 给 定 值 。 不 失 一 般 性 , 设 裂 纹 面 F о; = 0, 但 D, 是 
未 知 的 ,不 能 设 为 零 。 所 以 在 裂纹 面 上 ,上 式 化 为 


ht (zi) + H Hho (z) = Аў +40, (z, ) (6 - 103) 
另 一 方面 ,利用 式 (6 -101), 式 (6 -100) 可 以 写成 
id' (x1) = НГЕ (х,) —h (х\)] (6 — 104) 


按 式 (6 -98) 可 以 推出 E, 沿 整 个 z, 连续 ,所 以 有 
HiLht (zi) — В (zi)] = 0, H, = (Ha; Hy, H. Hal, | л, |< co (6 — 105) 
其 解 为 


Е 


1 


H,h(z) = Н,В(оо), №, (=) 一 一 Hu 


3 
У\Н,„№ћ, (х) + Hh(oo) (6-106) 
j=l 


T 


44 


这 样 ,问题 便 化 成 求解 式 (6 -103) 和 (6 – 106). 
6.3.2 问题 的 解 
与 式 (6 - 103) 对 应 的 齐 次 方程 和 式 (6 -11) 具 有 相同 的 形式 ,其 解 也 相同 ,因而 解 仍 由 式 
(6 - 20) 表 示 , 即 
Р(х) = [XP (2), XS? (2), XP (2), XP (е) ], Ж? (z) = wP Y? (z) 


. а 1 z— b, ie; . | А . 
6° (z) 一 9 o” = Гоҳ? ee | wi? т, ї=1, 2, 3,4 
° H of Cz — ар) (= — by) (а) | ' 


(6 - 107) 
采用 第 二 种 解法 解 (6 - 103) 。 按 式 (6 - 26) ,到 归 一 化 矩阵 如 = [om ,om ,om , a°], R= 
I, 把 式 (6 - 103) 两 边 同 乘 以 2 ,并 令 Wz) = О йб), MRG - 103) LH 

pP (1) — ME (0) = р (0), W(t) — еру (0) = f (t) 

Woz) = О йб), M = (ент, +, es, f° (2) = @ [АГ +i Р, (21) ] 
类 似 于 式 (6 -68) 上 式 的 解 为 


(6 – 108) 


h(z) = o (r= 名 [ar +i, De СӘ + WYP (а))С(а) (6 - 109) 
式 中 C'(z) 仍 由 式 (6 - 66) 表 示 。 在 无 穷 远 处 ,上 式 取 值 为 
h(oo) = o (== )9 047 + Б (х)1+ Qc, (6 -110) 


把 式 (6 - 109) 代 入 (6 - 106) ,可 得 确定 D, (=) 的 方程 ， 
m [a(z a Lar +40, ә] +Y? (eCe) |= Hh(o) (6-111) 
AP 有 ce) 可 以 用 无 穷 远 处 的 广义 应 力 表 示 。 计 及 在 结合 区 及 (лу) 一 (21), HÈ- 
102288 E, (оо) = (1+ H Dhl) — AF, MIRA 后 可 得 
1 Ar | me 
h(co) -a(z ja (A; +5; > (6-112) 
比较 式 (6 – 110) C6 - 112) 7748 
c = 人 jaar +29), ХГ = (er, oF (6-118) 
其 余 的 系数 由 单 值 性 条 件 确 定 。zi 轴 上 的 应 力 为 


У,(21) = (I+ H Н)Ё(\х,)—А? (6-114) 
进一步 的 分 析 已 无 困难 ,文献 "有 较 详细 的 分 析 。 


6.4 双 压 电介质 中 的 共 线 界面 电极 


6.4.1 一 般 讨 论 


讨论 在 无 穷 远 处 没有 广义 载荷 作用 的 双 材 料 问 
Bl, MRI FEE St. z, > 0; 材料 工 位 于 
下 半 平 面 S-，z <0; zl 一 0 为 界面 ,界面 的 全 体 记 
为 L, 界 面 上 存在 无 刚度 的 薄 柔 性 电极 ,其 左 端 点 记 
为 一 a, 右 端点 记 为 a, 电极 的 全 体 记 为 上 ., 其 余 的 部 
分 L—L, 称 结合 面 ( 图 6 - 3)。 设 在 结合 面 上 的 位 
Ж .电势 和 面 力 连续 ,电极 面 上 的 作用 力 自 平衡 ,位 


6-3 5 tke 
移 相 等 ,电势 相等 , 即 图 双 压 电 体 中 的 共 线 界面 电极 
ой = dn» Ui = ш, Еї= Ет, Di= 05, x, g L. 
ой =ош, ub = u, Et=EÚ=0,m= €L. (6 - 115) 
бу > 0, D; 一 0， 2 — ОО 


在 电极 上 给 定 电荷 ч: 


кишвазазенн Gos Ü 


BEREE 


| aCe dex, = q, 8ё(л) = Di Ca) — D; Ca) (6-116) 


由 以 上 叙述 知 ,在 整个 21 轴 上 广义 位 移 连 续 , 按 式 (4 -~ 19) 有 U, (2) = Uy (zi) 或 Ui, , (z, ) = 
Un. i (z) 所 以 有 


Ат F; (z) +A; Е; (21) = A, Fy (zi) Ар Fy (zi); — оо < x, < оо (6-117) 
类 似 于 式 (6 - 6) ,《6 - 7) , 因 已 设 无 穷 远 处 没有 应 力 , 故 由 上 式 推出 


AiFi(z)= A Fi (2), MY, Bı Fi (z) =—Yy Bi F, (х), Za > 0 
Ay Fy (2) =A, Е; (2), RY, B,F,(2) 一 一 Yi Bi F, G), t < 0 


ФУ = IAB 。 按 式 (6 -115) 和 (4 - 24024 


6 – 118) 


жос» о Ф 0, = € L. (6 – 119а) 
_ | = 一 а 
P П Іл Пл Co, 0, 0, 802,1, z € L, 


参照 式 (6 -6), 上 式 可 改写 为 


0， 2 g L. 
[0, 0, 0,8€2,) |"; z Є L. 
(6 - 119b) 


上 式 等 式 的 左边 第 一 项 在 z, < 0 是 解析 的 ,左边 第 二 项 在 z, > 0 是 解析 的 ,而 在 z, 一 0 上 , 除 
Zz1EL 外 是 连续 的 。 所 以 上 面 的 边 值 问题 的 解 为 


[By Fy (21) — В; Е, zi] ГВ: Е; (х1) — Ву Fr (zi)] = | 


B, F; (2) —B, Fi (2) = [0, 0, 0, 0), z € St, ale) = | 800) 


2xiJr 2, — z 


dx, 
B, Fy (z) — Ву F (х) = [0, 0, 0, wz) 17, z € S- 
(6 - 120) 
利用 式 (6 -118) ,上 式 可 化 为 
(Уу +Y,)B, FI (2) =Үң[0, 0, 0, 902) 1", z € St 
(Yr tY¥:) Br Fr Cz) =Y[0,0,0,20G0)], z € S7 
[ШШЕ ИЖ Н Cz) , 便 可 求 出 问题 的 解 。 
6.4.2 求解 


利用 式 (6 -115) 中 工 . ELA ET = 0 的 条 件 来 确定 (z)。 按 式 (6 - 1) ,这 一 条 件 可 以 写成 
А: F G) A, ЕЁү(т) 二 [x，x*，*，0]', 式 中 x 是 本 次 求解 中 无 需 确 定 的 量 。 式 中 
F, (zi) 是 x 从 上 半 平 面 S+ 趋 近 的 Fi (z) 值 , 它 等 于 z 从 下 半 平 面 S- 趋 近 时 的 Fi (z) 值 。 利 
用 式 (6 -118), 上 式 可 以 写成 


[Yi B, Fi (a) +, Br Fr (zDD =[*, x, w, 0], z € L. (6 - 122) 
把 式 (6 -121) 代 入 上 式 便 得 


(6 - 121) 


Yi (Yr +¥,)7¥,([0, 0,0, ot (2)] Yr (үр +¥,)7 Ү{[0, 0,0,7 (Т = 
[x, *, x, O0/7,2EL, 
(6 – 123) 
上 式 中 的 第 四 个 分 量 是 
ГҮ; (YI +Y; э! Yr Jaw? (zi) + [Yr (Үл +Y; ут Yi Ja (zi) = 0 (6-124) 
其 解 为 
— Yy 1 v 
wlz) = (z+ a) (z а), y = sin ГҮ: Y, Ту) Үп Ju 
2ni [Yi (Yr +Y) Y; Ja 
特别 是 对 于 单一 材料 , y = 1/2; 可 以 证 明 , 对 于 同样 材料 ,但 极 化 方向 相反 的 情形 ,也 有 y = 


1/2。 对 于 这 两 种 情形 , 裂 尖 前 方 的 应 力 没 有 振 葛 性 , 且 具 IV 的 奇异 性 。 比 较 式 (6 - 120) 和 
(6 -125) 在 无 穷 远 处 的 值 可 得 


(6 – 125) 


с=— | a(n ddr = dig (6 — 126) 


求 出 gw(z) 后 ,把 它 代 入 式 (6 -121), 便 可 求 出 hi (2) = Br F (z), hi (z) = By Fy (z) , #& 
后 可 求 Fi;(z,) = >, Вт,В тз 05), Frl.) = >, Bihu (5). 


对 于 多 个 共 # 线 电极 可 类 似 处 理 ， 文献 [中 有 较为 详细 的 讨论 。 


65 双 压 电介质 中 裂纹 的 接触 区 域 模型 


6.5.1 开路 裂纹 的 一 般 讨 论 


讨论 在 无 穷 远 处 有 广义 载荷 作用 的 双 材 527 
料 问题 ,本 节 中 将 用 分 量 形 式 讨论 , 取 用 хул» Mi 


平面 。 材 料 [ 位 于 上 半 平 面 St z, > 0; 材 I 5 $ 
ЖЕП КЕКЕ ЩЩ S, e <0;х=0%# | 

面 ,界面 的 全 体 记 为 工 ,界面 上 存在 一 个 开路 || с N 
Wo iy L. HEM AI o GA b. | i 
Herrmann 和 Loboda? 研究 了 裂纹 的 接触 区 < ~ 


$ каш 
域 模型 ,他 们 设 在 裂纹 右 端点 附近 存在 一 接 一- e Dn 
擦 力 ,其 余 的 部 分 称 结合 面 (图 6-4), Ж 图 6-4 双 斥 电 休 中 的 接触 区 域 模型 
远 处 的 边界 条 件 设 为 
OT33 一 om3 = 0633» oT 一 on =r", с 一 сти 一 ai 


(6-127) 
DÈ = Dp = Dr, DT = Dū = DY 


在 结合 面 上 的 位 移 、 电 势 和 面 力 连续 的 条 件 要 求 


ED | 


电 
т 
性 
理 
论 


d(x) = [0(=.) ] = U; (zi) — Ur (xı) = 0, U,C) = 2Ке[А„/„(х,)], Tı g (c, b) 
[2,1] = Уз (21) — Lp (z, ) = 0, 5. (21) 一 2Ке[В„Ё„(х,)}, а = І 9 ЇЇ 

(6 — 128) 
在 裂纹 面 上 有 


оз =0, ов = 0, [ф]=0, { Ю,]=0, =, € C, а) 
оз = 0, [оз 4 = 0, [и] = 0, [Ф] = 0, [0,1] = 0, z, € (a, b) 
(6 - 129) 


上 式 已 假设 在 接触 区 域 只 有 法 向 应 力 , 没 有 摩擦 力 。 由 以 上 叙述 知 ,在 整个 z, 轴 上 外 载荷 连 
BVA 5 (zi) 一 瑟 m(Czi)。 从 而 有 关 式 (6-4) 一 (6-6) 的 叙述 仍然 成 立 , 所 以 有 


B; F; (zi) + By Fi (x) = Bi Fi (zi) + Bi Fu C21), 一 se < z, < осо 
В.Е; (21) —B, Fu (21) = B; Fy, (z) —B, F. (21), — оо < x, < оо 


由 于 现在 无 穷 远 处 广义 应 力 不 为 零 , 所 以 由 上 式 推 出 


(6 — 130) 


Fi (2) = BT (BI Fi (2) —A®), z3 >0; Fy (2) = BP (By Fy (z) — A%), zs < 0 
因为 Fy (2). Ер (z) 为 待定 函数 ,和 前 几 节 不 同 , 这 里 把 4” 并 人 其 中 ,从 而 有 
BF; (2) = Br Fr (х), z: >0; By Fy(z) = By Fí (2), xs <0 (6-131) 
利用 式 (6 - 130) ,由 式 (6 -128) 推 出 
d’(x,) = A, Е; (т) —A, B7 Br Е; (2) +A, F. (z) — Аң Вт! В, Fi (ж) 一 
MF, (z +M Fy (2x1) (6 — 132) 
M=A, —A, By B; =(A, By! —A, By!) By =—iHB, 


本 处 取 用 的 符号 和 式 (6 - 8) 不 同 , 取 用 M 代替 那里 的 一 :HB1 ,再 仍 由 式 (6- 9) 表示 。 首 先 在 
平面 上 讨论 问题 。 按 式 (6 - 131) ,此 时 可 通过 zi € L, 的 实 轴 进 行 解析 延 拓 ,构造 一 个 除 裂 
纹 外 在 全 平面 z = zi + iz, E НОЕ WC) 


МЕ ı (z), T? 之 0 
Wiz =. —_ (6 -133) 
—MF, (z), ж; < 0 
从 而 在 裂纹 面 上 有 
4'(ху) = Wt (ту) —W (ху), (ху) = GW (д) — GW (m) 
G = BI M` = B; [(4; By —A, By')B, 1 = (A, By Ар BY) = iH” 
(6 – 134) 


НР Н ЕЛЖ Е, А С" = 一 G。 
6.5.2 具有 6mm 对 称 性 的 压 电 陶瓷 
现在 讨论 具有 6 mm 对 称 性 的 沿 z, 轴 极 化 的 压 电 陶瓷 的 机 电 性 质 , 此 时 хул; 为 各 向 同 


性 平面 。 对 于 和 z, 方向 无 关 的 广义 平面 问题 ,wx Aw, из, PRR, FREE aA, 
из, Ф), 采用 Voigt 紧缩 的 材料 系数 记号 ,此 时 用 到 的 材料 常数 为 Cu, Cas Cu, Са» єз, 


ез» езе оез ,经 过 仔细 分 析 和 GT =— G 的 性 质 推 知 ,以 及 数字 结果 显示 ,G 具有 下 列 结构 


Gu Gs Gu igu 8з Еи |] 
G= | Gi бз Gu |= | ди iga igu (6-135) 
Са Gy Gu gn Iga igu J 
且 对 一 类 材料 成 立 下 述 关系 : 式 中 g 均 为 实数 , 且 和 矩阵 | <" 和 | 是 正定 敌阵 和 gu < o, 
B31 33 一 
is = — gns Eu =— gn» Zu 一 go。 此 时 确定 z = zi t ue 的 本 征 方程 式 (4- 14) 化 为 
Cy + Cup? (Cis FC dpe (ез ев) fa 0 
区 +Cu)n С + Cozy? €15 + ezp? | |- f! (6 - 136) 
(ез + eis ) 4 C15 + ezp? —єп — ez p? а 0 
АСКА ЛЕ 29 
fl =a tifis ps =—atifis ш = 1% (6 — 137) 


其 中 ais ñ. ° Ё 均 为 实数 。 Mit BRERA 


Bi; 一 Cy (pAy 十 Aaj) + е А„; ? Bs; = СА, + Ca; As; + esspsiAy 


. (6-138) 
В = езу Aj; F essp A —eas uj Ag; ‚у=1,3,4 


6.5.3 开 h 路 裂纹 的 接触 区 域 模型 


式 (6 -128) 和 (6 -129) 表 明 在 整个 z, MH Lp] = 0, 结合 式 (6 -133) 知 ,在 整个 z, 轴 上 
A Win) — W, С) = 0, 因而 W(x) 在 整个 平面 解析 ; 计 及 无 穷 远 处 应 力 和 电位 移 为 常 值 ， 
推出 W = W° = BA. 采用 式 (6 -135) 中 G 的 形式 , 则 式 (6 -134) 中 的 第 二 式 化 为 


ons (>, И 0) = igu Wi Сх) + g. Wi (x1) + igu Wi Cx) =” gaa W (x1) 
Gas (zi 0) = ga Wi (zi) + igs, W3 (21) — gn W. (су) + iga Ws (zi) + 2igaWe 
Dy Ca , 0) = guWt (x21) + iga Wi (21) 一 ga Wi Cz) + ig. з Cx) + 2ig Ws 
(6 139) 


HR zn Є 1—1, 时 有 Wr (x) = Wi (тү), W; (21) = W; (zx1)， H K (6 -139) 可 得 


(х1, 0) = 2igaWÍI (ху) + 2iga Wi, 
dg 421 ёз з Ti Bs 4 ху & (с, Б) (6 – 140) 
Ов, 0) = 2164: Wi (21) + 2iga Wi u 


由 上 式 推出 
Zap Сал» 0) — ga Di (aio 0) =— АМ, Д = gagu — Buga (6 — 141) 
因为 W° 是 常数 ,可 由 无 穷 远 处 的 值 求 得 , 即 


W° = FA gnc — ga D?) (6-142) 


人 


авза 0 


利用 式 (6 – 139) ,再 经 过 一 些 组 合 , 式 (6 - 139) 的 头 两 式 可 以 改写 成 


analais 0) Fimo па Сал» 0) = HUKI (a) T у;Ку(х)]+,)у= 1, 2 
Go — gu (213033 — ga D3 )， d, 一 一 gu” (243033 一 &зз DF) 
K; (z) = Wx) + is, W, (=) 9 t; = Ез — M211 (6 – 143) 


y; 一 一 gs ЕЭ 1 ‚з; = S33 + 7,813 ‚туз =E /__ £31833 =+ £33 
t; t; gugis 8 


由 式 (6 -143) 和 (6 -133) 可 得 位 移 导 数 间断 值 的 表达 式 
[н (zi> 0) J+ is; Lug (xy , 0) ] 一 Ki (21) — K; (21) (6-144) 


由 式 (6-128) 和 (6 – 129) #1, К, (е) RRA Cc, 5) 外 ,在 整个 平面 上 解析 的 函数 。 
ВЛ р 


K;(z) = Kj(z) +a,/[t,; 1 +y)]1,j = 1, 2 (6 - 145) 
MW sh (6 - 143) 中 的 第 一 个 和 式 (6 - 144) 化 为 


G133 (X15 0) + 1mjo ns (Zi 0) = „СК (Cx) + y; K; (21)], 了 =1,2 


~ ~ (6 — 146) 
[uC z, 0) J+ 15; [us (2, 0) ] = Kj (Cz) — K; (21) 
由 式 (6 - 129) 第 一 行 的 两 个 应 力 边界 条 件 和 式 (6 – 146) 中 的 第 一 式 , 可 得 
К (a) +y Kp (zi) = 0, j= 1, 2, z € Cc, a) (6-147) 
由 式 (6- 129) 第 二 行 的 位 移 和 应 力 边 界 条 件 和 式 (6 - 146) ,得 
~ ~ Tı Є (а, b) (6 – 148) 
Im[K] (21) +y K; a) ] = 0, ;= 1, 2, 
从 而 推出 
Im Kt (ху) = Im Ky (z) = 0, ; = 1, 2， ху € «а, b) (6 — 149) 


HR л. (с, БВ, К} (ал) = Kj (zi), 由 式 (6 -146) 中 的 第 一 式 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,得 


t; Cl + y;) Kj (x = Gs ОЛ», 0) + тб na ti» 0) 一 O33 + im; , Tı — ОО 


(6 ~ 150) 


由 于 及; (>) 在 无 穷 远 处 解析 ,所 以 有 


бз. 


0) pi 


K,(z) T a =a) j = 1, 2, z— co (6-151) 
对 于 每 个 7, 方程 (6 -147) 和 (6 - 149) 都 代表 一 个 分 段 解析 函数 Kj (z) 的 组 合 的 Riemann 边 值 
AB. НЕ y = 1/9, pz 二 一 01; 所 以 j = 2 时 的 解 可 由 j = 1 的 解 得 到 ,同时 界面 上 所 需要 
的 量 都 可 从 ; = 1 的 解 得 到 ,因此 下 面 只 讨论 j = 工 的 问题 ,为 方便 计 , 且 略 去 下 标 1。 


6.5.4 方程 (6 一 147) 和 (6 一 149) 的 求解 
按 Loboda!" 的 方法 , 设 方程 (6 -147) 和 (6 - 149) 的 解 为 ( 略 去 下 标 1) 
K(z) = X, (z) (C, z + C2) + X, (2) (D, z + Dy) 


{ ірбх) ig(z) 
Xi(z) = е” ‚ Х,(=) = е? _ 
' м (z = с) (ж — b) ue V (z —c)(z—a) (6 - 152) 


(b—a)lz—c) 
Vilz—a) + /(a —c)(z=—b) 


在 无 穷 远 处 X, (z) , X, (z) BA РЖ 
cr) 


pz) = 2eln e= Шу, [= 6-е 
2л 


Ху) = ie (+ +18 + 


， X,GD = ee [L + + 


01А, а = ао, a = ee 


ит" [ 
(6—153) 
利用 无 穷 远 处 的 边界 条 件 式 (6 - 151) ,可 求 得 解 式 (6 - 152) 中 的 系数 
С, = (тт /р)соѕ B— (o%/p)sinB, C, =— (c+ b)C, /2 — BD (6—15) 
D, = (63/p)cos B+ (mr /р)ѕіп 8, D; = С, —(c+a)D,/2° 
A о = p. Шзїї(6—146),(6—152)Я106 -154), 可 得 
ons Cm» 0) + ima yee» 0) = | ti a p EE, у 


Ycosh ф (x1) + sinh g C21) H 


С зз (x, , 0) 一 


p(Cizı + C;) = 
) 


Фуа O) Ll TL 7 
D 
(Dix, +В») [cosh ф (a) + үт sinh g (z) |, z € (a, b) 
М(х —a)(m, — с) 1+ 
_ (6 — х) (а — с) 
go (a1) = 2earctan be) 
(6 – 155а) 
А N , С, т, + G, А Р, Xl + D, ехр[іф" (ау) | 
( Д 0) ( „ 0) — 2 | 1 jee. , 
Га Cx J+ is u; (ж, 1 Ма a Ja a — a Є Ce, a) 


[а (а, 0) ] = es te 2 sinh (а), x Є (a, b) 
3, = с 1 1 
ф* (z1) = 24а Уа) 0) ‚ a= (у+1)"/(4у) 


Mila— ту) + /(a —c)(b— zx) 
(6—155Ь) 


由 式 (6- 139) 的 第 三 式 和 (6 — 143) ,可 求 得 
Dz (21 • 0) = ga Гаазотзз 《Zi ‚ 0) — £14303. + gssD? 1], 21 é (с, b) (6 – 156a) 


кре назаня 829—0 


ааваа д 


ЖН Lui (21, 00] = Wha.) — Wi (о), 并 从 式 (6 – 139) 1 WI (ж) 十 Wi (жу), 可 得 


Dy (т, 9 0) 一 gu [aor Сл, 9 0) 一 £43033 + ез, DF 一 
(g31 аз 一 Ea Esa) [и (271, 010, ху g (с, b) 


式 (6-155) 和 (6-156) 给 出 了 界面 上 所 有 的 需求 的 物理 量 。 
6.5.5 接触 区 域 长 度 和 应 力 强 度 因子 
根据 上 面 得 到 的 解 ,很 容易 讨论 应 力 强度 因子 和 接触 区 域 长 度 。 
Ky = lim V2rCz — a) озб, 0) = 


(6—156Ь) 


af EL VIA (оў сов B+ me sin D) — 2e(a3; sin 8 — тт” cos Bp) J 
Ky = lim, f On (ху — b) ous (215 0) 


一 1 А Газ sin B— те" cos В) 十 2e у1 — А Cocos B+ тт" sin p) ] 


. _ —1 
Kp = lim, СМ2т\хж, —a) D; (zı, 0) = gz Е иш (ga £u — gn £33) у k: 


Do 
и! (ж, 9 0). ato = (1/ ~ 27021 一 а) кел БЕ 1)/2y70 1K ; 
(6 - 157) 


a Bb 点 的 能 量 释 放 率 分 别 为 


atAl 
Gia = и 51) o 133 (Ti > 0) DACA — Al, о)1ах, |= 


м 


а кї 
Bps | 
1 +A (6 – 158) 
С» = lim[ z| cm (21, 0) Lui (2, — Al, 0)] dx, |=— mk} 

aio LALJ ь 2o 


接触 点 a 的 位 置 (或 参数 1) 由 天 + = 0 确定 ,确定 参数 4 的 方程 为 
tan B= СЛ =o} + 2emr™)/(2e03 — /1—Атт”) (6 - 159a) 
然后 选取 由 上 式 得 到 的 使 下 式 成 立 的 最 大 的 Ao 
oma(zly 0) 0, z, € (а, by; [а (а, 0)];>0, zı € (с, а) (6-159b) 
数值 计算 表明 ,对 双 材 料 (S+ )/(S-)CTS 一 19/PZT 一 4 和 色 的 硫化 物 / 钢 钠 饮 酸 盐 , 当 =° / 
0 一 co 时 ,ho 约 在 0. 3 HAs 4 r> /o33 051 WT Ao 分 别 约 为 1/e”, 1/e” 左 右 。 
6.5.6 无 接触 区 域 的 双 材 料 界 面 开路 裂纹 


通常 的 无 接触 区 域 的 双 材 料 界面 裂纹 可 由 本 节 上 面 的 公式 令 a = БСА = 0) 和 适当 的 极限 


过 渡 得 到 。 注 意 到 
B— (х1) = en a B— ° (x) = eln É : (6 - 160) 
1 


— Ж 
? 
— с С 


由 式 (6 -155a) 中 的 第 一 式 和 (6 - 155b) 中 的 第 一 式 , 分 别 得 


ana (ал › 0) Himona Cai, 0) = Ze | (оз тс") (ZZE), mpo 
xı — b i 


[ui Сал» 0) J+ is [us C, 0 J= SL 2ie) Val (mae eiT, sb 0 


ovb — Tı 


对 应 力 强度 因子 , 则 有 


Ki 一 imK р 一 lim af 2л(21 一 а) (x, 一 b) [оз (т, 9 0) — пз (ж, Й 0) ] 一 


| z (14 Bie) (о? — imr” ye iela 


2i Za(b— xı) 
т 


[ж\(х\, 0) 1+ is [65 С, 0)] = p(1 — 2ie) 


(Kı 十 im K I Jeina) 


(6-161) 


6.5.7 绝缘 裂纹 的 接触 区 域 模型 


对 于 绝缘 裂纹 ,Herrmann 和 обода" 也 作 了 讨论 。 一 般 讨 论 中 的 公式 (6- 127) 一 (6 - 
138) 仍 然 成 立 。 绝 缘 裂纹 和 开路 裂纹 的 差别 在 于 在 裂纹 面 上 的 条 件 , 此 时 需 把 式 (6 - 129) 中 
在 z, € (c, a) 的 边界 条 件 сіз 一 0， G 弹 一 0， [e] 一 0， LD: ]] = 0 MA Уз = 0, 从 而 在 裂纹 面 上 
有 


X, = 0, z, € (c, a) 
[uJ=0, Eg]=0, =, =0, [os,J=0, [D,]=0, x € Ca, b) 


(6 — 162) 
对 式 (6 -134) 进 行 变换 ,把 式 (6 -BOHP RER RITER S=[s.,5,51,8 
SGW* (21) — SGW (zx) = SE, (z1), ху € L. (6 – 163) 
进一步 寻求 方程 SG =— YSG 存在 时 的 y, 这 等 价 于 寻找 使 下 列 方程 成 立 的 7: 
(一 7GT 十 GT)ST =0, |—у67 +67 |= 0 (6 — 164) 


Rl у 为 上 述 方程 的 本 征 值 ,S- 为 上 述 方程 的 右 本 征 矢 量 。 具 有 6mm 对 称 性 的 压 电 陶瓷 , 式 中 
的 G 由 式 (6-135) 表 示 。 把 式 (6 -135) 代 人 上 式 , 得 三 个 本 征 值 和 三 个 本 征 矢 量 


_1+8 _ 1— 
n= , Үз 1+8 


on 


1 у = 1 = B14 B33 + gis gu — 281381483 
Z? а ° = 
nN £u (B33 Bas — gh) 
(6 — 165) 


本 节 讨 论 ë: > 0 ЖЫ. ЕА А EEEE 5 = [5,, 5, 5,17, 从 而 式 (6 - 
163) 可 以 写成 

K* (z) + YK~ (ж) = ÔE Ca), z, € L. 

K(z) = NW(z), SG=N, SG=—yN 
由 于 本 征 矢 量 中 有 一 个 是 任意 的 , 令 S, = 1, 上 式 的 分 量 形式 是 


(6 - 166) 


FERES нзани шен —@ 


а: 
я 
tt 
理 
论 


O33 (7Z1， 0) + imjois Сал » 0) 十 ma Ds (а, 0) = K} (x) 二 YK; (21), = 1,3,4 
K; (2) = na W, (2) + inj W, (z) + ing W, (z) (6 — 167) 
mj 一 5, тп 一 一 15 snai = Мул, пз 一 一 IN; s na 一 一 iN; 
上 式 中 的 Mij s Mij G, j = 1,3, 4) 全 为 实数 。 显然 ,天 ;(z) 和 W,;(z) 具 有 相同 的 解析 性 质 。 当 
| z |> c W, K} (zi1) = K; (ху), 结合 无 穷 远 的 边界 条 件 ,由 式 (6 -167) 可 得 


K; CG) = (oF + maDY + imar”)/(1-+ Уу) (6 – 168) 
在 裂纹 面 上 ,由 边界 条 件 式 (6 -162) 中 的 第 二 式 和 式 (6 - 167), 949 
K? (z) + y, K; (ж) = 0, 2] Є (с, а), j=l, 3,4 (6 — 169) 


由 边界 条 件 式 (6 - 162) 中 第 三 式 的 和 式 (6 - 167) 1149 
Im[ Ki (а) + у,Ку(х)]=0, К (ад) Ку Ga) J =0,j=1, 
Kł (a) — Kī Cx) = 0, x Є (а, b) 
式 (6-169) 和 (6 -170), 还 可 写成 
Kł (ay) +n Kj x) = 0, zx Є (c, a), 了 =1,3 
Im Ki (2,1) = 0; ху € (а, 6), j= 1, 3 (6-171) 
Кі (a) + Ki (a) = 0, т, € (с, a) 
而 Ks (zxz) 除 zE 《c， qa) 外 处 处 解析 ,在 mek, a) 是 间断 的 ,这 各 开路 裂纹 不 同 。 对 具有 6mm 
对 称 性 的 材料 ,仔细 分 析 表 明 ， ma = 0, Mu = Mys Mmi = Mas na = 0, ys = 1/у, 。 利 用 这 
些 关 系 ,在 式 (6-167) 中 ,7 = 3 时 的 解 可 由 j = 1 时 的 解 推出 ,因而 不 需 研究 。 只 需 讨 论 7 = 


1, 4 的 情形 。 对 于 了 = 1 的 情形 , 式 (6 -171) 中 的 Ki(z) 和 式 (6 -147),(6 -149) 中 的 Ki(z) 满 
足 相 同 的 方程 ,因而 其 解 也 相同 ;此 时 式 (6 - 154) 中 的 待定 系数 改 为 


3 
(6 ~ 170) 


С, = ты cos p— t ma DE sin B, C; =— 20, — AD, 
P p= Ия (6 – 172) 
р, = E Fma DP ogg g++ MU sin B, р, = pC — S 24D, 
б; 0) 2 
对 于 ; = 4 的 情形 , 式 (6 -171) 中 的 第 三 个 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,可 得 
K,(z) = ж кырк (gta) l (6-173) 
2 2 (x; с) (x, а) 


其 余 的 讨论 可 仿 开路 裂纹 进行 。 


6.6 圆 形 夹杂 界面 裂纹 的 亚 型 问题 


6.6.1 压 电 体面 外 剪 切 问题 的 基本 方程 
对 于 沿 z, 轴 极 化 的 横 观 各 向 同性 材料 , (zl ，zz) 平 面 是 各 向 同性 的 。 设 施加 面 外 机 械 载 


荷 和 面 内 电 载 荷 ,那么 便 构成 压 电 体 的 面 外 前 切 问题 ,平衡 方程 由 式 (4 - 172) 表 示 , 本 构 方 程 
由 式 (4 - 173) 表 示 。 对 于 静电 问题 有 E, =— фа, E, 一 一 ps。 从 而 用 广义 位 移 表 示 的 静态 问 
题 的 平衡 方程 为 


Cu Vius tes Vig=0, es Vius е Vip = 0 (6 - 174) 
或 改写 为 
Vu = 0, Vip=0 (6 – 175) 
AW 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 。 由 上 式 知 ,xs Mo 可 以 分 别 表示 为 xz RT РА 24, (х) 和 
2$:《z) 的 实 部 (或 虚 部 ) , 即 
из Tis z) = [$i G) + pz)], p= Egle) + ple] (6 - 176) 
HR z= ж tirn = re’, zo = iz, WE 
изә = Usaz o + иза Zua = i[z81 (0) — gi] po = ileg (z) — 263 (z) ] 
(6-177) 
式 中 g1) = dg: (z) /dz. 应 力 和 电位 移 可 以 表示 为 


631 —10з2 = 216$ (z) + es po (=) ], D, — iD; = 2[ е фа (2) еф (х)] 
Оз, 一 1030 = 2е[ С^ (2) 十 е15 ф(х) ], D, 一 10, = 2e? Leis $i (z) — E] $2 (z) ] 
E, —iE, =— 24 (z), Е, —1Е, =— 2e'°#; (z) 


(6 一 178) 
4 
fe) fre ко {rol в [° e] Р) y peen 
z) = ?9 z) = 9 一 ? т 一 9 oo 
$a (z) $2 (z) ёз Te D, — E, 
(6-179) 


sth {Се = ds, /dz, AB ЖАЗ, WA В = B k H WE ARR, DEMERE 
节 的 混淆 ) 。 采 用 上 述 符 号 后 ,有 


>. = [(e"’BF(z) +e" BF(z)], U, = ile’F(z) — е '#Е(=)] (6 – 180) 
在 界面 L 上 化 为 
2 na 
x, = =| BFC) +& ВЕС) | 
а ра 


, (6-181) Le 
U,=i Z| ко) —& FG) |, z€ L 


6.6.2 开路 裂纹 模型 а, 


6-5 RFA. r О S” ,其 中 有 一 半 ' 
BA а 的 圆 形 夹杂 工 ,占据 区 域 S+ ,两 者 均 为 横 观 各 向 图 6-5 同形 夹杂 多 个 界面 裂纹 


ERERSIES ERY йс Ü 


жие 个 


同性 材料 ;整个 界面 记 为 L, 界 面 上 有 个 圆 弧 形 裂纹 ,每 个 裂纹 的 端点 按 反 时 针 方 向 记 为 we， 
b, 其 总 和 记 为 工 -, 坐 标 原 点 取 在 夹杂 中 心 ,直角 坐标 为 (zl，zz), 极 坐标 为 (~，0); 无 穷 远 处 作 
FAA va 9b CT AO Л.Ю ДУ 71 ЖИ РА] ЕВ, {УФ Соз, оз, Dr, DF), RAM LAR. LAS 
1—1. 上 的 连接 条 件 是 


бїз = бтз, Di, = Ру, z € L. 


un = uplun o = up.) фі = on (Ev, = Ец) (6 182) 
在 裂纹 面 上 
бїз = ота = 0, ру, = Dyes or = фі (Er; = Ер), z € L. (6 – 183) 
在 无 穷 远 处 
оп = 01, ов = 05. D: = D°, D, = рү (6 — 184) 
为 方便 计 ,把 半径 为 a 的 圆 变换 到 单位 圆 , 即 令 
z=w6) = aG, G = фір = Re += aR (6 - 185) 


则 工 变 为 5 平面 上 的 卫 , 工 . 变 为 T,。 基 体位 于 15 | 之 1 的 S 区 域 ,夹杂 位 于 151<1 的 S 区 
域 , 在 5 平面 上 ,裂纹 的 端点 相应 地 为 ai”, ор, НАТ 


FPO 


fF = f[e(6S)] = fE, F(z) = /'() = = 
w’ (6) 


l res) = tw 
a a 

(6 — 186) 
从 而 对 任 一 种 材料 , 式 (6 - 180) 在 5 平面 上 化 为 


x, = 1 [erBF 6) +e"BF@], 0, = + [eK 6) — e” Еу] (6-187) 


ERETTE, о = e* 是 单位 圆周 了 上 的 点 。 按 式 (6 -181) ,对 任 一 种 材料 均 有 


1 


x, = [ВЕ (o) +B Е(о) ]= 二 Re[oBE(o)] 一 2 [BF (с) +3 ВЕ(0)] 


0. = 10860) 一 5F(o)] 一 一 二 Im[oF(a)] | (6 – 188) 


Е, — iE; 一 一 2.6.60), Е, 一 一 2 Rel ops Co), бЄГ 


6.6.3 化 为 Riemann-Hilbert 问题 


1) 广义 应 力 的 连续 性 条 件 
由 于 在 裂纹 面 上 ,广义 应 力 是 连续 的 ,所 以 在 整个 界面 上 是 连续 的 ,因此 按 式 (6 - 188), A 
Ei, = Xu, В.Е, (0) -5В, Fi(o)=oByFy(o) 十 5Br Fi (o), SET 
或 B F; (0) +7 В, Е, (0) = By Fy (о) +7 By Fi (a), SET (6 - 189) 


类 似 于 双 半 无 限 体 的 式 (6 - 5) ,对 于 单位 半径 的 圆 形 域 , 设 g(6) 是 SH CS”) AY Er ЕЖ, 
ЖА в. (5) = gG1⁄ $S) ES (SO NRT BR, AA 


g. (0) = gt (0), ві (0) = к (0), в. (6) = Е(1/6) (6 — 190) 
类 似 于 式 (6 - 6) ,改写 式 (6 - 189) 5 
B, F} (0) — F В Fh. (0) = BrFi()—FBiFi,,o € T (6—191) 


现在 来 研究 FOG = 1, 1) 的 性 质 。 首 先 ,Fi OES 应 当 是 解析 的 , 改 记 为 
Fio《9)。Fr (6) S 应 当 是 解析 的 ,但 在 无 穷 远 处 可 以 不 为 零 , 即 


Fr ($) 一 五 全 十 下 mm(5)， T= Fr (eo), ES (6 — 192) 


AF Fm (TEA GAAS A S PHRI eR. HH TEA RERA Ë ri AA FB, fur , ЕТ 
WEA 1/z 的 项 。 由 式 (6 -178)、(6 -179) 和 (6 - 184) ,可 求 得 


a 03] — 1032 
Fy (oo) = gB (6 — 193) 
Dr — 1р? 


式 (6 - 191) 中 的 Fr By Fi. (a) S+ 中 定义 的 函数 C/S) By Fr. (6) = (1/6) By Fy (1/6) 
的 边 值 ,5 = 0 点 是 其 极点 ; 2 Bi Ет. (с) 是 S- 中 定义 的 解析 函数 (1/62) В; Fy. (6) = 
(1/6?) By F: (1/5) 的 边 值 。 因 此 , 式 (6 - 191) 等 式 的 左边 是 在 S+ 定 义 的 某 个 除 极点 $6 = 0 
外 处 处 解析 的 函数 的 边 值 ,等 式 的 右边 是 在 S 定义 的 在 无 穷 远 处 不 为 零 的 解析 函数 的 边 值 ; 
它们 在 卫 上 相等 ,因而 互 为 解析 延 拓 ,解析 延 拓 后 的 函数 和 原 函 数 具 有 相同 的 极点 和 在 无 穷 
远 处 的 值 。 令 


= 1 = 1 т = ls 1 + 
6100) = дЕ. (6) = г ЕТ +6609), 600) = 2 Fr(Z) $ € S (6 _ 194) 
1 ls _ 
С̧ ($) = Ёз. (6) = Кь(+), ç < S 
因此 可 设 
_ (6 一 195) 
Bi F (6) — B; Gr (6) = gS), SES 
根据 上 面 的 讨论 ,可 设 
g(S) 一 一 Br Fe +B, F? (6 - 196) 
fst (6 -192)、(6 - 194) 和 (6 - 196) 代 入 式 (6 - 195) , 便 得 
Bi Fp (S$) — By, Gp(S) —By Fi = 0,5 € St 
— — (6 — 197a) 
By Fy (б) — Bi Gy (S$) + (1/97) By FT 一 0，9 Є S 
注意 到 B: 一 Bi 9 By = Bi 9 上 和 式 又 可 写成 
G (S) =—FT+ Br B; Fr (S), © e S+ 
(6-197Ь) 


Gp(S) = (1/6®ВГ Ву F +BY Bi Fi (S), S € 57 


人 


上 式 在 界面 上 化 为 
Gp (o) 一 一 TB, B: Fi Ce) 


— (6 - 197c) 
Сү (о) =o BU By Fi +B7'By Ек (в) 


2) 界面 上 4 的 间断 性 
按 式 (6 -188) ,在 界面 上 广义 位 移 沿 9 方向 导数 的 间断 值 为 


а 一 Uy. Ugro = i {LF (в) — 6 Fi (0) ]— [Fi (в) — 6 Е (с) |} 
或 ad = i[F; @+eFi. (о)]— [Ең (о) + Fç, (о) ] (6 — 198) 
利用 式 (6 - 197) ,上 式 可 改写 成 
ad! =i (Fb) +e F? + СЪ (0) 1 [Е (a) + F€ 5° Ет, (0)1) = 
ГЕ\, (0) 一 2F2+ By By Е% (o) ]—1[Е (0) 一 (6 - 199) 
=(I—BTBr:) Еў + BY By F o) ] 
上 式 在 裂纹 面 外 等 于 零 , 故 根据 上 式 可 定义 一 个 除 裂 纹 面 外 的 全 平面 的 解析 函数 h(S) 


Ер (5) + By Bí F pS) — 2Fy (со), SE S+ 
h(S) = ú 1 D — _ (6-200) 
Fy) + BY Ву Fp U Bi B,) Fy (co), 6 € S 
位 移 对 6 的 导数 是 除 裂 纹 面 外 的 连续 函数 。 由 式 (6 -199) 和 (6 -200) 知 
一 id = h* (6) —h (0) (6 — 201) 


由 式 (6- 183) 81 Er = Er, 所 以 在 裂纹 面 上 4% 一 0, 在 整个 界面 上 4;= 0, 或 


hi (о) — hy (0) = 0, o € L (6 — 202) 
所 以 he (S) SES IF i БАЕТ ра, HELS 6 SS, het Hh 
(С) = 0 (6 — 203) 


3) 4,22 Riemann – Hilbert 问题 
按 式 (6 -188) 和 (6 - 197a) ,在 裂纹 面 上 有 


а = R А 2 р — 
5, = BI F ) 2B, Е, (о) = В; Е (с) + е B: Fr. (6) = 
JA! LF; (0) +o B; F; (o ІҒү +o Br F r, (G (6 _ 204) 


Bı Ft (0) +3 By Е? + Bi Fu (o), $ € L. 
H (6 - 200) 推 出 
ht (0) +h (а) = F hlo) +В Ву Fk (0) — 2Е (оо) + F plo) 十 
ВТВ: Fp (0) — 201 — Bi By) Fr (оо) 


上 式 可 以 改写 为 


h` (0) + h` (o) = (I+ BY By) Fo) — 2F 7+ (I+ By By) Fp (0) 一 
+ (1 — BY Ву) Fi = 
ACB, Folo) + By Fp (0) +B, FR ]—2F 7-20 FF 
(6 — 205) 
AP H = By + Ву. 对 比 式 (6 -204) 和 (6 一 205), 可 知 
251, = H UR (0) +h (o) ] T k= Th a, k= = 2H FE (6 – 206) 


上 式 便 是 我 们 要 寻求 的 裂纹 面 上 的 Riemann - Hilbert 问题 。 一 旦 找 出 h(9) ,由 式 (6 - 200348 
可 求 出 Fi (6) , Е р (6), В 


Е (5) = (I+ By B Ek) + 2Fy (оо) | 
_ _ 1 _ 一 (6 — 207) 

Fp(S) = (1+ B7B,) [к + BBY) Ез (e°) | 
RHE Fnm(5)，Fm(5) 后 , 便 可 由 式 (6 -187) 求 出 马 , Uo 问题 便 完 全 解决 。 

6.6.4 问题 的 解 

利用 裂纹 面 上 的 边界 条 件 (6 -183) 和 (6 — 203) AY h, (6) = 0, 由 式 (6 - 206) 可 推出 

221, = НА (0) thi (a) ] + +k? = 0 
SDi = НГА O + hr (a) ] + EZ + E? о? 


由 上 式 知 ,无 需 解 出 h" Co) +В Co) , 便 可 求 出 裂纹 面 上 电位 移 值 ,这 使 问题 得 到 简化 


ару, == (Hz: / Hi (ЕГ + PZ PO) HRF + D (6 — 208a) 
б 
或 
17 НА, ,s 1 Te- o | ye = 1 wo Ha у 
"рү, = 1f- Н (961 + kt 6) | ok: | k; 2 |= =Ке(оёз 一 “raki ) 
(6 - 208b) 
由 于 裂纹 面 上 的 应 力 为 零 , 而 电位 移 由 式 (6 -208b) 表 示 , 所 以 式 (6 -206) 化 为 
Hh (о) +h (a)] +k” +e oe = 48,0 = 
т (6 — 209a) 
[— (HE/HR HRE P) HRP HRP а Ji, 
或 
一 1 十 一 1 -—кКк°-К” 2 
[H hlo) [++ [H Po] К +K” 5 C6 — 209b) 
К° =— kY [i + (Hy: /Hu Diz J 
式 中 已 利用 了 


一 (这 十 生子 ) 十 下 [ 一 (CBABRD)C Hake) + EP HAP I= 


— (he +R? Эй — (HE/HR) (RE HR? сй 


WKHRSSESeRe асы —@ 


asss Ü 


上 述 问题 的 一 般 解 为 
ие (к &)+ bx [ow +668] 
п (6 — 210) 
XG = [[ 6-67) m0) , С) = C, $: He + C, 
k=l 
下 面 来 讨论 式 中 待定 系数 的 确定 。 首 先 有 
: __ " п _ E Ka -1/2 
пах) = [C оо (1) (1 +) x 
: „___1 “yl 1 
(= 1) = t,t _ 
H [sD gO ЕЕ 2 24 (5 +=) | (6-211) 


; a 1 - 《1) у] 
lm XG) ~ [1+ уе Do + ДЕ 


AH H ВСС) S = 0 的 邻 域 是 解析 的 性 质 ,由 式 (6 -210) 和 (6- 211) ri E $ К ЖЕН) ЖОН 
等 ,可 推出 


1 < / 1 1 
—1 = — 一 —_ 一 一 
єз єс =~ D (So t д) 
(6 — 212) 
сб : Ca = (— 1)" 70500 к= 
k=l 
由 5 一 co 的 性 质 , 得 
G: C, =K", SG =— + GL +0, (6 - 213) 
k=l 


其 余 的 系数 由 广义 位 移 的 单 值 性 条 件 确定 


|, d'do = 0, 或 | [ht (0) — 7 (а)]де = 0 (6—214а) 


[| [H ht (0) — НЮ (o) do = 0, 或 | X(o) С + +С hag =0 
L, L, G с 


(6 – 214b) 


6.6.5 单个 裂纹 

对 于 图 6-6 所 示 的 单个 裂纹 ,点 a 一 ae%,b = ad, № 
时 有 
oP = 670, oP = еб, Х(6) = (9 — е%) 1⁄2 (ç — elh ) 1⁄2 
C6) = C, ç +-CG,, C, =—К°, C, = cos 0,K° 
C: = К°, C. 一 一 cos 6 К" 


(6-215) 图 6-6 圆 形 夹杂 单个 界面 裂纹 


从 而 问题 的 解 是 
_ 1 == 1 1 1 
H 'h(ç) = K “+ K° = J+ = — L Kç + 
> ( г) 2 MS" — 2cos 0, +1 
оо = l Б 1 (6 —216) 
cos 68 K ° — cos & K с FK 2 | 


由 式 (6 - 207) BPR Еу, (S), Ер (S), Ж ЗЕ А ЕР RA УЛУНУ. 
但 求 应 力 等 的 强度 因子 时 ,只 需 知 道 界 面 上 的 广义 应 力 和 位 移 的 对 0 的 导数 已 够 。 按 式 
(6-188) 和 (6-207) ,广义 应 力 和 五 . 的 奇异 部 分 为 


xz. = Z Rel oBF (o) ] = SReLoH ho] 


7 (6-217) 
E., 一 一 Ке В„'еН ' h(a) Je ‚,@— 工 , П so Er 
今 在 8 点 (5 = e% 或 一 aea) 的 广义 应 力 强 度 因 子 为 
K = (Къ, Кь] = lim /2xa(8— 6) Z, = < lim /2za(0— ®) ReloH*h(o) ] 
° ° (6 - 218) 


К = lim /2na@— ñ) E,, 一 一 2 lim /2na@— ñ) ReLoB НС) 7, 
注意 到 应 力 强 度 因子 只 和 函数 的 奇异 部 分 相关 


Х(о) = (а? — 2соѕ 0, + 12 1⁄2 = е [25іп 0, (0, — 0) ] 1⁄2 
oH" h(s) = LXO K” + cos К° cos 0, K” 3+? K”) = 
10/2 一 Н — 
et івівӨК" ідзі ӨК") =— 1 Vs (ске + /g K>) 
2 /2sin 6 (0, — 0) 2 J200) 
O31 一 1032 651 — 1035 
к” = 2H1F7 = aH" By = aM , M= (Ву HY” 
D> —1рг рў — iD? 


—1 
K= 一 一 好人 +), k? = alMy (95 — io) +My (DP — iD?)] 
Ay 
Mat (6 - 218) 4b 24 
к= [Ki, Kp]? = lim /2na—@) 5, = 2 lim /2za(0— W) ReloH ho) ] = 
9-8, а 0-8% 


二 wasin 0, Веб оК” +5 К°) = Z /nasin 0, Rele% K”) = 


| . . . , An. 
2 /nxasin Oo Re|e%#[Mu (озз — ia) + Ms (DY — iD? )] (i 十 Н і, ) = 
11 
2 ./nasin б [cos Ê (Maoi + Mis Dy) + sin ё (Мид +MuD?) | fi, + CHa /Hi )i ] 
| (6 — 219a) 


Ks = lim./2na@— 0) Е„ = ~ lim /2za (0 — 0) By ReloH h(a) ], (6 - 219b) 
6-8) а oa, 


захаа woe —@ 


BEREE 


对 于 均匀 压 电介质 中 的 圆 弧 裂纹 ,有 M = 1/2, 从 而 式 (6 - 219) 化 为 


—1 
К = [Ку, КЪ] = Vrasin 6, (ой сов ®. + ozsin ©) (i + Hi, ) 
2 2 Hu (6 — 220) 
— 220 


天 =— y nasin 0, (<i cos =. + 035 sin а) (В; 十 Ha в ) 
н Е, 2949 Ещ Jr ie НОА Д 322 BJ U” M eR BE ТУР ЕВ ЖЖ Ж. 
6.6.6 绝缘 裂纹 


在 绝缘 裂纹 面 上 , Di = Dy, 一 0 是 已 知 的 ,所 以 无 需 像 开路 裂纹 那样 去 求 裂纹 面 上 电位 
移 值 。 此 时 在 式 (6 - 209) 69 К° = — К°. 问题 的 解 WAS) 05 =K(6 - 210)— (6 – 214) # 
示 。 式 (6 - 219) 表 示 的 广义 应 力 强度 因子 现在 退化 为 


Ky _ 7 _ 
K = | = = „nasin 0, Rele? k=) = 2 rasin & MRe | e% a о o 
Ы 1 — 1 


м. M,, 7 (952 sin(0,/2) + оз соѕ(0,/2) 
2 АРГ б, [| 11 12 | 32 0 31 0 | 


Mn Ma -DY sin(@,/2) 十 DY cos(0, /2) (6 - 221) 


式 中 已 利用 了 К° 的 表达 式 。 
Zhong 和 Meguid'*"1 ,Gao 和 Balkers] 更 详细 地 讨论 过 这 一 问题 。 


6.7 亚 型 界面 裂纹 的 条 形 区 域 模型 


6.7.1 问题 的 陈述 


图 6 - 7 表示 均 具 六 方 对 称 性 的 双 材 料 单个 界面 裂纹 问题 。 设 材料 I 位 于 上 半 平 面 S+ ， 
r, > 0; 材料 下 位 于 下 半 平 面 S- ,zs < 0; zx = 0 为 界面 , 沿 z, 轴 有 长 24 的 裂纹 ,坐标 原点 
选 在 裂纹 的 中 点 。 假 设 无 穷 远 处 没有 广义 
WHER RA F EU Meo A 
一 D”。 类 似 于 弹性 断裂 力学 中 的 Dugdale 
模型 ,假设 裂纹 正 前 方 存在 电学 人 饱和 区 ,其 
中 D, = D,, D, ЖТП 
和 值 中 的 小 者 ;同时 还 存在 力学 届 服 区 ,其 
Ho, = т, т, ЖАЮГА ФАИЛ 
值 中 的 小 者 (图 6-7)。 真 实 裂纹 的 长 度 加 图 6-7 ШШЕ ЖК МНН 
上 饱和 或 届 服 区 的 长 度 构成 有 效 裂纹 长 度 。 

引入 广义 位 移 和 广义 应 力 


U = [xs， gl’: X, = Lows Dz |? (6 – 222) 
fe Se КГ ВЕЕ uj in F Жл 


AD(zi) = Ur (zi; 0) — Ор (ar, 0), у(х) = 4А(х,)/@х‹ (6 – 223) 
称 式 中 w(x ) 为 位 错 密度 矢量 ,在 结合 面 上 AU) = 0, 围绕 裂纹 的 单 值 性 条 件 为 


[садаа = 0, yx) = Lg (zi), фо ба) ] (6 – 224) 
亚 型 静态 问题 的 平衡 方程 和 本 构 方程 分 别 由 式 (4-177) 和 (4-178) 表 示 。 


6.7.2 解 的 基本 公式 


用 广义 位 移 表 示 的 下 型 问题 的 静态 平衡 方程 如 式 (6 -174) 所 示 , 或 更 简单 地 写成 式 (6 — 
175), Вр 


VU = 0, U = Оиз, p)” (6 – 225) 
在 裂纹 面 上 和 结合 面 上 分 别 有 


оз =—т, D,=—D”,—a<ri<a,r=0 


(6 — 226) 
Ui (zi) 一 Ur (л), 5. (х1) = D(x) = Z; (zi) > | 21 > а, “Ly 一 0 


采用 Fourier 变换 方法 解 上 述 问题 。 引 入 任 一 函数 f(z1， zs) 的 Fourier BR (s, 22) 

Fis, а) = | fla, хе ade (6—227а) 
称 f(z) 为 原 函 数 ,f(s) 为 像 函 数 ,其 中 ;为 实数 。 在 合适 的 条 件 下 , 它 的 反 变换 为 

flay, z+) = 让 | Fs, zxa) ед (6 -227b) 
在 条 件 Ja? +k — со, f(r, л) — 0 的 条 件 下 ,存在 关系 

[fa adem de = Чә" G, z), FO = ау/ам 
如 | ”| ze, z) | dz 之 o0, 则 有 
去 FG, ze ds = Cin)" C zo) 


利用 上 述 关 系 , 把 基本 方程 式 (6 – 225) Е Fourier 变换 ,得 


Üs, 2) 
az} 


~ FU ,OU 
Шет 


利用 Fourier 变换 ,由 式 (4 -173) 和 (6 -222) ,可 得 
x = бз _ [= ё15 ie = B Әй (з, 22) В 一 m ёз | (6 – 229) 
i p, E15 єп Фф, Әх; е5 єп 


显然 ;对 材料 TB 取 Bi ИВ Br。 为 了 保证 无 穷 远 处 有 界 , 式 (6 -228) 的 解 可 以 
写成 


)e = ах; 一 一 52065, хз) + 一 0 (6 ~ 228) 


SERREGRS eRe 829—0 


Ui (5, х3) = eG, (s), s< 0; 0, (5, 22) = е Е. (5), s> 0 


Ur (5, £) = e= Fi (s), s< 0; Ur (s, z,) = e“: CT (s), s> 0 
广义 应 力 可 写成 
Xr Gs, ха) =R, Ù; (s, 22), Ri = sB; ‚5<0; R. =— sB; ‚ $> 0 
~ ~ (6 — 231) 
0 (5, х2) =R,Uy, (s, 22), Кү =—5В ү Й s < 0; Rī = 5Вү 9 s> 0 
由 式 (6 -226) 知 ,在 zs 一 0 的 整个 界面 ( 含 裂 纹 面 ) 上 广义 应 力 连续 , 故 有 
Ri (sU: (s, 0) = Rr (OU (s, 0), | z, |< со (6 — 232) 
xh (6 – 224) Æ Fourier 变换 域 上 的 表达 式 为 
F yla de dz, = isAU(s), AUG) = Ё (з, 0) — Dr (s, 0) = if w(x, de dz 
(6 — 233) 
结合 式 (6 -232) 和 (6 - 233) ,可 得 
Ü, =P, AUCs), Ur = Py AUCs) 
Ry By — R; __ Вү (6 – 234) 


Pi CRI Еу Ву +B,’ 
结合 式 (6 – 231) 106 – 234) ,并 进行 Fourier 反 变 换 , 便 得 
五 mp(Zzl，0) = | Son (s, т;)е'”1°д = | R, 0 (s, reds = 
2л 一 oo 2х —оо 
=Í R; Py AUCs) e"ds 一 一 =Í Ri P; Be wieder de eds = 
2л 一 ceo 2л 一 ce $ J-a 


-if Ië TR. Cs)Py (eee ds уа): 


on —а@ 
(6 — 235) 
式 中 
1 — 1 Riki 5 _ BiB, ~ м. 
Жз (5) Pr (s) 5 Ri — R; ‚Н Bi + By 对 任何 5 都 成 立 
. (6 — 236) 
显然 吾 是 实 对 称 和 矩阵 。 利 用 公式 
F $ еті) ds 2i , 1| еер ds = 802—2) (6 – 237) 
T% | 5 | t— х] on 一 ce 
式 (6 -235) 的 解 为 
1н i М9? 4, = Xu (zí, ©), Zp = Lto Ск), toe (z,)]' 
7 K. ) (6 - 238) 
Ln,| %; t dt = to; С» 0), | za |< оо, z, = 0 
х — Ї — Tı 


6.7.3 条 形 区 域 模型 的 解 


分 两 种 情况 来 讨论 条 形 区 域 模型 。 

D 电学 饱和 区 大 于 力学 属 服 区 

设 电 学 饱和 区 的 右 端点 为 1, 机 械 届 服 区 的 右 端 点 为 5, 且 2 > 6b, 此 时 设 有 效 裂纹 长 度 为 
27。 因 此 边 值 问题 为 


=, |a |<a, —D°, | z |< a, 
to C21) 一 эз tor (x1) = 
—z tas a <| z |< b; ~D” + D,, a <| z, |< i 
pla) = 0, | a |265 (т) = 0, | z |> 1, > b 
(6 — 239) 
由 式 (6 - 238) ,可 得 
b 
二 | Ep O/a a) Mae = (об), |= |< b 
(6 – 240) 


1 
二 | CHap 06 21) Ide = to О), |z |< 1, j = 1, 2 


RP G= H`’, 如 果 考 虚 在 n =+ b 应 力 没有 奇异 性 , 则 g, (#) 必 须 有 界 。 按 式 (1 ~ 113) 和文 
献 L[90], 式 (6 - 240) 中 的 第 一 式 在 下 述 条 件 下 有 解 


b 
| Gurscoy JP —г1]й = 0 (6—241) 

注意 到 

b (т\т Ct) __ __ оо _— ne E dt ` | d _ — 

a yy y | = [Gn G, r°) + Gr (D, — D ›1( > И + А ==) 
É dz 
—a b? — £ 
[Gy (т, 一 т) 十 Gi CD, — D° ) jEx — 2arcsin(a/b) | — 

(Gur™ + Су D° )2arcsin(a/b) 


(Gut? +GaD°) | 


利用 上 式 和 arcsin(a/b) = п/2 — arccos(a/b), 由 式 (6 - 241) ,可 得 塑性 屈服 区 的 尺寸 为 


Ь __ us Gut” + Gr D° _ 
a ш зес( 2 Git; + Gr D, ) (6 242) 


在 条 件 式 (6 — 241) FR - 240) 中 第 一 个 的 解 为 


5 ; . 
pin) = + у= а Sata 
" => VE — Ë (t— zi) 


(1/х) (Git, 十 GD.)[o(zi， а» b) —w— 2, as Б) ], | | |< b (6 - 243) 


dt = 


b: — а? a 
оба» а, Ё) = arcosh Кату! b 


类 似 地 ,如 在 >, 一 士 上 电位 移 没 有 奇异 性 , 式 (6 - 240) 中 第 二 式 的 解 为 


SERRESESS eRe mos 


aper 0 


_ i 2. 2 t то (t) _ D, 
Hg; Cx) = т l 21 | ws 一 Геба, а, D —eC 21, а, D] 
(6 – 244) 
或 
D. 
pe (x1) = HOCS а, L) —eC- zi G, DJ- Врба), zı < Í 
电学 饱和 区 的 尺寸 电 条 件 | [a G) И Ft = 0 确定 ,其 数值 为 
l/a = sec(z=D° /2D,) (6 ~ 245) 


由 式 (6 -243) 和 (6 – 246) п, A KR X T J z < | YARE т/с, < Р°/р,, + 
t/q = 0° /0),, 则 饱和 区 的 尺寸 等 于 届 服 区 尺寸 。 
裂纹 张 开 位 移 和 电势 间断 值 分 别 为 


Aula) = – (оа = 


‘l(a Tiol T, а, b) (а Бх), а» Ь) |, |< 2 


Gu Ts + Gr D 
T 


(6 — 246) 


Ag(ax1) 一 Са — ааба, a, D + (а t ziw 2, аз Dj— g Ala), | Tı |<: 


22 


从 而 裂 尖 张 开 位 移 和 裂 尖 电势 间断 值 分 别 为 


Au; la) = бабу, + бьр1п| sec(F Cu teer) 


2 Gut, + Gr D, 


PD Dt H (6 - 247) 
_ “qat, п 21 
Agla) = а Ча sec (FH )] Hu Au (a) 
裂 尖 处 的 能 量 释放 率 为 
J = ram (a) 十 DAp(o) 一 经 | (= 一 FED.) Gur. +G,D.) + 
(6 – 248) 


н авт) п[ (5р. )] 


对 于 小 范围 届 服 和 电学 饱和 的 情况 ,在 i/a = axs1l 的 情况 , 裂 尖 处 的 能 量 释 放 率 
化 为 
= 
J = %[,= , pricey, | (6 — 249) 
4 p= 
应 当 注 意 , 所 有 上 面 的 奇异 积分 都 是 在 Cauchy 积分 主 值 的 意义 上 进行 的 。 


2) 力学 属 服 区 大 于 电学 饱和 区 
此 时 设 届 服 区 的 长 度 为 1 大 于 饱和 区 的 长 度 56, 由 式 (6 -238) ,可 得 


b 
LP рола ms) Jae = G2jt oj (a1) > | Xl |< Ф 


үп (6 ~ 250) 
2 Снра 400 = to Са), |a 140,31, 2 
力学 届 服 区 和 电学 包含 区 的 尺寸 分 别 为 
b __ x Gat” + G> D° ГА хт _ 
a 7 sec (3 Gaz. +GnD., ), = see( 5- ) (6 - 251) 
BYR aK FF A 6 RHI21: Ea Ж EL 2 I 29 
T Gar” + Gz 
Agla) = "абат, + GuD,)In| see (Z Sur a} еее 
__ дат, пт Hi'; 
Аиз(а) = iln] sece( >= J H. Agla) 
烈 尖 处 的 能 量 释 放 率 为 
H 
= = (р, = и) Gut, бар) . 
(6 – 253) 


in| sec( > Gur ee) + ес) | 


Shen，Nishioka，Kuang, 和 Liu 中 对 这 一 问题 有 更 详细 的 讨论 。 


6.8 ШЖ Yoffe 型 运动 裂纹 


6.8.1 概述 


考虑 一 双 无 限 压 电介质 ,材料 工 位 于 上 半 平 面 S , zs > 0; 材料 荆 位 于 下 半 平 面 S ， 
х2 z< 0; zl 二 0 为 界面 , 记 为 工 , 界 面 上 存在 一 异 纹 , 记 为 L.。 为 方便 计 , 其 余 的 部 分 L 一 L. Ж 

合 面 。 双 材料 Yoffe 型 运动 界面 裂纹 是 指 长 2а 的 裂纹 在 运动 过 程 中 保持 长 度 不 变 、 且 以 wv 
иш 类 最 简单 的 运动 裂纹 ,虽然 现实 中 并 不 存在 ,但 可 得 到 解析 解 ,显现 了 运动 裂纹 
的 一 般 特征 ,所 以 研究 它 具 有 一 定 的 意义 。 本 节 讨 论 在 无 穷 远 处 作用 广义 应 力 ты = г", 
D, =D” 时 的 下 型 Yoffe 型 运动 裂纹 问题 。 这 一 问题 可 分 解 成 两 个 问题 的 全 加 :中 无 裂纹 无 
限 板 在 无 穷 远 处 承受 °, DP 的 作用 ,四 裂纹 面 上 作用 有 广义 应 力 一 普 ,， D., Ядаж 
只 和 问题 @ 有 关 , 因 而 下 面 只 讨论 问题 他 。 

亚 型 静态 问题 的 基本 方程 已 在 6.6 和 6.7 节 讨 论 过 。 对 于 动态 问题 , 式 (6 -174) 改 为 


Cu V? u; 十 ĉis Уго 一 pus . е5 V? us el Vo = 0 (6 一 254а) 
对 任 一 介质 N, ERT BEK 
Уимз = cR tins» Ҹу = cN Cems/eni) Uns; Cha = Cyu + ел5 /enn (6 - 254b) 


介质 N 的 本 构 方 程 记 为 


‘ERERSESS eRe йс Ü 


Sun ее—@ 


ON31 一 Cru имза — ens Eni + Омз? 一 Сиа UNa,2 enis Enz 
(6 – 255) 


Dui = ём15 UN3,1 +enn En , Dye = €N15 UN3,2 tenn Ew 
本 节 中 变量 右 下 方 的 N = І, I, 表示 介质 的 编号 。 
除 空间 固定 坐标 系 外 ,这 里 还 采用 固定 在 裂 尖 的 运动 坐 
(=, y) ,如 图 6—8 所 示 , 有 
х= хр ut, у= x, ӘӘ =—v/oa 
(6 – 256) 


把 式 (6 -256) 代 入 式 (6 - 254) ,可 得 


Ouns/ Әх? + Ouns/ Oany’) = 0, ам = /1— w/e 


(6 – 257) 
问题 @@ 的 裂纹 面 上 的 边界 条 件 为 
GI23 CT, 0r) = Gs (=, 07) =— 1", ЄТ ot) = Dy (z, 0 ) =— D”, | = |<a 
| (6 – 258) 
结合 面 上 的 界面 连接 条 件 为 
cms (=, 0+) = ops (a, 07), D, (z, 0+) = Dr (z, 0), [х [>а (6 - 259) 
ит (=, 07) 一 Uys (Ls 0 )， Фі (x, 0+) 一 Фі (=, 0), | 2 [>a 
围绕 裂纹 的 单 值 性 条 件 为 
F w(x, dz, = 0, ylz) = dLAm ，Ap]r/dzi (6 – 260) 


AP y(zi) 通 常 称 为 位 错 密度 。 
6. 8.2 问题 的 解 


考虑 到 无 穷 远 处 广义 位 移 为 零 ,Chen，Karihaloo 和 Үч?! Fourier 变换 方法 求解 上 述 
问题 , 设 其 形式 为 


ивб(х»› y) = 三 | Ai Cs)e™ cos asds, y > 0 
Jo 


_ (6 - 261) 
up (xr, у) = 二 | А р (sde*'cos zsds, y < 0 
ens 2 [® sy 
gy (z, y) = — ur (x, „+7 В; (s)e cos zsds, y > 0 
sm (6 - 262) 


фи (xX, y) = 5 (xs +2 By, (5) е? cos asds, у < 0 
є туо 


由 裂纹 面 上 的 边界 条 件 (6 - 258) 和 本 构 方 程 (6 - 255) ,可 得 


— [5° + Cems /enn) 0° ] = Chaunss, 一 emsr + Cru D? = enn Cha Фм,2 ° |z |< a 
(6 – 263) 


把 式 (6 - 261) 和 (6- 262) 代 和 人 上 式 , 得 
21, (s)cos asds = [t° + (еть/єт D” ]/Cinar 


2 зА у (5) соѕ 2545 一 一 Lr” + (eps /em) D” Ј/ Стан 9 | < (<a, y= 0 


(6 — 264) 
2)" SB 1 (s)cos zsds =— D° /er 
2 [= (6 - 265) 
2 sB, (5) соз xsds = D” Jems | z 1<а, у = 0 
хо 
利用 上 面 两 式 ,结合 面 上 的 广义 位 移 连 接 条 件 要 求 
Е G) Ar (s) HEB: G) — By G) J eos asds = 0 
oe (6 - 266) 
2f ГА; (5) —Ay (5) Jcoszsds = 0, | z |>a, у = 0 
0 
结合 面 上 和 裂纹 面 上 的 广义 应 力 都 是 连续 的 ,因此 要 求 | <= |< оо, y = 0 ВЖ 
—2ciuar | sAr (s)cos asds— Zens| sBy (s)cos zsds = 
п о л ° 
Z Ciuman |, sAy (s)cos asds+ Zens] sB р (s)cos zsds 一 (6 - 267) 


2 Jem sB ү (s)cos xsds = emf sB р (5) cos zsds 
x x o 


$6 —264)— (6 -267) 是 关于 4 个 未 知 量 Aj: Ar, В, 于 的 4 个 方程 ,因而 可 解 。 由 式 (6-267) 
可 得 
Стамат Ay ($) 十 ensBi (s> 一 一 Саат Аң ($) — ез Bi (s) 
em B; (s) =—em By (s) 


显然 式 (6 - 265) 已 包含 在 (6 - 268) 中 , 剩 下 的 还 需 满足 式 (6 - 264) 和 (6 - 266). Н (6 - 
264) ,可 得 


(6 - 268) 


an (s) — An (s) ]cos zs ds = z Frs | x |< а, у = 0 


(6 — 269а) 
一 [=° + (ез /enn ) D” /С „а ам? = I . I 
同时 利用 裂纹 面 上 的 边界 条 件 ,可 推出 
2 IE" G ESA, со | 上 [Bi (s) — By Gs) | cos zsds = 
ло ween (6 — 269b) 


ens, 4 шь, ( 1 + 1 )р=,|х|<а,у=0 


Єттї Єлїї Єттї Єйїї 


式 (6-266) 和 (6 -269) 组 成 两 对 对 偶 积 分 方程 ,其 解 为 


килы ЕНИ иси —@ 


кке @ 


Ay (s) — Ay (s) = (xa/2s) (zi + za) Ј, (as) 


Cens/em Ar (s) = Cems/em Ag (s) + By, (s) — By (s) 一 (6 一 270) 
ха| ёт ems 1 1 оо 
2s | Em nt Em T? (= + equ )P JF Cas) 


由 式 (6 -268) 和 (6 -270) 可 求 出 4 个 待定 量 Ar (5), Ар (5), В; (х), Br (5), 从 而 问题 已 完全 
解决 。 在 z, 轴 上 的 广义 应 力 和 广义 应 力 强度 因子 分 别 为 


стз (z, Ot) = sms (z, 07) = A(WI(z/ Vx’? — а?) – 1] 


(6 — 271) 
Dr (x, 0+) = Dy (z, 0) = Bool (z/ ма? — а? ) 一 1] 
式 中 
A(v) = Ciuay š + cms ( Сп — Sm iG -£)} =i p~ 
7] €I11 tem €711 Efi 7 EIl 
А (6 – 272a) 
Bœ) = Dr — шеш ens ems _ ЕЁ 
° € 111 +emi ( Єт Єр )( ' 7 ) 
2 
р = (Cinar + Ciuan) (1+ ) (22 “ш ) em 
€m Єт ЄШ1 
+ r (6 — 272b) 
e= Em С (Cr +=) 十 | eqs ems )] (= ems ) nen 
Eil €J1l Є € I11 én 
广义 应 力 强 度 因子 为 
Ky = lim /2х(®ж—а)вцӊз(х, 01) = ynaA (о) 
we (6 — 273) 


Kp = lim мкб а) Di, (z, 0+) = VraB(lv) 
由 上 述 可 知 , 广 义 应 力 强度 因子 明显 依赖 于 裂纹 运动 速度 。 对 于 均匀 压 电 材料 有 
A) = г, Ку = укат°; Blo) =D”, КЬ = raD” (6-274) 


上 述 表示 在 均匀 材料 中 ,广义 应 力 强度 因子 和 裂纹 运动 速度 无 关 。 
Li 和 Matagas21 研 究 了 更 为 复杂 的 半 无 限 的 运动 裂纹 问题 。 


ЕЗИ: 
夹杂 与 奇 点 载 倚 的 相互 作用 


7.1 等 温 压 电 体 中 的 奇 点 载荷 


7.1.1 均匀 等 温 压 电 体 中 的 广义 奇 点 载荷 


设 在 无 限 均匀 的 等 温 压 电 体 中 ,在 点 z (zi > Lao) MAA Г MAF 
点 载荷 ,广义 奇 点 载荷 指 的 是 广义 位 铺 与 广义 集中 力 。 广 义 位 错 指 的 
是 有 一 垂直 nr 平面 的 位 错 线 , 其 广义 位 错 矢量 为 b(b:，b,，b;， 
b4) ,其 中 (51 5, ba) A Burgers( 柏 格 斯 ) 矢 量 , 代 表 绕 位 错 线 一 周 后 
位 移 所 获得 的 增 量 ,b 为 绕 广义 位 错 线 一 周 后 电势 所 获得 的 增 量 ; 广 
义 集中 力 指 的 是 pi ро» Pas Pi) HP s Pas ps) 是 沿 位 错 线 方 
向 单位 厚度 的 集中 力 , р, 为 点 电荷 ,或 电位 移 通 量 ( 图 7 -1)。 这 一 问 图 ?7-1 均匀 等 温 压 电 


、 体 中 的 广义 奇 
题 的 解 可 设 为 点 载荷 

folz.) = (In(z, — Zos ))C, folz) = c;]n(z; — zy) 

Rie) = Pae)! Ft) = —Š а (7-1) 

aD = File) = er Pale) =, ву = жы T zu 


式 中 cc, s C29 Сз з ci) 是 待定 复 常 数 ， UNER — Zo» )) = lnCz; — zo; ) > = diag In(z; — жоу) ], 
显然 х0; f;《z;) 的 分 支点 。 为 使 其 单 值 化 ,可 取 一 从 zo 到 一 的 单 值 分 支 制 线 , 相 角 从 Tı 
轴 的 正 向 算 起 。 由 第 4 章 广 义 平 面 问 题 的 通 解 的 理论 知 ,广义 位 移 和 广义 应 力 函 数 可 表 为 


__ 4 
U = Afo z.) А foz), U; 一 2Re > Асаб; — zo) 
j=l 


‚ (7-2а) 
Ф = В/„(=„) + Bf.) Ф, = 2Re 》1Biciln(a — zo) 


线 = 一 周 后 ,广义 位 移 和 广义 力 应 当 获 得 给 定 的 增 量 , 即 
b = 0+— 07 = 2ni(Ae — AT), р=Ф'—Ф = 2ri(Be — Вб) (7-3) 
利用 正 交 关系 式 (4- 34) 后 , 便 得 


ELH: Cha И «= 


或 直接 由 式 (7- 2a) 和 (7 - 3) 解 出 c, 再 利用 正 交 关系 式 (4-33) 后 ,同样 可 得 


SEREA 


c= BOHP ATO +Y p]= sq, q= B+ Ap 
T 


(7-4b) 
folz.) = аба. 一 ao))9， F,(2;) = 21 ( 1 Ja 


2лї \z. — Zoe 
式 (7-2) 和 (7 -4) 给 出 了 无 限 介质 中 奇 点 载荷 的 解 。 利 用 式 (4 -33) 和 (4 -34) ,可 得 

— іВВТ(Ү +Y) = (BBTAB™ — BB? A B`) = B(I—A'B)B'+BATBB =I 

i(Y 1 LY AAT = iCCiBA ААТ HiBA AAT) = ВАТ -ВАТ 一 了 
由 此 立即 可 证 式 (7 ~ 4b) 中 第 一 式 。 式 (7 - 4) 还 可 证 明 如 下 
2хї(Ас — Ас) = А(ВТЬ + ATp) РАСВТЬ + АТр) = (АВТ + AB")b+ (AAT+AA")p = b 
2ni(Be — Ве) = B(BTb + ATp) + В(ВТЬ + A" p) = (BBT +BB")b+ (ВАТ + ВАТ)р = р 
从 而 问题 的 解 为 


U= + Re[A{In(z. —z. ql, Ф = + -Re[ B(In(«. — zo, )5q] (7 —2b) 


7.1.2 双 压 电 体 中 的 广义 奇 点 载荷 
设 材料 了 占据 上 半 平 面 ST ,材料 开 占 据 下 半 平 面 S ,z= 二 0 为 界 
面 , 设 在 材料 H 的 点 Zo (Zio s zso) 处 有 一 奇 点 载荷 (图 7-2) ,首先 在 z 
平面 上 讨论 。 用 上 一 节 的 结果 ,可 令 [5 
filz, z) z € St 


( , ) = (7-5) 
fe ® Fr (е, zo) + fa (z, za), z € S° 


RE е, Со, zo) 表 示 均 匀 介 质 中 奇 点 载荷 的 解 , 即 把 介质 了 扩展 到 全 ET? apa 
平面 时 该 奇 点 载荷 的 解 , 所 以 它 在 材料 [内 是 解析 的 。 此 时 SAE 


fL, (2) = c(In(z — zo)? 


(7 - 6) 


с = HEBT Yr TYr) b АТ YT HYD p] 一 ВТРАТ р) 


以 后 为 书写 方便 起 见 , 把 f(z， zo) 仍 记 为 SO ,省 去 参数 zx 。 界 面 z, = 0 上 面 力 连续 的 条 件 
BRS, = Фу, K 


Bi f(z) + Br fia) = Bul faa) + fo (an 1+ Bil fa Ga) + fo a], оо < z, < оо 


(7 – 7а) 
改写 上 式 为 
Ву Са) — By fi Gn) — Bi fe (ai) = By fa) — By fi) + Br folti), — < m < оо 
(7-7Ь) 


易于 见 到 ,上 式 等 式 的 左边 在 S 是 解析 的 ,右边 在 S 是 解析 的 ,而 在 z, — 0 上 是 连续 
的 ,因而 在 全 平面 解析 , 它 只 能 是 常数 ,该 常数 可 以 合并 到 待 求 的 函数 中 ;如 在 无 穷 远 处 没有 应 


力 和 电位 移 , 故 该 常数 为 零 , 从 而 有 
В; fy (z) — By fi (2) — Br f. (z) = 0, z € 5+ 
By fr (z) — B, fi (2) + Вг f, G) = 0, z € S~ 776 
由 界面 上 位 移 连 续 的 条 件 ,类似 地 可 得 
Ат f: Cz) — Ar fr G — Ар Ў (z) 一 0， 之 Є st 
(7-9) 


Ay fu Cz) — A; fi +Ay f. С 一 0, z e 5- 
由 以 上 两 式 解 得 
fy (z) = B TH (Үр 二 Yi)Br fo), z € St 
fr (z) = Вр HY, —Y;) By fl), z € S- (7-10) 
Y=iAB", H=Y,+Y, 
例如 对 于 xzES- 的 情形 ,上 式 可 推导 如 下 :由 式 (7- 9) 的 第 二 式 得 
fi (0) = ATAr fi (2) +AT Ar f, (z) 
把 它 代 入 式 (7 -8) 的 第 二 式 , 便 得 
(I— В; APA, BY) By fr G) — (B, Ат! Ay BY — D By fole) = 0 
或 В, Ат (А; Вт Ау BY) By fr (2) — By AT (Aq By — A, By) By fo(z) = 0 
上 和 式 可 改写 为 


GY, +i¥,) By fr (22 — Ур 一 iYi)B fs G) = 0 
化 简 后 便 得 式 (7 - 10) 的 第 二 式 。 式 (7 - 10) 的 第 一 式 可 类 似 求 得 ,从 而 压 电 介质 中 问题 的 
解 为 
0; == 2Ве[А (fr (=, ))] 一 2Re[A1 BH! (Үү +Y By аб, — Zox Dej, z Є St 
Uy = 2Rel Aq (fy (z, ) + fo (zs >] = 2Re[4T By H (Үр —¥1) By (In(z, — xm.) €] + 
2Re[Ay (ln(z, — x. 20], z€ S7 
(7-11) 


Ф, = 2RelB, (fi (z. ))] = 2Ке[Н (Yr Ур Br (In(z. — x. )e], z € St 
Фү = 2RelBy (fn (ze) + fa (z. ))]J = 2Re[H (Yr 一 Yi ) By (In(z, — zos )) c] + 
2ReL By (ln(z, — zos de], z€ 57 


(7-12) 


下 面 讨论 三 种 特殊 情形 。 
1) 半 无 限 介质 
设 材料 工 不 存在 , 当 z, = 0 为 自由 平面 时 ,有 A1r = B, =Y; = 0, ў: (2.) = 0, іс 


ааваа аа — 


акаа —@ 


A, =A, Ву = B, Н = Үү = Y, у(х.) == Р(х, ), 从 而 由 式 (7 -5) 和 (7 - 10) 得 


f(z,, 20.) = Вт. HY, —Y,)B, Solz) +foleus zon) 
= folz. s zox) FB Y YB f, (z, ) = folz , zo, ) + 
B (АВ!) (—iAB™) Bf, (х, ) 


(7-13) 


= f. (z. s z.) — ВВА AB™ В, (х.) = folz., z.) —A 1 A fo (z. ) 
2) 介质 工 是 刚性 材料 
34 x; 二 0 为 固定 平面 时 ,有 Ai = B; =H; = оо, fi (zy ) = 0, Frid Ay = A, By =B, 
H =Y; =Y, fr (z,) = f(z.) 从 而 由 式 (7-5) 和 (7 - 10) 48 


РО. 5 z.) = folz. s z.) —B 1 B ео (к. zo.) (7-14) 
3) 奇 点 载荷 在 上 半 平 面 
如 在 上 半 平 面 S+ 上 的 z 点 存在 一 强度 为 (5，Pp) 的 奇 点 载荷 。 我 们 将 推 求 Fle.) = 
f(z.) 的 解 , 推 求 过 程 和 上 面 一 样 , 即 寻求 如 下 形式 的 解 


Fi (z,, zos) + Foy (z, Ze) z, € ST 
F(z, , Zo) = | Tes + Zo or Ze Zo z. € (7—15) 
Falz. s Zos)» х.Є 57 


式 中 
1 


Z, — Zos 


Е, (=, , х0.) = CT ), ст = BIb + ATD) (7—16) 


类 似 于 上 面 的 推导 易于 得 到 问题 的 解 ,此 时 只 需 把 式 (7- 10) 中 的 下 标 工 和 开 对 换 即 可 ,不 过 
这 里 换 一 种 写法 ,以 适应 不 同情 阅 下 的 应 用 , 即 | 
Е; (z,) = (АРА — ВІВ, ) (Bi Br — Ат! Ar) Fa (z. ), z, € S+ 


— — — — (7-17) 
Fy (=, ) 一 (BT By —AT'Ar D (ВТВ! — АТА! For Czas z, € S 


7.1.3 双 压 电 体 界面 上 的 广义 奇 点 载荷 
设 双 材料 的 界面 为 xz; = 0, 在 zu 点 处 有 一 广义 奇 点 载荷 (6，P) 。 寻 找 下 列 形式 的 解 


1 
U, = 2Re[A,(In(z,, 一 Daq], q. = (А, + B’g,) 
е[ z Хо g. | q x 8 (7-18) 


Ф. = 2Re(B, (In(z,. — zaq] а= І, П 


RP go 1, УТУЕ. WM zu 点 到 一 co 作 割 线 , 则 广义 位 移 和 广义 力 沿 割 线 的 间断 条 件 为 


U; (т\, of ) 一 Cr (Z1， 07) = b. Zi < Zo (7 — 19а) 
沿 界面 的 广义 应 力 连 续 性 条 件 要 求 为 
Фү (х, Ot) — Фү (zi, 07) = р(х.) (7 – 19b) 


利用 下 述 广义 函数 理论 的 结果 , 当 Imw 之 0 时 ,有 


lim аба Аиса) = In| лу | НС), lim 一 下 


— 工 工 ; _ 
2,0 Жү + ux, — x + ixd(x,) (7 20) 


式 中 НО) A ñ. lv BY BR РЕЖ. & Сл, ) 为 狄 拉克 (Dirac) 函数 ,把 式 (7 -18) 代 和 人 式 (7 - 19) ,并 应 
用 式 (7 – 20) 4.2.3 ЮА 和 B 的 正 交 关 系 后 , 便 得 
b= = Re([A (а | zı 一 zol |+ izH(z,)>(Blgí +ATI,)]— 
[Aq (In | z, — za |—1хН(л,))(В1 gy БАТ )]) = 
Fin | лу — za | (g1 — gi) 5181 Sign 十 MIN 十 Mn 0720 


1 


пбх} — Жо ) 


PS x01) = (Ly 1р) | (ST [i + 5 ly — Lig; — Ligo) 


RHR S, MAL 的 表达 式 见 式 (4 - 35) ,它们 都 是 实数 矩阵 。 由 上 式 解 得 


І 2, 2,7(8 
gi —gr = 8, H =h =1, =| | (7—22) 
g 2; о, р 


О, = [М + My) + (S; +81) (Ly HL) (Si +8) I" 
Q: = (CM; +Му) + (8; HS) (Ly 十 Er (SI HS) JCS; + Sr Li +L) ` 
О, = [Ly + Ly) + (S: HS1) Mr +My) (S, 十 Sr CS; HS1) M: + Mr) ` 
Q, =— LCL, +Ly)4+ (S: Sr) Mi +My) (S: 十 Sr )] 
(7 - 23) 


显然 O., 0,, Qs, О, 都 是 实数 矩阵 。 把 式 (7 - 22) 代 和 (7 - 18) ,得 
q. = M.b +V.p, M. = 10479, +ВТ0,), У, = +: о, +B? R.) (7-24) 


Zhou, Nishioka 和 Kuang” ie T =E HM BAST X B E P. 


7.2 EHAZE Ж RRMA B 4E [9:39 95. 96. 971 


7.2.1 一 般 讨 论 


设 材料 工 占据 上 半 平 面 S$ ,材料 卫 占 据 下 半 平 面 S$ ,zx 二 0 为 界面 ,界面 上 (一 a, a) 存 在 
一 开路 裂纹 , 记 为 L. ,在 上 半 平 面 S+ 上 的 z 点 存在 一 强度 为 (5，P) 的 奇 点 载荷 (注意 图 7 — 2 
上 的 奇 点 载荷 位 于 下 半 平 面 ) .裂纹 面 上 无 机 械 载荷 ,因而 在 裂纹 面 上 有 


o =o; = 0, Di=D;:, Еї= Er, x € L. (7-25) 
在 结合 面 上 有 
| sh =ош, uf =и, Dł=D;, Et= Ет, > € L. (7-26) 
遵从 前 面 的 讨论 ,首先 在 z 平面 上 研究 问题 ,现在 可 设 解 为 
F.(z) = С; (208,1 + Folz),a= 1-1 (7-27) 


EE и -8—0 


кае 0 


AF G (z) 是 奇 点 载荷 作用 在 均匀 无 限 材料 工 中 的 解 , 它 由 式 (7 -16) 表 示 , 即 


1 
(=) a= BIO + AT) (7-28) 


z—— Zo 


Gi (х) = = 


2ті 


Fo(z) 是 在 材料 a 中 的 解析 函数 , 且 在 无 穷 远 处 为 零 , 即 在 无 穷 远 处 没有 广义 载荷 作用 。 由 式 
(7-25) 和 (7- 26) 知 ,广义 应 力 了 到 在 整个 z, 轴 上 连续 ,所 以 有 


B; Folz) +B; Filz) + By G+ (z,) +В; G; (zi) = Bi Fie (zi) + Br Fi Cx) 
(7 — 29a) 


或 


В Е, (11) — By Ер (zi) + By G: (zx) = By Fy (zi) — Bi Fio ai) — BI G: (xı) 
(7 – 29b) 


上 式 中 左边 是 某 个 在 S+ 解 析 的 函数 的 边 值 ,右边 是 某 个 在 S 解析 的 函数 的 边 值 ,在 无 穷 远 处 
又 为 零 , 所 以 恒 为 零 , 由 此 推出 
В, Fio(z) — By Ер (2) +B, Gr (2) = 0, z € S* 


— —. (7 - 30) 
By Fa (2) — B: Fi (z) — Br Gj (z) 一 0, 2: Є S 


7.2.2 化 为 Riemann - Hilbert 问题 595 
按照 式 (6 -1) 和 (7 – 30) ,可 得 到 (由 于 存在 Gr (z) ,不 能 直接 引用 式 (6 -8)) 


d(x) = Ui Cz) —Ur (x) = 2ReL A fi (xi) — Ар Ўт (x1) ] 
id Cr) = Об) — Uy, аба) == (7-31) 
HB; Fo + (Үү үу) В! Gi — HB; Fy 十 (Yi +Y, )B,G, 
R H, 仍 由 式 (6 - 9) 表 示 。 按 式 (7 -31) ,可 通过 结合 面 上 的 解析 延 拓 ,引信 一 个 除 裂 纹 
外 的 在 整个 xz 平面 上 解析 的 函数 k(x) 


Bi Fi(z) + H (Yr —Үү) Br С; (х) 
h(z) = (7 -32) 


H`’ BB, Fi (2) —H 1(Y I +Y; B; G; (2) 
HE hlo) 一 0, 从 而 式 (7- 31) 可 以 化 为 
id’ (х1) = HUW (z,) — Е (zs) ] (7 - 33) 
由 式 (7- 26) 知 ,电势 在 整个 ху 轴 上 也 是 连续 的 ,所 以 有 
H, (ht (2) —h (х)]=0, Н,=[На›, Hes Has Hals | ху |< оо (7-34) 
注意 到 (со) = 0, 由 上 式 解 得 
H,h(z) = 0 (7 - 35) 


在 zi 轴 上 的 广义 应 力 可 表 为 


Elz) = B: F, (zi) +В; F; (21) = 
ht (zi) + HHK (zu) + HOY; HYB: Gi +H" (Y, +) В, С; 
(7-36) 
HAC — 25) Fl ,在 裂纹 面 上 有 Elz) = D, (тй, i, = LO, 0, 0, 1]7 ,其 中 D, (21) 是 待 求 的 
量 , 从 而 在 裂纹 面 上 有 
ht (2) + HMR (ху) = Sla), ху € L. 
Ez) = Р, (а) = НОСУ: БҮ: )В Gi (а) 一 (7—37) 
H! (Y, 十 Yi ) В; Gy (z) 


7.2.3 问题 的 解 


RCO -37) 是 标准 的 Riemann - Hilbert 问题 ,可 用 解 耦 的 方法 求解 。 式 (7 -37) 和 (6 - 22) 
一 致 ,但 需 用 也 (zi) 代 替 那 里 的 互 (zi) ,其 解 由 式 (6- 26) ~ (6 - 30) 表 示 , 即 


Wt (21) — MA (д) = Б (21), Wz) = Othe), E* (rx) = ОТУ (ху) 


L — (7-38) 
OTR = (л), ОТ HHO =— M = (e A?) 


特别 是 对 于 归 一 化 的 本 征 矢 量 , 有 ОТО = 1,28 = 2 ,上 式 又 可 写成 
№ (21) +(e Wa) = EB (у), Wz) = hz), BP (zi) = ME" (a) 


(7 — 39) 
其 解 为 
__ 1 5“ (w, )dt __ 
Woz) = Q(z) CC) + al, OF Gta, со = G2 +c, 
| алы (7 40) 
i i — 之 , 
Q(z) = (YP (z), YP) = —=B 


上 式 中 的 积分 可 按 式 (1 - 131) 的 公式 积 出 ,C, , C, 可 由 无 穷 远 处 的 条 件 和 广义 位 移 的 单 值 性 
条 件 获得 。 由 h(oo) = 0 推 知 Соо) = 0, 由 广义 位 移 的 单 值 性 条 件 推 知 中 | Wede = 0, 其 
中 有" 为首 时 针 方 向 沿 裂纹 上 下 岸 的 闭 围 线 ,由 此 推出 C = 0, С, = 0. 把 积分 积 出 后 得 


Wiz) = (= ур, (иди — M.G, (2) — М, Gi (z) ] + 


4 
1 — 
— > WY? + D M.q, + (W°? + D M, q; 
G е2" ore) a [‹ i “Mg; (W; 2 q;] (7—41) 


М, = Q` H (үү +Ү)В;, М, = ФН (Y, +Y.) В, 


ao — 1 mofo 1 НН 
w ( §? (zo) (z — zo) ) м (zp (Zo; ) Ce — Zoi) 


由 式 (7 - 35) HER, Н,А(2) = HY (x) = 0, 由 此 推出 


EE | 


1 一 一 
D, (z) = Me (ды omnes (z) — М, С̧у (z) ] + 
1 
зна (5 Ty es jew У Dy LW +DM q + (WY + DM, q ] (7-42) 


— 1 i; 
M: = HA (Giz )а Л 
ERCO -ADRAC -41), 便 得 更 (z) 的 完全 解 ,然后 可 进一步 求 F(z)。 
7.2.4 界面 裂纹 前 方 作用 广义 奇 点 载荷 %' 7 


7-3 = 2a AS at FE BS FEA RR J (=o » 0) 
AFE APR BOTT (b, p)。 此 问题 的 解 可 由 县 加 法 得 到 , 即 


u, = Иш + иш ‚ Ф. = Ф,, +O. (7 - 43) 
SOP иы, Ф 是 单独 存在 广义 奇 点 载荷 时 的 解 , 由 式 (7 — 18) 和 


(7 -24) 表 示 。 它 在 裂纹 面 上 产生 面 力 X... и, Ф. qr qa OF 


Ay , 225 = доа M o JAR А18 
载荷 ,裂纹 面 上 施加 上 =— >ы 时 的 解 . 原 问题 的 解 便 是 这 两 个 问题 图 7-3 双 压 电 体 中 的 界面 


КЖЕ AJH А, В 的 正 交 关 系 ,由 式 (7 -18) 可 推出 在 裂纹 面 广义 奇 点 载荷 
上 有 
t =— Lu 一 一 2Re| В, (= 2 Je]=- (Bra +В; а) 21 ==” Tı “ы = 
. (7-44) 


式 中 ! 由 式 (7 -22) 表 示 。 双 材料 裂纹 面 上 作用 有 面 力 上 时 的 解 由 式 (6 - 23) 表 示 ,由 于 无 穷 远 
处 广义 应 力 为 零 和 广义 位 移 的 单 值 性 条 件 ,我 们 只 需 其 中 的 特 解 部 分 , 即 

t(Z1) dz _—_ l [P (21) Гал! — 
L Р(х) Cr — z) — 2r P Í, (2x, — 2) TX1 — Zoa ) 


wf, [Pr(z,)] ldz | [PCr] an) 


rx, — zx) a 


h.(2) = BF (2) = ж" 


一 元 = — z 


P(z) = QQ (z), Az) = (Y. (22, О = [e , a”, ө, wo J 


(7-45) 


¥o(2) = —— (E=) ,oo = oP,’ ... wo |, i=l, 2,3, 4 
*) 


(—a z +a 


积分 后 化 简 得 


1 Tra gn _ 1 1 -1 1 _ 
— +H H) ao (2 Xor is +5 )8 = (7-46) 


h. (х) = 
式 中 H 85606 -9) 表 示 。 按 式 (6-34) 和 上 式 , 裂 尖 前 方 结合 面 上 的 应 力 为 
l) = ht (a) + H Hh; (ху) = (+ H'1H)h, (zi) = 


agiz) | 1 1 + 1 jn f (7-47) 
Lo) T 


Y, (z) (zi — жоу) Yo (хо) x — 


裂 尖 广 义 应 力 强度 因子 只 由 应 力 E: (21) = Ze. (21) + X (х1) 或 Xe, (21) 的 奇异 部 分 决定 “ЖТ 
以 按 式 (6 -38) 和 上 式 , 裂 尖 右 方 结合 面 上 的 广义 应 力 强度 因子 为 


K = [Ky . К; 9 Ky ; K]? = lim м 2т(х\ — 4) RX (x1 — a) its 975, Cx) = 
z(a 


1 
мла 


—іє 1 一 1 — 

o («а [+ pastes 9 (Q.b + QP) = Wib+W2p 
(7-48) 

一 些 文献 中 称 W, , W, 为 权 函 数 和 矩阵 。 


7.3 共 线 刚性 夹杂 和 奇 点 载荷 的 相互 作用 [9 


7.3.1 一 般 讨论 


BEI ERE ERS ,材料 也 占据 下 半 平 面 8$- ,z= 0 为 界面 ,界面 上 存在 几 个 刚性 
夹杂 , 刚性 夹杂 的 左 端点 记 为 а; ,; 右 端点 记 为 b; ,其 集合 记 为 L. ,在 上 半 平 面 St 上 的 Zo 点 存在 
— TREE (b, p) 的 奇 点 载荷 。 在 第 ~ 个 夹杂 上 有 

ир 一 wr Ojz ° En 一 En = En =~ Pris T € Le 
Dy, = Dr = D, , — 00 < zí < °° 


式 中 o, 为 第 > 个 夹杂 相对 于 z; A. AME ТЕШЕТ Te. HK (7 - 
2) 和 (7 -4) 知 ,无 限 介质 中 在 z € S AREO, р) 时 的 解 为 


(7-49) 


09, =A Gi (2) +A, G (0), OF, = By Gy (z) +B: Gi (z) 


(7—50) 
Су (z) = па) q = (Bib +A} р) 
Nl XZ Zo 
对 于 共 线 夹杂 和 奇 点 载荷 相互 作用 时 的 解 , 可 设 
U 一 А.Е, (2) + А„С ү (е)8„т + A, Е, (2) +A, G: (28a (1—51) 


©, = B.F.(z) + BG, (zd; + B, Е„(=) +B, G, (28,1 
式 中 一 工 , 工 。 由 界面 上 广义 位 移 连 续 的 条 件 可 得 
АДЕ Се) + AG (21) + А, F(a) +A С (zi) = Ay Fy (ay) + Ay Fy (a), — °° < zm, < оо 
或 改写 为 
Ат Fi (ху) +A; Gi Gi) — Ar Fy (zi) = Ay Fr (a) — Ar Gy (z) — Ay Fr (zi) 
(7 - 52) 


上 式 左 边 是 上 半 平 面 S* f RAAE, A AE FORO 57 解析 函数 的 边 值 ,因此 可 解析 延 
拓 到 全 平面 ,从 而 是 一 常数 矢量 , 且 等 于 无 穷 远 处 的 值 4" 。 又 因 G, (ee) 一 0, 所 以 有 


ENERE LAO 881—0 


Г 
Ж 
性 
理 
论 


A, Fy (zi) +A, Gi (х1) Ар Fr (z) = Ат Fy (z) ~A1 Gy (z) — Ar Е; (z,) = A” 
А° = A, Е Ар F% =A, F%—A, FF = 10А: FT AL РТ) — (А: FF +A, Fr?)] 
| (7—53) 
故 4” 为 纯 虚 数 。 按 式 (6 -48) 引 人 符号 
ҮЛ =—iB,A2, Y“ =iB,A;', Y, =iA,B>, Y, =—iA, В; 
R=Y)+Yj =— iB, AŤ +iB, Aj, R=—iB, Aj +iB, AP 
Ш >< 21 Є 1, 时 ,有 
АФ. (21) = Фүл(\х)— Oy 1a) = 
{Bi [F; (z) TG (2) +B, [Fi G TG í (zO]J — (7-55) 
[By Fr (21) + By Fy (x1) J 
利用 式 (7- 53), 式 (7-55) 可 写成 


АФ, (21) 一 Фү. (xı) — Фү, Cz) = 
МВА; I Fi (z) —RAy Fy (21) — (Үт УТОА” + (7-56) 
(үт! YTA: Gi (z) + WP — YT) Ay Gr (x) ] 


(7—54) 


引入 新 的 矢量 函数 


б) A, F, (2) +R Yr ҮП) A; Gila), z € S* 
һ\=) = — — _ _ 
ЕКА: Fy (2) + R (Үг —-YPDA® — Е (YT + YT )A Gi (2), z € S 


(7 - 57) 
则 Cz) 是 全 平面 解析 的 函数 ,在 无 穷 远 处 等 于 h(oo)。 由 上 式 推出 
Е; (2) = AT [hC Е (ҮТ Yr) А; Gi (zx1)] (7 58) 
Fi (2) = ATR Rk) — Е (Үт —Үт)А” +R (Үт +YT)A Gi (x1) ] 
Мал E L,R - 56) 和 (7-57), 又 有 
АФ, (21) = iR[h: (ху) — h` (х,у) ] (7-59) 


mA т, 对 工时 ,有 AG. (х1) 一 0。 由 式 (7-57) MORAL ES Ae) 是 zx 平 面 上 的 解析 函数 。 
LARC - 49), D: (zi) 在 整个 ту 一 0 上 连续 ,所 以 有 АФ, 1 (х1) = 0 ,或 


R(t (х,)— 8 Ca) = 0, — co < z, < оо (7—60) 
式 中 RE R 的 第 4 行 。 上 式 的 解 为 
R, hlz) = Е, h° , h> = Воо) (7 - 61) 


在 界面 上 ,广义 位 移 沿 z, 的 导数 可 以 表示 为 U... (z) ) , MA 


Ura = А: Fi (z) HA, Fy (zi) +A,G; (21) +A, Gy (z,) = 
В (21) + RORR (21) +R (YT HYPA: G, (х,у) + 


(7-62) 
ЕК'(Үт БҮТ) Ar G t zi) 一 4 
А? = Е (ү +YP)" 
7.3.2 {Ж Riemann- Hilbert 问题 及 其 解 
在 夹杂 表面 ,由 式 (7 — 495881 
Ura = w(x, )ig — E (21), wlx) = wrs r 一 1, 2, wees Ns Ti Є L,» 
(7 - 63) 


i = [0, 1, 00]?, i = [0, 0, 0, 117 
RP E, (z, ) Ж E, (z) ERE A FE POR 83. BERT -62) 可 化 为 
ht (zi) +R Rh (ху) = №), ху € L 
N(x.) = AF Holz ip — E, (rig R? WP HYT)A Су (2) 一 (7-64) 
К (YT 十 Yi Ay Gr (zi) 
上 式 是 一 个 矢量 Riemann - Hilbert 问题 ,形式 上 和 式 (6 - 57) 相 同 。 和 式 (7 - 64) 相 应 


的 
齐 次 方程 的 基本 解 仍 如 式 (6 - 63) 所 示 。 非 齐 次 方程 式 (7 - 64) 的 解 的 形式 仍 为 式 (6 — 66) ,但 
BANG ORAR PRERA A? + (ж — E, (z; )i, BRC — 64) 的 解 为 


a Осо) [ _ RNG) _ 
Qh(z) = Q(z)C(z) + S |, Оа) а)" 
| | " 1 z— b, Vis: (7-65) 
(ж) = (YP), YP (ш) = 
Q(z о SZ ° H V(z— ar) (z —b,) =a) 


CP (z) = CP з" + CIP, z + e FCP z + С? 
积 出 积分 项 ,再 利用 了 公式 AAT +A, A! = 0, 便 得 


jz = Q < ттге > (@'[A2 + wi: Е ЁЛУ OZ) + Q(z)C(2)) 


4 _ | 
Zl(z) = 211 (= (ЛҮ (z) YO Ce) — 
j= 


之 一 之 oj Z Zo; 


AFL 十 (7-66) 


2 CY Cz) фу (z) 一 = + - r> AT Iq | 
KHL = (8;), (5s) 是 只 有 i ==j 的 一 个 不 为 零 的 单元 素 对 角 阵 。 在 上 式 的 积分 过 程 中 出 现 
的 一 些 多 项 式 已 经 和 式 (7 -65) 中 的 多 项 式 合并 。 

设 无 穷 远 处 给 定 g = Ге, єў u, е5 uy ,一 EE?Y]。 注 意 到 在 裂纹 面 上 有 (x1) = 
ho (21) 和 有 (oo) = F` (co), 利用 式 (7 -62) 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 , 可 得 


(оо) = [єїї, єй tw”, єт; twe., — Ер | = e° = ht (co) + ROR (co) — А? 
(7—67) 


_ 1 
ке -af 


条 (E + AP) 


ET 


кака 80 


又 由 公式 (7 -61) ,得 到 电场 分 布 为 


E (2) = Ri (Coie 一 er ) + [ZG) + 2Q(2)C(z)]} R =R, a( 1 a 
Ru 1 + e 


7.3.3 男 一 种 解法 
把 式 (7 - 55) 改 写成 


АФ. (21) = iR[A; Е; (х1) —R 1 RA, Fy (zi) – ВСУ YA] 


_ — — _ (7-69) 
| В GI (2) +B: Gr (x,)] 
引信 新 的 矢量 函数 
A, Fi (z), z€ ST 
hlz) = 一 — — (7-70) 
R` RA Fi (2) HR (Үт —Yr AN, z€ 57 


ДЇ h(z) 是 全 平面 解析 的 函数 ,在 无 穷 远 处 等 于 h(co)。 由 上 式 推 出 

Е; (2) = ATh(z), Fu (z) = APR'R[A(z) – В (ү 一 Yi)4“] (7-71) 
Xn EL 时 ,又 有 

AG. (х1) = iRCh* (21) —h (Cr)]+[LBIGI (z) + By Gi Cri)] (7-72) 


而 当 z, € L.A A@.,(z,) = 0. 95007-70) 知 , 除 在 L 上 外 ,h(xz) 是 x 平面 上 的 解析 函数 ,又 
由 式 (84) 知 ， D, (x1) 在 整个 21 一 0 上 连续 ,所 以 有 АФ,,1 (21) = 0 ,或 


ік, [и (21) —h (x) | 一 一 [Br G: (xi) +B. G1 (х1)], Oo < 21 < оо 


(7-73) 
R, = ГК ’ Ru» К.з, Ral, Bu = [Bas Biz» Baz» Bu | 
AP RE ЕҢ 447, Bu 是 Bi 的 第 4 行 。 上 式 的 解 为 
R,h(z) = >|, [BuG (ба) + By Gi D lar 4 R,h(co) (7-74) 
Tı 


类 似 地 有 
U, aC) = Ay Fy (z) КА: Fy (zi) +A, G; (zi) HA; Gi) = 
h* (zi) TR Rh (21) АС HA: Gi (х) +A; Gi (а) (7-75) 
А? = R (YT Yr A” 
在 夹杂 表面 ,由 式 (7 - 49 41 
Uia = o(zi)b — E, (zi) y wT) = ш, т = 1, 2, е, n, m € L, 
і, =[0,1,00]1, ё = [0, 0, 0, 1] 


(7 — 76) 


ht (zi) + RRh- (ху) = 
AY + аб. di, — E (х1), —A,G, (2x) 一 A Gi (zi), = € L 


上 式 是 一 个 矢量 方程 ,形式 和 式 (6 - 57) 相 同 。 非 齐 次 方程 式 (7 - 77) 的 解 仍 为 式 (6 - 66) ,只 
需 把 那里 的 被 积 函 数 Аг + оС din —E, (ж 换 为 


А? + w(x) i, — Е,(х)й — Ar Gy (zi) — Ат Gy Cy) 
其 余 的 讨论 完全 类 似 于 那里 的 情形 。 
7.3.4 无 振荡 解 
=“к=ү!+Үт 一 及 为 实 矩阵 时 ,无 振 跨 解 . 利 用 关系 式 (4-36) PY 一 MT +1М 15, 
和 М, S 是 实 阵 , 便 可 推出 
Y +Y = M7 + iM} S, М-М, = 2M7! =— iA," Ay’, М, = 2iA, AT 
从 而 式 (7 - 64) 化 为 


ht Cz) +h Cz) = AY + wl diz — Е, C21) ha — 2R MT ГА; G: Cx) +A, Gi (х,)] 


(7-77) 


| (7-78) 
此 时 的 解 无 振荡 。 式 (7 - 78) 的 解 可 由 式 (7 — 66) ~ (7 -68) 得 到 
h) = (ar +a, is — Е, (x)ig ] T Ze) OC (z) 
(9—1 Ууу‘ 
Zz) = -i (2 (2; Yo (z) +Y (z) 一 жатта 十 (7 -79) 
z — Ro; o; 
(0—1 /— Ci) — 
i( «(Уз (2) | yo (gy _1_ je AT LT 
Z — Zo; Z — Zo; 


且 QCz) = (YP (2)) = Y, GI, YP (е) = Y, (z) = JI -a ври 
a jal 
Е, (х) = (Ri/Ru){(w,is =°) + 2[Z(z) + Yo (2) C" (2) J} (7 — 80) 
下 面 较为 详细 地 讨论 单个 线性 夹杂 的 情况 。 对 于 无 穷 远 处 e = 0 的 位 于 zi Е Са, 
a) 的 单个 线性 夹杂 ， 
Q(z) = Y, (z)I, Yolz) = (22 —a2) 12, C(z) =Qzt+Q, A” = А (7-81) 
以 此 代入 式 (7 -80) 和 (7- 79) 并 记 o, = w, 便 得 


Е, (х) = (Ri /Ra) (wig + 2[Z(z) 十 Yo(z)CCz)]) 
C, z + G, 


2? — а? 


1. 
h(z) = (1— W) [zæ 1 + on | (7 - 82) 
W, = 0, Wa =R,,/ Ru, i=1,2,3,a=1, 2, 3,4 


34 z — OO 时 ,h(z) — hlo) = А” /2, 从 而 由 上 式 导 出 С, =— оі, /2„% 38 Co > [2] 由 下 列 刚性 夹 


EE 


awas 


杂 上 的 力学 平衡 条 件 和 电场 无 旋 条 件 得 到 
[дела =0, | дф, С — zodz: =0 (7-83) 
进一步 设 无 穷 远 处 无 外 加 荷载 , 即 e= = 9, 求解 上 式 便 得 


88, Ry (1 —W) + 
С, 一 0, == ea Nag AA 2 pe — | 1ATTT. _ 
° o =— RaRa RaRa) СУ 0 9 К А (7-80 


”在 除 裂纹 外 的 z, 轴 上 的 面 力 五 (zi) 为 


Ze Cx) = 2К°е[В{ F(xi у] = 2Im[Y ү! h(x )] 


hlz) = (I—W) |202) -+[— =), | 


Zo; ta __ _ i Zo, ta 
мМ — aZ(a) = L ( -1)R 1AT La 一 ( ate ahe Ty 
i 2 V2a Zo —a 120 2 /2a Zoj — а 4 
І ——— wz ‚ _ l wa , _ _1 . 
2 Xl a улт 12 2 Фа РАДЕ 
(7 - 85) 


所 以 z, 一 a 处 的 应 力 强 度 因 子 为 
JX, — agl) = 2 Vr — alm[iB í Ат h(x)] = 2 fx, —aRelB, AT В(21)] = 


; 十 aa . 
ев, АТС — w|- + (0 а -1 rarna) + roi |) 


K= lim wW2rGCzl — а) Z; (zi) = (7—86) 


2 到 Re|Bi АТ (1 — М) |- m[( J 2074 + 一 1 уктаты) зей, || 
为 了 研究 刚性 夹杂 附近 位 错 的 稳定 性 ,需要 讨论 作用 在 位 错 上 的 镜像 力 , 单 位 长 度 上 的 镜 
像 力 等 于 相互 作用 能 的 负 梯 度 , 即 
F. = bE, (zo ) = 2b'Im[YT ВО») 1, Е, == ЬУ Cx) 一 2b" Rel Bi Р YA RC жь} 1 
(7 -87) 
对 均匀 介质 ,有 4 =A, =A, B, = B, = В, ү = үр =Y! =—iBA?, В = ҮБҮ = 
R.J R =Y +Y = 2M", 2R1M = І, ВСА" = iA, 
7.3.5 共 线 刚性 传导 (或 导 通 ) 夹 杂 
对 于 共 线 刚性 传导 夹杂 和 奇 点 载荷 的 相互 作用 ,讨论 和 上 面相 仿 ,只 是 边界 条 件 需 改 为 


и = was En = En = 0, z: € Le 
Dy = Dp = ),, — ce < z, < co 


由 于 在 世上 En 一 En 一 0, 所 以 在 式 (7-63) PE, = 0, AMAC -63) 中 的 NC) 化 为 


(7 一 88) 


ht (21) FYIYh (21) = N(z,), z, € L 
N(x) = Ат + оС), — R! (YT' +Y? JAY G: (х) — R! (Үт! +Y7) Ат Gr (21) 
(7 — 89) 


问题 的 解 为 


h(z) = a(t iaar +e) + QTZ(z) + Q(z2)C(z)] (7-90) 


7.3.6 含 单 个 刚性 夹杂 的 均匀 材料 的 数字 例题 


本 节 讨 论 含 单个 刚性 夹杂 的 均匀 材料 PZT -4, 刚 性 夹杂 位 于 (一 a, a), 广 义 压 电 位 错 b 
和 zz! 轴 成 45*"。 材 料 常数 取 见 5. 3. 6 节 的 数字 例题 ,但 要 注意 ,本 节 的 zs ，zs 轴 是 那里 的 x, , 
xo Hh. 7-4, 7-5,@7—6 分别 表 示 位 错 (6 0, 0, 0). (0, bs, 0,0) 和 电位 错 (0, 0, 0, 
by ) 沿 径 向 7 变化 时 ,刚性 夹杂 端 部 广义 应 力 强 度 因子 K, 的 变化 。 传 导 夹 杂 的 Кү 和 Ky 与 非 
传导 夹杂 的 一 致 。 


40 —— K (Ef F) 

45° 20 一 一 Ki( 非 传导 ) 

30 —*- Ko( 非 传导 ) 
15 K (fE FIER) 


一 上 一 大 |( 非 传导 ) | 
— Ki( 非 传导 ) 
—*— Ko( 非 传导 ) 
K (GE FRAR) 


OF a ee р р о и о 0 
10 —5 
0 1 2 3 4 rla 0 1 2 3 4 ra 
图 7-4 СЬ, 0, 0, 0) 沿 径 向 r/a 变化 时 ， 图 7-5 位 错 (0, &, 0，0) 沿 径 向 r/a 变化 时 ， 
应 力 强 度 因子 K, 的 变化 应 力 强度 因子 К, 的 变化 
4 
-K (ЗЕ) 
—— K (GE) 
3 —*- K, GEES) 
下 -Ki( 传 导 夹 杂 ) 


КЬ.) 


0 1 2 3 4 ma 


97-6 电位 错 (0, 0, 0, 6b) 沿 径 向 r/a 变化 时 ， 
应 力 强度 因子 K; 的 变化 


аан ата 1—0 


电 | 
ж 
理 
论 


7.4 椭圆 夹杂 与 奇 点 载荷 的 相互 作用 


7.4.1 奇 点 载荷 位 于 椭圆 夹杂 外 部 


图 7-7 表示 一 无 限 基体 匡 , 占 据 区 域 S ,其 
中 有 一 长 短 轴 分 别 为 2a 和 2Ь 的 椭圆 形 夹杂 工 , 占 
据 区 域 S1 ,坐标 原点 取 在 夹杂 中 心 , 直 角 坐 标 为 
(х, 22) REIRA C, 0) ;在 zo (хои Біло) 处 作用 
FAAR, p) (Т - 7), Huang 和 Kuang? 
详细 研究 了 这 一 问题 .两 者 界面 设 为 理想 界面 , 记 
为 工 , 其 上 的 边界 条 件 为 


U! =01, Ф =@!,x€ L (7-91) 图 7-7 椭圆 夹杂 


解 本 问题 时 取 用 第 二 种 沿边 界 的 运行 方式 或 第 二 种 边界 自然 坐标 ,天 为 基体 边界 的 外 法 线 ,由 
基体 指向 夹杂 。 切 线 s 的 方向 相对 于 基体 按 顺 时 针 方 向 ,沿边 界 运行 时 基体 保持 在 右边 ( 取 用 
公式 (4 -26b),(4 一 27b) 等 ,这 样 可 直接 引用 文献 0 中 的 公式 )。 按 1. 5.4 节 ,把 z; 平面 上 椭 
圆 夹杂 的 内 部 变换 到 5 平面 上 的 圆 环 域 : oo = p; <1, 3F4 МОЕ 


z = c; $i + d, S, с; = (a—ipjb)/2, d; = (a + ipjb) /2 
po 一 | Vm; |, б) = туту, m; = d,/c; = (a+ ipjb) /la — ipb) 


Abas AE RAS. ES I MERER. AE BT T 3 AR A пг E 
BEART” SERRE SK 按 文献 L[8，100], 寻 找 下 列 形式 的 解 


(7-92) 


ur = 1 (А! (Inco —6229"1+ 21а Уа (1161) — 20) + 
= 
(7 — 93) 


1 1 _ 
=] А! ((С1) %) 
кш PBA sl) Va] 


Фо 


4 
{л — U; = Lim УЛА аса — 0096] Im > (FA fh ›һ,) (7-94) 
х {л т € 


EARP UL. qp gd，gs， 且 为 待定 的 常数 矢量 ，(F(z > = diagLf(z;)] 和 


д1 = ВІТЬ БАр, fh = (GF)? + (mj PI)? 
х1 = za + u! Жуз = с161 +41061) (7 – 95) 


YR = Ут + n Yi = Cj 161 +d} (ç) 
(7-93) HAGE Е П SE ЭЗ [B] BF BO АГНЕ, 85 — i RJ Ж HE HA TL B5 
16 个 像 奇异 载荷 的 解 , 像 奇异 载荷 位 于 (C54) H | (58) <1) .同样 , 式 (7-94) 中 的 第 一 项 
可 看 成 夹杂 | 中 的 16 个 像 奇 异 载荷 的 解 , 像 奇异 载荷 位 于 (> 各， 和)。 式 (7-93) 中 的 第 三 项 
和 式 (7 - 94) 中 的 第 二 项 的 无 穷 级 数 用 来 满足 界面 上 的 连续 性 条 件 .注意 到 


z] — y} = c] GF — SL) + dI [GS] ) — (63) 11 = cJ (67 — So) CL rh GFT 


ті = т} (61 7 


利用 上 式 和 Im(F) =— mF) 后 , 则 在 椭圆 边界 上 5, = z = e*, 式 (7 - 93) 和 (7 - 94) 分 别 取 值 


ut = LIm|— A" абе» — 81) q! + УЛ” EAT q's + 
。 | 全 (7-96) 
— e A Í 

2) 8 в: | 

4 
U! —U¿ = Limf > ГА! (In cf >q) — InCe* — 61) A! Get 

=1 
i (7—97) 


АТ (In(1— hg] У) Lewa! h, + AT (7091) 
8—1 


在 式 (7-93) 和 (7 -96) 中 ,把 AT RR ВІ GB) Ф 的 表达 式 , 在 式 (7 -94) 和 (7 - 97) 
中 ,把 4I 换 成 吾 I ul RM ФІ 后 便 得 到 Ф! 的 表达 式 , 如 和 式 (7 -93) 和 (7 - 94) 对 应 的 是 
Ф! = —Im[B! (Inco? —$4)>q"] + 21m D) {BI In[L G7) 7 — 1 yq”) + 
Ё=1 
1 rl _ 
Lim [вов] (7-98) 


s=1 


оо 


Фі ФІ = 11 m Ув йа) 一 站 ?9 全 十 二 Im 3) (3 +B! (fA hs) 


z! 3 一 1 


把 这 些 表达 式 代 人 界面 连续 性 条 件 (7 -91) ,并 计 及 ln(1 一 z) 一 一 > (za/ , 便 得 求解 待定 卫 
数 的 下 列 方程 


4 
Ul =— LIm{A' (n fy), @1 =~ TIm(B! (In ¢} yq), а = dja, (7-99a) 
x 8=1 


А14, +A! 9, = A'g!, B"q’,+B! q; = B" Iq" (7 - 99b) 
__ _ 4 
Allg, +A! h, = A! [С ) yh, — У (60299, | 
m (7 — 99c) 
B! g, +B" h, = В! | ((m})* hy — 27 (rh)? ] 
В=1 
由 式 (7 -99b) 还 可 推出 
Ввід = (Yr БҮ): —Y1) Bg! Blq,= (Үр +Y1) (Ya +Y!) Big? 


(7 — 100) 
AF Y, 由 式 (6 - 9) 3828, BJ Y, = iA,B;' , 
7.4.2 奇 点 载荷 位 于 椭圆 夹杂 内 部 
当 奇 点 载荷 位 于 椭圆 夹杂 内 部 时 ,可 取 下 列 形 式 的 解 
U! лагат (10661 —62))4"1+ 21а Уа! (а) — (б) q's} + 


p=1 


ER 


LT 5 - 
ym 5) 2496700 | (7~101) 
U! —U} = —Im[A! Ince} — 041 J + 21m УЛСА! Une! —94)) Capea + 
8=1 
—Im У (LAr ув ) (7 -102 
x — Š 六 2 
式 中 


q = B7b+A7p, a= 1,1 
zü = za +u] za = субу +d} (51), Fh = Sa Tu Tie = c] (S¿) +a} SZ 
(7 ~ 103) 

当 zo 在 椭圆 内 部 时 ,需要 从 zo 经 过 基体 到 oo 作 一 害 线 , 式 (7 - 101) AIC? ~ 102) 第 一 
值 在 割 线 的 两 岸 有 间断 。 

式 (7 -101) 第 二 项 可 以 看 成 基体 I 的 16 个 像 奇异 载荷 的 解 , 像 奇异 载荷 的 作用 点 位 于 
б, Н. | Sop << 1] ЁЁ, C7 - 102) 中 的 第 二 项 可 以 看 成 夹杂 了 中 的 16 个 像 奇 异 载荷 的 解 , 像 
奇异 载荷 的 作用 点 位 于 (yy 各 > Ут). 

在 式 (7 -101) 中 ,把 A! 换 成 BI 后 便 得 到 ©" 的 表达 式 , 在 式 (7 -102) 中 ,把 A1 换 成 BT、 
把 U4 换 成 Фа 后 , 便 得 到 1 的 表达 式 。 

把 解 代入 边界 条 件 式 (7 - 91) ,得 


4 
U! 一 一 过 Im SILA! {Ine} ›4' + In(—$,,) (Al I q! —А*% 1,4" )] 
m (7 – 104a) 
Фф. 一 一 二 Im })ЁВ! (Ine) 06 + In Sh) (B! Ьа! — BIg") ] 
B=1 
Ug’, +A! а, = А Ig! +2Re(A' 1,4! — А41") (7 - 104b) 
Big’, +B! т; = B! q" + 2Re(B" 1,41 — B'I, q") 
Е _ 4 
A™g, +A! h = A! [Оо — h) — У) CBR?) (q; 1,4!) | 
B=1 
(7 – 104с) 


В! g, +B! h, = B! | (Сп) (00909! — AD) 095—141) | 
В=1 
тё = m] (Gos Вр = т} Soy 
7.43 奇 点 载荷 位 于 椭圆 夹杂 边界 上 
当 奇 点 载荷 位 于 椭圆 夹杂 边界 上 时 , 式 (7 -93) 和 (7 -94) 分 别 化 为 


U! 一 二 Imr4a (In(g? — eh )>q! ] + 六 Imt4a (661) — e yq) + 
T 


e, (7-105) 
i l vel уз 
кш УА (gl) es | 


01—041 = —-Im[AA! (26 — z}))g']+ Im E FATSA) (7-106) 


式 中 
4 — — — — 
4 = Dg= (В!) (үр +Y) (Y, —Y,) B! q! 
B=1 


4 
а = У$)4›= (Ві) YI 十 Zr (ЕТ Y") B! q! (7 - 107) 
B=1 
Zo = Zo Fixe = acos фо + ibsin фо 


由 式 (7 -101) 和 (7 -102) 可 以 得 到 相同 的 结果 。 在 式 (7 -105) 中 ,把 АІ ВІ 后 便 得 
到 Ф! 的 表达 式 , 在 式 和 (7 – 106) +, А! #8 BT .把 wi 换 成 Фу 后 , 便 得 到 Ф! 的 表达 式 。 


7.4.4 位 错 和 椭圆 夹杂 相互 作用 的 力 


按 Eshelby 理论 ,物质 力 定义 为 总 机 械 能 和 电能 之 和 U 对 缺陷 位 置 的 负 梯 度 , 本 节 稍 微 改 变 为 
AREAS H° 对 缺陷 位 置 的 负 梯 度 ,这 对 线 弹 性 介质 是 可 以 的 。 当 不 存在 电能 和 机 械 载荷 时 ,系统 的 
总 电 始 等 于 把 位 错 从 无 穷 远 处 移 到 目前 位 错 作用 点 zo Ga tizo) 所 作 的 机 械 功 和 电 功 之 和 , 即 


н = tl" (bos + Dz) day, 8 — 0 (7 — 108) 
2 Zo td 


1) 位 错位 于 基体 内 
当 位 错位 于 基体 内 时 , 式 (7- 108) 可 以 写成 


1 а =a, 
е __ т J J 
Ht = yb. @' 19, 4059.89 
zl =a, 1 А; m! -1 
I ” =] B! In =} "+B (1 1 一 ј | mn _ (7 09) 
da т m| °з, /4 "( ster) 1 


ы n ` 1 —8 
2B (m rer) a alse (61) Уе: || 
除去 位 错 自 身 引 起 的 能 量 的 奇异 性 部 分 ,得 到 位 错 和 介质 相互 作用 的 作用 能 为 
т ml ` 1 — 
Ні = 去 . Im{ Ba (б-т J)at- >) Bt (mü - 2 т) 


> a (С: Эв: || 


8 一 1 


(7 - 110) 


2) 位 错位 于 夹杂 内 


当 位 错位 于 夹杂 内 时 ,有 
с — 1 Л z} = А, 1 1 zo _ 
Н 一 >b . Ф elt + 96" Ф “43, 9 Zo; = 24, 
oy 74; zo; 1 — 1 
Фф? = LIm| В! Чала! — B! (n 8,091 一 +B! CfA yb, — 
20; zoj 18; т 8=1 


4 
X> BI(ln(x — 98) (qs— 541) — 
B=1 


4 
У) 65) ВЧ Bq! —B!pq') | (7-11 
8=1 


БЫШЫ ТООН К ШЫ 


Ferry 


除去 在 位 错 自身 能 量 的 奇异 性 部 分 ,得 到 位 错 和 介质 相互 作用 的 作用 能 为 


T ° 4 
He 一 和 Im| 一 > lpg: (fd)h, — 5 B! «абе — yh)? Cg 一 һа! ) + 
an 1 8 81 
4 
—cl — RI Z I I _ pil I 
Dy Inc 64) (— B! q+ B! Iq! —B"I,q J (1-112 
沿 s 方 向 作用 在 单位 长 度 位 错 上 的 力 为 
F =—ӘН„/ Os (7 - 113) 
7.4.5 算 例 


基体 为 材料 PZT - 5H, 夹 杂 为 环 氧 树脂 。 讨 论 两 种 位 错 情 况 ,情况 @ :只 有 机 械 位 错 访 ， 
即 b/2b = (1, 0,0, 0) ;情况 @: RAEM Ь,, Вр b/2b = (0, 0, 0, 10°) 。 通 常 的 文献 中 给 出 
的 材料 常数 是 在 晶体 坐标 系 中 测量 的 , 即 取 zs 轴 为 极 化 轴 , 测 得 的 材料 常数 为 


СД = 126, СД = 117, CL = 35.3, Ch = 55, СД = 53(GPa) 
el =— 6.5, eh = 23.3, eh = 17. О(С/т?) 


i 15.1X10°,e4 = 13.0 X 10°°(C?/N • ш?) 


Ell 


夹杂 为 环 氧 树脂 ,为 了 组 成 式 (5 -15) 时 出 现 重 根 ,材料 常数 人 为 地 作 了 些许 变动 , 取 为 


Ch = 6. 43, Ci = 6. 429, Ch = 1. 07, ch = 4, 29, Ch = 4. 289( GPa) 
el = ed, = eb = 0(C/m°) . el = 5. 0 x 10 ° Ek = 5.001 X 10° (C/N Ы m’) 


由 于 本 节 中 前 面 的 讨论 是 取 z, 轴 为 极 化 方向 的 ,计算 时 要 注意 这 点 。 

图 7-8 和 7-9 分 别 表示 环 氧 树脂 椭圆 夹杂 情况 下 的 位 错 情况 中 和 外 下 的 作用 在 位 错 上 
的 力 的 等 高 线 ; 图 7-10 和 7-11 分 别 表示 刚性 椭圆 夹杂 情况 下 的 位 错 情况 种 的 作用 在 
位 错 上 的 力 的 等 高 线 ; 椭 圆 孔 的 情况 比较 接近 环 氧 树脂 椭圆 夹杂 的 情况 。 图 中 取 量 纲 一 坐标 
21/26, 12/2; Е. 为 单位 长 度 位 错 上 的 量 纲 一 滑 移 力 ,F; 为 量 纲 一 攀 移 力 , 取 


图 7-8 PZT -5H/ 环 氧 树脂 夹杂 在 b/25 = (1, 0, 0, 0) 作用 下 
(a) 量 纲 一 滑 移 力 F MSHS: Cb) EA- EEN F 的 等 高 线 


5 5 rm т 
| —0.0001 | | 


7-9 PZT -5H/ 环 氧 树 脂 夹杂 在 Ь/2Ь = (0, 0, 0, 10°) 作用 下 
(a) В ЖИЛЕ, 的 等 高 线 ;(b》 量 纲 一 攀 移 力 F 的 等 高 线 


хү2Ь 


(а) 
К 7-10 PZT -5H/MIMESARE b/26 = (1, 0, 0, 0) 
(a) 量 纲 - 一 滑 移 力 F, 的 等 高 线 ; (b) Вил Fz 的 等 高 线 


5 
т\/2Ь 


(а) 
7-11 PZT-5H/ 刚 性 夹杂 在 Ь/2Ь = (0, 0, 0, 10°) 
(а) В ЖЕЛЕ 的 等 高 线 ; b) 量 纲 一 攀 移 力 F; 的 等 高 线 


EE 全 


1 OH ы __ 4x OH in x 10°, F, —— 4л ӘН, 


9 
а Әх Lim ox, 11" Әх; x 10 


Q 一 21 x 10°m, m = 1 m, L. 一 一 21В?, 


讨论 椭圆 夹杂 和 奇 点 载荷 相互 作用 的 论文 很 多 ,如 文献 [101] 一 [104] 。 


7.5 JE š K HE bJ Шш {ЕД {1969761051 


7.5.1 HAERA BJ SL s НЗ А-НУ 


EMEC OY REM RITE T RAR I ЖЕТ RoR aE КЕ Ж АЖ E 
义 。 设 无 限 电介质 中 在 z 点 作用 有 垂直 于 平面 的 线 密度 为 (一 q.) 的 直线 分 布 的 负电 荷 , 即 作 
用 广义 集中 载荷 — qii, i, = (0, 0, 0, 1] ,其 解 可 由 式 (7 - 2) 得 到 


U, 一 一 Кеа ьс — 2) ATqisl, Ф 一 一 二 Re[B(ln(x — 20) ATG і, ] 
(7 - 114a) 
又 设 在 z 点 作用 有 垂直 于 平面 的 线 密度 为 (十 9.) 的 直线 分 布 的 正 电荷 q. i ,其 解 为 


U, = 2 КеГА аб, — 2x2, A Gig], Ф = + Re[ Bi In(z, — mj ATG і, ] 
(7 - 114b) 


zı — zo = d (cos 0 + isin 6) > 0, zı; — жу; = 4(с050 + usin 0) 一 0 
lim gd = p. 


q >, d0 


式 中 р, 为 电 偶 极 矩 矢量 ,4 一 |d| 为 正 . 负 电荷 间 的 距离 ,方向 由 负电 荷 指 向 正 电荷 。 利 用 


(7-115) 


` ` Z; — Zi; 
lim [Losln(z — zy) —q.]n (z, —2%;)] = lim д 2—5 
d—0, а,4-=р, 2—+0, 9,4-+р Z; Zo; 


(7-116) 


lim winll d(cos 0+ usin ?) b. cos 0 + u;sin 0 
4-0, ч„4-=›, Z; Zo; т) — zy 


#02007 - 114а) 107 - 114b)， 便 得 存在 电 偶 极 子 时 的 解 U, = U, +U, Ф, = Ф, + @, 为 


U, = Е (= Piesne an], Ф, — ЕДЕ oe sie Ari | 
т 


Zj — Zo; Z; — Zo; 


(7-117) 
相应 地 ,广义 应 力 为 


Z,=@, = lim Е 1 — l Јат, |= 
d—0, gdp nl Z; Zij Z; — Zo; 


Re| 2B (= 0 + psing Јат | 


2 
(z; 一 zoj) 


У, =-o, 一 一 Re| ËB (4 ari | 


(z; 一 zy)? 
(7 - 118) 


7.5.2 均匀 压 电 体 中 的 孤立 电 侦 极 子 和 和 裂纹 的 相互 作用 


设 电 介质 中 有 一 中 心 裂纹 | zi |a, z: = 0, 裂纹 面 自 由 ,在 点 x 有 一 强度 为 如 ,与 су 轴 
成 6 角 的 电 偶 极 子 。 令 U,, ,为 电 偶 极 子 作 用 在 均匀 介质 中 的 解 ,它们 在 裂纹 面 上 产生 的 面 力 
HAC - 118) 中 的 ERU., 加 .为 在 裂纹 面 上 施加 1 —— X, 时 的 均匀 介质 的 解 , 则 同时 存在 
孤立 电 偶 极 子 和 裂纹 的 解 为 


U=U,+U,, @ = @, + @, (7 - 119) 
按 式 (5 - 32) ,在 裂纹 面 上 施加 上 一 一 丈 时 的 均匀 介质 的 解 为 
h.(z) = BF.(z) = Q(z) [с+ zs], окат |. Q(z) = diag[ Xo, (z)] 
(7 - 120) 

式 中 9и ve — а 。 把 式 (7- 118) 代 人 上 式 , 其 中 的 积分 项 可 用 式 (1- 131) 求解 , 即 有 

1 _—*+1 1 _„]_ 1 —— _ 

= Xa — = 005 z | give —а m 
上 式 也 可 如 下 积 出 
1 a —i fa? — xz: —_ 1 PE 
Pil „Хш 20 ‚=. (х= Qm 0 У* 2 0 
再 利用 
f Ма? — z dz 人 = _ l we 一 好 уа ж qx, |. 1 ма? — х! dz = 
— (a S z) Cr S ж) -a Z— z; T — a Z— Zo 21 — 20; | 
5 (ма? z —а Zy) = 
0j 
"(1+ Мен 一 2 — Vz — а? т 
Z — Zo; 
从 而 得 到 
h.(z) = (ceos 0+ p,sin | 2 аси 

2/2 (z — zoj) 

рна n" =u Jara] (7-121) 

(z 一 zoj) (z — zoj) м z — а 


Ze. (21) = 2Reh, (zi) 
应 力 强 度 因子 为 
К= lim „пб — a) [Ez (21) + Ez Ga) ] = lim „ко — a) (ж) = 
a : 1 т. 
p. Мав (сове py sin >| — JE Ja 3 


(7 - 122) 


PECE CATET sss 全 


eee we: 


BR FMT HARI, SA RR ЙЕ ЛЕЙ (o, 
Ө), o< a(Ë 7—12), х, = at o(cos Ө + yp sin O), Ñ 
(7-122) 可 近似 表示 为 


1 1 cos 0 + sin 0 
-Ip изво ) are) 
K an? ova mB (cee ме ja É a 


(7 — 123) 图 7-12 Axa eet 
几何 位 
上 上 述 公式 可 以 应 用 铁 电 体 裂 尖 畴 变 理论 中 去 。 的 几何 位 轩 
图 7-13(a) Ce). 、(b) 分 别 给 出 PZT - SH 中 心 裂纹 的 正 前 方 点 (24， 0)、 正 上 方 点 Ca, а) 


和 45" 斜 前 方 点 (ae 十 a/V/Z ，a 人 WE) 的 孤立 点 偶 极 子 的 偶 极 矩 与 z, 轴 夹 角 在 [0,， 2x] 范 围 内 变化 
时 , 右 裂 尖 的 规范 化 广义 应 力 强度 因子 KK 二 K;/p.a-* 随 偶 极 子 方向 9 的 变化 曲线 。 


Сс) 


图 7-13 АРК ОЛИ aR BK, = K, / 
реа RTH 0 的 关系 


(a) 偶 极 子 位 置 (24a, 0); (b) BEFAR (a 十 a/ 2, a/ (2); (c) 偶 极 子 位 置 (ax，a) 


7.5.3 双 压 电 体 界面 上 的 电 偶 极 子 


设 在 (zom，0) 点 作用 有 人 负电 蓓 一 q., 或 p =— q. і (ха td, 0) 点 作用 有 正 电荷 + q. 或 
P =q i HA іт ad = 。 双 压 电 体 界面 上 奇 点 载荷 的 解 已 在 7.1. 3 节 中 研究 过 ,因此 采 


用 又 加 法 便 可 得 到 电 偶 极 子 的 解 , 按 式 (7 -18) 和 (7 — 24) ,其 解 为 


Шы = 2Re[A, (In(z,; — za — d) — аб, — za) |. V,q, lis 


(7 -124 
@,, = 2Re[ В, (In(z,; — хь — d) —In(z; — ло) )„У„@„ lü, ) 


注意 到 


lm [In(z; — zo —d) — In(z,; — za )q, = Pe 


aed Pe» d+0 Za Lor 


则 式 (7 - 124) 最 终 化 为 


U =— 2p.Re(A, Ç; 1 


ај “ol 


haz OD, = 2p.Re(B. (- Jr (7 - 125) 


aj Tor 


7.5.4 EE AR FF EAS F FY BE FH 


设 无 限 大 板 中 有 一 长 20 hul SY, BART (za, ，0) 点 处 有 一 强度 为 р. 的 电 偶 极 子 。 这 一 
问题 可 用 又 加 法 求解 , 即 解 可 表 成 式 (7 - 119) 的 形式 。 单 独 存在 电 偶 极 子 时 的 解 号 4 仍 由 式 (7 – 
125) 或 (7 - 124) 表 示 。 为 积分 方便 , 取 式 (7 - 124), 从 而 它 在 裂纹 的 位 置 产 生 的 应 力 为 


E (a) = zRe(B, ( 1 1 ) Үл.) = 


2 — Xo — d XZ, — Loi 


24. [ 1 1 = )Re(B,V. dis = = (5 1 1 7 


Xi — za — d £i < i— za — d 21 Xol 
(7 — 126) 


上 式 中 已 利用 了 2Re(B.V.) = 2:/r。 把 上 zi) =a) 施加 到 裂纹 面 上 ,其 解 便 是 O, 。 按 式 
(6 -23) ,由 无 穷 远 处 广义 应 力 为 零 和 广义 位 移 的 单 值 性 条 件 , 推 知 只 需 其 中 的 特 解 部 分 , 即 


= _- 1 t(zi)dx, _ 
Н.е) = BF (2) = aro], Р (21) (x) — z) 
+ 一 ! 
— LP) | LP (zj ( = =” + )ах, Tmi 
2х1 L 1 一 之 1 — Хо Жү — Xo x 


Р(2) = 20 (2), Q(z) = (Yo (z)>, о = Lo” И o” Й a) 9 o“ | 
(7-127) 


式 中 2, 由 式 (7 - 23) 表 示 。 积 出 上 式 , 并 顾及 qed — Pes а 一 0, 便 得 


= H HN-! : 1 1 1 | 
№. Сх) T (I+ H H) одо) pam (ӯ (z) Е — Хо] т Xo) — 2) 
1 1 _ 1 1 alen; 
Y, (zol +d) 2 — Жо] — d Y. (d> 之 一 Хо )а 22:4 


取 一 级 近似 ,上 式 化 为 
h.(z) = (1+ HCM RQ) · 


| 1 1 + 1 1 | 1 + = Маш \\ үз Рр, 
Z—~ Lo. T 


Yo (z) (z — xa)? Ү, (x01) 2 — Хо £o — a’ 


(7 — 128) 


БЕТЕР sssi Ü 


i 


AF H 由 式 (6 - 9) 表示 。 按 式 (6 - 34) 和 上 式 , 结 合 面 上 裂 尖 前 方 应 力 的 主 奇异 项 为 
X, (2) = ht (a) + HO Hh (ху) = (I+ H Hh (Gx) = 


Ol (2а) 2-5 (x, — a) ++ 5 1 1 | 1 十 2 一 Жае, yar 2 Pegi, 


Yo (x01) a — £o a — zo xi, — а? 


(7-129) 
按 式 (6 - 38) 和 上 式 , 裂 兴 右 方 结合 面 上 的 广义 应 力 强度 因子 为 


К 一 [Ky . Кү 9 Кї , Ky |" = lim м 27021 — a) Q(z, 一 a) s; Q X, (21) 一 
zy >a 


Pe wig, 1 1 Xo 21ає; —1 . __ 
Sma (2a) [желиге + r — а? ))a %i = 


@ (Qasa + де) (214) Jami 


Р. [= ! а( 
i T (mwa —a) мї; — а? а 


(7 – 130) 
由 上 式 看 出 , 当 电 偶 极 子 离 右 裂 尖 很 近 , 即 = xx 一 a 一 0 时 , 便 得 


1,20 2% 1070,4, (7-131) 


7.6 JBL 5 Bl # ox BJ 28 (ЕЖ 


7.6.1 求解 方法 


设 无 限 电 介质 中 存在 一 个 椭圆 孔 和 一 个 副 裂 纹 , 受 到 无 穷 远 处 的 广义 应 力作 用 。 令 坐标 
轴 zi 和 z; 分 别 沿 椭圆 孔 的 长 轴 和 短 轴 , 长 为 2c, 的 副 裂 纹 中 点 的 坐标 为 z (x? + iz?) , Al 
x, 轴 的 夹 角 为 7Y; = 9] (а, 0) 的 连 线 长 为 doM =, АЗЕ У aR 7-14). Zhou, Zhao 和 
Kuang0o5 用 连续 分 布 广义 位 错 法 来 解 这 一 问题 。 这 一 方法 的 要 点 是 :中 求解 问题 [ , 即 求解 


МЇ” 


Sttttttttt 
上 


co 


图 7-14 椭圆 筷 和 微 裂 纹 的 几何 位 置 


无 限 电介质 中 存在 一 个 椭圆 筷 受 到 无 穷 远 处 的 广义 应 力作 用 时 的 解 。 名 求解 问题 卫 , 即 求 出 
带 有 椭圆 孔 的 无 限 介质 单独 存在 奇 点 载荷 时 的 解 ,作为 格林 函数 。@@ 把 副 裂 纹 用 未 知 密度 的 
连续 分 布 的 广义 位 错 代替 ,到 用 问题 正中 的 格林 函数 解 ; 这 种 连续 分 布 的 广义 位 错 的 解 , 不 会 
在 椭圆 孔 边 界 上 产生 广义 面 力 ,但 在 裂纹 面 上 产生 面 力 。@ 问 题 工 的 解 已 满足 孔 边 界 的 边界 
FRAP ,但 在 裂纹 面 上 产生 广义 面 力 , 名 把 加 和 外 中 求 得 的 在 裂纹 面 上 的 广义 面 力 委 加 ,使 之 汪 
足 副 裂纹 面 上 的 边界 条 件 , 由 此 来 求 分 布 位 错 的 密度 。 

具体 求解 时 采用 1. 5.4 节 的 变换 方法 ,把 zj 平面 变换 到 9 平面 ,把 z, =; 平面 上 的 椭圆 边 
界 变换 到 9 平面 上 的 单位 圆周 。 变 换 函 数 为 


z; = 0065) = c; S; tdi Sr), S, = (z, + Vz — 4суй,)/2с, 
| | (7 - 132) 
Cj = 2 64 — inb), d; = > Ca T iub) 


7.6.2 带 有 圆 孔 的 无 限 介质 存在 奇 点 载荷 的 解 


现在 来 讨论 问题 [的 解 。 和 4.4 节 的 解法 类 似 , 把 这 一 问题 看 成 下 列 两 个 问题 的 又 加 : 
问题 a: 均 名 介质 中 在 zo (Zo) + izoz) 点 存在 一 奇 点 载荷 ;名 问题 b: 椭 圆 孔 的 边界 上 作用 
分 布 载荷 ;@@ 问 题 a 和 bb 合成 后 满足 原 问题 。 


1) 问题 a 的 解 
我 们 已 研究 过 多 次 ,其 解 为 
0% 一 Rel (1/х)А‹1пб=; — ®;))4] — лаа аб — zo; ))q], а= BTb+A p 
(7 — 133) 
©” = Rel (1/xi) B(In(z, — zy) )g] = 二 ImLB《lnCz — 2,)24] 
利用 关系 
ас, 20;) 一 ln(9; Go) | In{c;[1 — (d;/c;/ S; 60; ) 1} (7 一 134) 
沿 5 平 面 上 的 单位 圆 Г, A 
p? 一 —ImCB(In(o — Sy) +In(c,L1— (dj/c;/o $03) ]) >q) (7 ~ 135) 


和 7.4 节 一 样 ,本 小 节 中 取 用 由 基体 指向 夹杂 , 即 基 体 的 外 法 线 。 用 s 表示 边界 切线 方向 , 沿 $ 
方向 运行 时 式 基 体 保 持 在 右边 (参阅 图 1-10 和 公式 4-26b, 4-27b 等 ,这 主要 为 了 可 直接 引 
用 文献 中 的 公式 )。 按 式 (4 -27b) ,作用 在 椭圆 边界 上 的 面 力 为 1 二 db/ds. 

利用 式 (1 - 53) 的 ds = p(y)dy, @ = a’sin’y + bcos’ g ЖП 


а lio Y: sy 1/1)! ws 
一 >0 = 0 一 人 一 一 = In(— Sy) 一 —[— ) ¢ ky 十 ky) 
Inle — $o;) = In(— So) > п (=) n 0 > п (=) cos ky + isin ky 
а, /с; AIbi _ — 1 (d;/c;\" — Q 
(01-22) |= Inc; з P (= ) In c; 一 > r (cos ky — isin ky) 


наанаа 1—0) 


便 得 
v афр - t а/а, 
p q. AD {в > (10) (270) Jsin ko + 
il ыы) (7 - 136) 
2) 问题 b 的 解 
可 取 


0% = 2Re >)[A(S,”)(ATg, + BTh,, ) ] 
т=1 


~ (7 - 137) 
PÀ = 2Re У)[В‹ ") (A7g,, + BTh,,) | 


m=} 


AE gns h, 为 待定 实 矢 量 , 由 边界 条 件 确定 。 在 单位 圆 下 上 有 
UY = S [сово ЭВ, —sin(mpyh,], Ф = Si Leos(mg) gn — sin(mp) Bn | 


r= dw /ds =—[1/p(p)] 3 1m[sin(mg)g, + созт), (7 ~ 138) 
Ё, = Sh, t+ Mens Bn = 878, —Lhn 
98, М, Ы 2 (4 - 35) 7. ЖН 5, М, І, 28], н ЕКИ Е Н 
h, = L? (Sgn — $„), g, =— M7 (Shn — fn), 
fin = 1708, 878,2), 8, =—-M Ch, + SË.) 
3) 椭圆 孔 内 充满 空气 的 解 


有 关 椭 圆 孔 内 充满 空气 的 解 的 问题 已 在 4. 4. 2 节 中 讨论 过 ,本 节 采 用 那里 所 采用 的 符号 。 
其 解 可 用 复 势 96S) = glo(S) 1 去 求 。 有 下 述 关系 


ф(х, 22) = p) d gle), Ko (o, P= 444 4) 


$5) = glwS)], = = w6) = Stas, c= ate, d= 2—6 (7-139) 
E = (Ej —iE§) =—2@"*(z), PC) = 44 (z) /dz 
问题 的 解 为 
#05) = dale + (d/o 6") (7-140) 
对 于 充满 空气 的 椭圆 孔 ,边界 上 的 电位 移 值 为 
Юр —2eIm чач) T: у та + (d/o")Imay]Jsinmg n 


[m(1 — (4/с)") Кеа, jcos mg} 


4) 问题 的 格林 函数 


问题 a 和 b 在 机 圆 孔 边界 上 产生 的 广义 应 力 与 槛 圆 孔 内 空气 的 解 丢 加 ,使 顶 圆 孔 边 界 上 
的 条 件 得 到 满足 。 为 此 必须 有 


上 一 一 1 十 D 和 天 一 [0,0, 0, 117 (7 142) 
12007 136). (7 -138) 和 (7 - 141245 A (7 – 142), 9749 
Em = Emi + 8m 9» Ên = Êm + ё, 


Em = ла [в((2.) + (Ye 70 i)" Ja | В =— 2e [1 + (d/c)” JIm as, i, 
d, 


ё. = l Re Ë ((&/^ 
тт 


AF gno Èn 都 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 和 边界 面 力 (自由 ) 相 关 , 第 二 部 分 和 边界 电位 移 连 续 相 
关 。 电 介质 内 的 应 力 函 数 可 由 式 (7 -133) 和 (7 – 137) 0118 9] 


Ф = p+ ФФ = — o” + Ф 


(7 - 143) 


2)" -Ey Ja]; m = 2e [1l — (4/с)" JReati, 


Ф = 2Re > [B6 "CAT gm + BTh, )] + —Im[BIn€z, — 2))9] 


m=1 


(7-144) 
D? = 2Re SBI") (A gn + Bh) ] 
m=1 


fest (7-138) 的 第 四 式 和 (7 - 143) 代 人 (7 - 144) 的 第 二 式 , 并 利用 ln(o 一 56;) 等 的 展开 式 和 
Us "O59" /m =~ In 67 ER), |8, Sa |< 1 

便 得 到 

Фо = лава, = 6) q] + + SD} im[ Bin" Sy.) B BE, Ф] (7-145) 
由 式 (7- 139) 和 (7 – 140) ,得 到 孔 边 界 上 的 电势 

gr(o) = 2Reg(o) = 2Re Уа + (ŻY ео mp + if 一 (=) sin mg } 
(7-146) 

比较 上 式 和 (7 - 138) 的 第 一 式 以 及 单 值 性 条 件 ,可 得 


(в), = 2[1+ (d/c)"]Rea,, (Ё), = 2[1—(d/c)"]Imat,, m 221 (7-147) 
把 式 (7 -143) 和 (7 一 147) 代 入 (7 一 138) 中 的 第 三 式 , 可 得 下 述 关系 


211+ (2) +е[1—(@) Jew кеа 271 (2) рево Ima, = C, 


—2e[1— (2) Les. Reas, +{ё[1 十 (4y |: +[1- (£)"] Ima; = Cm 


(7 - 148) 


ENERET ЫЛЫН. ШЫ 


式 中 


Cu = Elsa B (7 + (@,/с" jar] керв (SAL! Z1 jar] | p+ 
0; i 


Oj 


L [sim] B (Her + — в) 一 Re| B eo 1 вт] jə 


0; Soj 
=H] 1+ (4, /с;)" т т (d;/ce;)" — 1 т 
Com = 2 Im| в (ег А |+5 Reļ B с jA ] jz+ 


m (Im[ B — + a )вт 上 srRela — 一 вт] |» 


oj 


(7-149) 


AP Сы, Com fe ERM, Let = (Lat, Lid, Lids Lale RO -148) 的 解 为 
аў, = am/ Bms C, = Cin + iC,, 
an = 5 (Cn Са)" el + ie Lal Su.) — С„(1 HeLa Hie Le'Sy)] (7-150) 
Bm= L1— (d/o) [1 — Ce La)? — CS LG Sau] — 26° [1+ (a/c) LG 

利用 关系 47 十 BTL ST = B 1/2, BTL” = iB? /2, 由 式 (7-143) 和 (7 -144) ,可 推出 


D? 一 2< S)Im{B(S,") Bas, — (d/c)" a5, lis} (7 — 151) 


m=1 


7.63 带 有 和 裂纹 的 无 限 介质 存在 广义 位 错 的 解 
椭圆 的 短 半 轴 退 化 到 零 便 成 为 裂纹 ,此 时 c= 二 4 = с; = а; = а/2. (7 -150) 简 化 为 


_ Lr l \pr 
Im an 一 Com 一 2 mn m(B (а )в b) 


(7 - 152) 
8,=— 4 Ln, Ima, = Com/4e Lu 


式 (7 -151) 简 化 为 


Q? = —4e* У Im[B(S “>B Cilm az i.) ] = 
m=) 
1 之 -m D ‚үл = Com ш; 
гт 22. КЄВЄ, B (Cents) ] =— 2 У ке(в 人 $. ")в ч.) 
(7 - 153) 
上 式 表明 O” MS 无 关 。 式 中 
一 > Coin с" ШШК УЫН 9 асв ")B')b 一 
m= 2La m=1 maLa 
La _ (7 - 154) 
一 j -Im = 
DH (B (ск )а+в (gz) ) 


(La /La [By (ln(1 一 5 ç. , ))q + Bu (In (1 — $; 162 » 4] 


EARR ху = а 处 的 应 力 强度 因子 为 


К(а) = [Ky, Ki, Ку, КГ = 一 v2 im | „М — аф. = Vn/a lim ӘФ/ Ә5; = 
1 ы _ 
па (В (т; )в ")- Sm m(B (2 9, вт Br, в") jp- 
2 Ly 1 ‚үн 
xa Li Im(B(; — Go; )вты, )= 


1 zo 十 a +a \ r Ід} Zog +a . ] 
= (в 1-12 в b) — ив 1 一 /一 一 вг.) 
(7 - 155) 


一 1 
Къ ека), m= І.П. (7-156) 
44 


7.64 椭圆 孔 与 副 裂纹 相互 作用 的 连续 位 错 方 法 


椭圆 孔 与 副 裂 纹 相 互 作 用 可 用 连续 位 错 的 方法 处 理 。 这 一 问题 取 下 述 两 个 问题 的 亚 
加 :四 问题 a: 带 有 了 和 孔 边 自由 的 椭圆 孔 的 无限 压 电 介质 在 无 穷 远 处 承受 均匀 广义 载荷 ; 避 问 
Mb 几何 形 状 和 原 问 题 相同 ,但 副 裂 纹 用 连续 分 布 位 错 代 替 。 由 于 问题 a 和 b 都 满足 椭 
圆 筷 上 的 边界 条 件 , 所 以 琶 加 后 仍 满足 此 边界 条 件 ; 因 此 只 需 使 问题 a 和 b 的 解 要 加 后 满 
足 副 裂纹 面 上 应 力 自由 的 边界 条 件 便 得 到 原 问题 的 解 。 本 问题 取 用 第 二 种 沿边 界 的 运 
行 方式 (图 7-10). 

对 横 观 各 向 同性 体 , 问 题 a 的 解 已 在 4.4 节 作 了 详细 的 讨论 ,对 于 一 般 压 电 体 可 类 似 处 
理 。 设 无 穷 远 处 的 作用 载荷 为 


Er = [ой ой, ой, DP)’, Хғ = Lot, o2, ош, Dr T (7-157) 
BEA ПИ. BY) ЖЫЛУ ДЕ "Н By 88 28 
Ф° = TP > — XT zs (7 158) 
椭圆 孔 中 空气 内 的 电场 可 预先 设 为 待定 的 常 值 E: G = 1, 2), 便 有 
р =— Ел — E; x, D:=eE, Рр = Din; (7 - 159) 


利用 式 (1-53)、(7 -158) 和 (7 - 159) ,在 原 问 题 的 椭圆 孔 的 边界 上 产生 的 广义 面 力 的 负 
值 是 
-X= (5? ny +X No — DSi.) = 

Ë cos (BP ті) +S sin YEP D5 i) C7 180) 
29409 # Er— Di i, Dp узіп ф 57 — Di4 

如 在 椭圆 孔 的 边界 上 施加 一 歹 , 则 这 一 问题 的 解 和 式 (7 -158) 表 示 的 解 之 和 便 构成 带 有 
孔 边 自由 的 椭圆 孔 的 无 限 压 电 介质 在 无 穷 远 处 承受 均匀 广义 载荷 的 解 。 同 时 我 们 注意 到 无 限 
介质 中 只 在 椭圆 孔 的 边界 上 作用 分 布 载荷 时 的 一 般 解 由 式 (7 - 137) 表 示 , 在 椭圆 和 孔 边 界 上 的 


EE 8—0 


值 由 式 (7 -138) 表 示 。 对 比 式 (7 -160)、(7 -159) 和 (7 -138) 可 知 , 本 问题 中 只 在 椭圆 孔 的 边 
界 上 作用 式 (7 -160) 的 载荷 时 ,在 式 (7- 138) 中 有 


g =—a(SP—Dii), £ =—b(EP-—Dii), He g, = b, = 0 


А (7-161) 
(hi), =— aE}, (А, ), 一 bE} 


由 式 (7 - 138) 25 B É hns b, Aen 8, 的 关系 可 推出 只 有 有 hi，, hy 不 为 零 。 式 (7 - 161) 中 
HJ (һу, (hy), 应 当 和 (7 - 138) 的 zi 给 出 的 相同 ,从 而 利用 hao h, Fle. Èn 的 关系 可 推出 
待定 的 椭圆 孔 中 空气 中 的 电位 移 Di ，Di 由 下 式 确 定 


(6 — 2 )0: — aL Su D} = Ыл off — aL ai Sx 0% 
, (7 - 162) 


с 
e 


OLS, Di + (aLa — ZE )D; = bL Sp оў) Бал) of 


根据 上 面 的 讨论 ,问题 a 的 解 Ф пра у 
Ф° = EF x, — E? z, — Re{ BS, )B [a(B?— Di ig) ]— 005г Di i) (7-163) 
ме 88 JB Ly Scat ‚ИШ b = 0,3007 – 163) 和 (7 - 162) 分 别 化 为 - 


D? = EF 2 — EF x, — Rel BS, YB la 27 — Dj L)] 
D; = Li} oF /La 


对 于 问题 b, 微 裂纹 上 任 一 点 z 的 解 可 由 在 z, 的 单个 位 错 的 解 沿 裂纹 积分 得 到 


(7 - 164) 


4 — 
Ф®( = +P (пваа, — G0;))g] ++ У) 1[840а(57'—6))В BI, q] dg, + 
Tn k=1 


一 co 


zef? D mibe, OB [a — (d/o "a Ji) ds (7-165) 


76 m=1 


RP 26 是 微 裂 纹 长 度 , d& 是 微 裂纹 上 的 位 错 微 元 。 设 副 裂 纹 中 点 的 坐标 为 z; (zf + 
pz 人 9 ) ,和 zi 轴 的 夹 角 为 7, 则 副 裂纹 上 任 一 点 的 坐标 为 z; = =}? + ë(cos y + u; sin у) ,位 错 的 
位 置 为 zu =” 十 多 (cosy 十 pwsin7) , Ж ë, 为 在 副 裂 纹 的 中 点 为 零 、 从 一 端点 开始 沿 副 裂 
纹 计算 的 代数 长 度 。 由 式 (4 - 265) 知 ,作用 在 副 型 纹 上 的 面 力 可 由 ӘФ/ OF = OD” / әг+ 
oo” /38 得 到 .利用 关系 


ln(9 — б) = In[ (S; — S; Cz; — zog) ] — Inle; — zo) = 
Inl (6; — бу? бс; б) d, 6 — с бу — d, Sg, D] — In x; — z ) = 
Inf (б) — Sy)? Cc; — dj S, Sy, 1 — In(z; — z) = 
21n(ç, — Sy) + In(c; — 4,657 611) — In(z; — у) 
由 上 式 推出 (重复 指标 ; POR AD 


ln(9) — бу) =— Ine; —d; $, 671) + In(z; — ж) 


oln(s; — Gy )/ Әё = —Əln[ d; (c; /d, 一 9 ç )]/ O& + aln(z; — zo; )/ OE = 
— (Әв, / 90) {[<с,/4,) 66%; —6;]} 十 (2; — zo; 71 (cos У+ шу ѕіп У) = 
— (д5;/ 88) {L (с;/4,) 9390; — S, ]) 1 — 1/0, — Ф) 


则 由 式 (7-163) 和 (7- 165) 知 ,由 裂纹 面 上 广义 应 力 为 零 的 条 件 , 可 以 得 到 


1 % 1 Ы) Eo 
-1] а (BB 2.) + | К, (Е, 5)5d6 + | K,(ë, &)d& =—T® (O 
Tv 一 co & £ с 一 co 
(7-166) 
式 中 
T° (£ = EF cos y— ЕГ siny+Re| B (E) maar- D; i) — ibCET— Dy i) | 
1 0¢;/ d T1 
K: (6, &) = Lim |B (arene и )в | 
1 < 06,/ Æ ) w (7 - 167) 
1 B( i %_ \в- 
т > m| (eS BI, В? | 


ë ƏS,/ Ə 
АШ 


K: (E, &) =— 2e Ув be [а 一 (а/с)"а°, lis | 
m=] 


对 于 绝缘 椭圆 孔 , K, 一 0, 推导 上 式 时 应 用 了 下 述 公 式 


af(e;) _ af dm Әу az 
dé Әх, oE Әл; dE 

Әб; _ Әб; Əz; S; 

ji — j j 一 了 ,Si ) 

Bt de, Be To- a y+ pjsin y 


+ 88 BI FL ey A» 2 PHB К, (8, 名 ) 退 化 为 


_ 1 La Әс,/ OE = / әсә A= a) 
K, = Lim(B (ES[B (=e )B Вы (oe Ba }, )B h 


: Ә 
= (cos y + psin y) st 


(7 - 168) 


(7 - 169) 
SL = &/с,, 1 = &/co MR - 166) 可 以 写成 
-4f Im[ BB? ]b(/’) тва + KG, Dpar + f KU, ра’ =—T® (D 
mJ—i 1—1 —1 —1 
(7-170) 
AP | 7 1 二 1. 围绕 裂纹 闭 围 线 的 广 闵 位 移 单 值 性 条 件 要 求 


| bl yd = 0 (7-171) 
一 1 


因为 bp 具 有 可 积 奇 异性 ,因而 引入 正则 函数 p 
b=b лт? (7 - 172) 


[下 


ик ka — 


这 样 便 把 原 问题 化 为 一 组 奇异 积分 方程 式 (7 – 170) ~ (7 - 172) 。 这 组 奇异 积分 方程 可 用 数值 
方法 求解 。 在 区 间 [ 一 1, 1] 按 下 列 方法 选择 配点 


2i—1 
[= соз Эл, 1, = cos =, = 1, 2, ty h, r =l, 2, +, n—1 (7 — 173) 


从 而 ,对 于 绝缘 孔 (K; = К, 二 0) 和 椭圆 孔 退 化 为 主 裂纹 的 情形 ,奇异 积分 方程 组 化 为 如 下 的 代 
数 方程 组 


5 + Б) {Im[ BB") rot — xK, U1.) т 11) |= T° Q) 

00) = 0 (7-174) 
¿ _ 1 Lin 05/0 E -R 897/a5 A 4. 
К, (В (Es Be би — 1) B, Вы S; (S; би —1) в, | Be ji 


ERAH 4(n 一 1) 十 4 = 4n 个 方程 ,正好 解 4n 个 未 知 量 。 求 出 配置 点 上 的 后 , 它 在 两 个 
端点 的 值 便 是 


А _ 1 зіп (2;:—1)(2п—1)х/4п]|{,, 
60) = > sin[ (2i — 1) 2/47] г 


1 Zh sin[(2i DC /4n] 0179 
етуг 1 sin (21 — 1) (2м — Dxz/4n] + y 
b(— 1) n > sinl (2: — 1)z/4n] bri) 
裂纹 右 尖端 的 广义 应 力 渐 近 解 为 
та) = BBY В, L= LHe, е0) — 0 (7-176) 
由 上 式 推出 副 裂 纹 裂 尖 的 广义 应 力 强度 因子 为 
[K i, Ку, Ky» Kof = lim КО ОТ) =— i /xcQBB" b(1) 
—siny cosy 0 0 
Q= cosy siny 0 0 (7-177) 
7 0 о 1 O 
0 0 0 1 


如 椭圆 孔 退 化 为 主 裂纹 , 则 主 裂纹 裂 尖 的 广义 应 力 强度 因子 可 写成 
LK1i, Ky, Ky; Ky]? = K” +K 
Ko = Vra СЕР Di i), K= [° ак = | panpana = £ Урава? 


(7 — 178) 


式 中 卫 是 一 个 有 界 的 较为 复杂 的 函数 ,此 处 略 去 。 


7.6.5 数值 例题 


本 节 讨 论 的 基体 材料 PZT -4 ,材料 常数 见 5. 3. 6 节 。 

(1) ##у=0, d 一 x 一 2co ,6 一 0 时 ,无 穷 远 处 承受 相同 的 机 械 载 荷 oz 和 不 同 电 载荷 
时 的 情形 。 图 7-15(a) 和 (b) 分 别 表示 主 裂 纹 和 副 裂 纹 右 裂 尖 处 的 就 范 化 应 力 强度 因子 
К/К, KP/KY (KP = naor) Pf a 的 变化 。 


K, 
112{ “Ke 


---- Kp =5.0E-9: K,” 
——К#=1.0Е—8-К® 
—-—К?=—1дЕ—8-Кү” 


0.45 

0.42. 

0.39 

0.36 
— K$=0 

0.334 ----K2=5.0E-9-K,° 
—-— KË=1.0E—8 - K ° 

0304 一 一 К9=—1.0Е—8 : к? 
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图 7-15 
(a) 主 裂纹 右 裂 尖 处 的 就 范 化 应 力 强度 因子 К /KY Mi а 的 变化 ; 
(b) 副 裂 纹 右 裂 尖 处 的 就 范 化 应 力 强度 因子 K/K M a 的 变化 


(2) HR y=0,d=a=2q, b/a 取 不 同 值 时 ,无穷 远 处 承受 相同 的 机 械 载 荷 cf 和 不 同 
电 载 荷 时 的 情形 。 图 7 -16(a) 、(b) 和 (c) 分 别 表 示 不 同 电 载荷 时 副 裂 纹 右 裂 尖 处 的 就 范 化 应 
力 强度 因子 К/К (K = Yrcoo7 ) BË а 的 变化 。 


наанаа 8—9 


Еке Ө 


кк“ 


---- bja=0.1 
—-— b/a=0.01 
Рі", с 
al) 
100 
KOKO 
---- bla=0.1 
—-— b/a=0.01 
DP=1,0 E-8:- oP 
al() 
100 
---- b/a=0.1 
—-— b/a=0.01 
DY'=-1.0 E-8: c> 
al) 
0 20 40 60 80 100 


图 7-16 不 同 电 载荷 时 副 裂 纹 右 裂 尖 处 的 就 范 化 应 力 
强度 因子 KY / K B о 的 变化 


(3) ЙЖу=0, 4 = a = 20o，,b/a 取 不 同 值 时 ,无 穷 远 处 承受 相同 的 机 械 载荷 o> 和 不 同 
电 载 荷 时 的 情形 。 图 7-17(a) 和 (b) 分 别 表示 不 同 b/a 时 椭圆 孔 右 端点 处 的 就 范 化 应 力 csy 
сз BE a 的 变化 


OOF 


Deo-0 
2 
----р®10Е-8 : o” 


1.04 —-—DP=-1.0E-8 : o> 


0.96 


al’) 


— D0 

2 
----р®-10Е-8 - o° 
一 :一 Do--10E-8 : o” 


1.04 bla=0.1 
1.00 
0.96 
0.92 al) 
0 20 40 60 80 100 
(b) 


图 7-17 ЖЕ Ба 时 椭圆 孔 右 端点 处 的 就 范 化 应 力 os/o? ВВ а 的 变化 
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各 癌 同 性 电 致 伸缩 材料 


SELECT LETTET TENES 


8.1.1 基本 概念 与 控制 方程 


电 致 伸缩 是 指 在 外 电场 作用 下 电介质 所 产生 的 与 场 强 二 次 方 成 正比 的 应 变 , 是 一 种 高 阶 
非 线性 耦合 效应 . 这 种 效应 由 电场 中 电介质 的 极 化 所 引起 ,并 可 发 生 在 所 有 的 电介质 中 ,其 特 
征 是 应 变 的 正 负 与 外 电场 方向 无 关 。 电 致 伸缩 陶瓷 PMN - PT、 电 致 伸缩 聚合 物 EPs, Ж 808 
CPUE) 等 材料 能 在 强 电场 作用 下 产生 很 大 的 电 致 应 变 , 其 优点 是 电场 应 变 关 系 稳定 ,机 电 耦 
合 的 澡 后 效应 及 老化 现象 均 比 铁 电 性 压 电 陶 次 小 得 多 ,因而 常用 于 压力 测量 器 件 ,连续 可 调 激 
光 器 、 传 感 器 、 换 能 器 .驱动 器 等 。 电 致 伸 缩 材 料 的 本 构 关 系 已 在 第 3 章 3. 3. 1 节 讨 论 过 ,如 式 
《3-33) 一 (3-36)。 本 章 中 讨论 等 温 各 向 同性 材料 , 取 用 的 本 构 方 程 为 
oy = Авида + 2Gey — + (a EE; + а, Е,Е,б,) вр 

D, =2,Е;, €; 一 <0 + diey + azeu by, Е, =— g, 


式 中 ai, a, 是 等 温 各 向 同性 材料 中 的 电 致 伸缩 系数 。 取 用 的 控制 方程 为 式 (3 — 56). G- 
58). (3 -59) 和 (3 - 60), 即 场 方程 为 


Gait fi = ри, Die = pe (在 电介质 内 ) 


(8-2) 
a, 十 fm = pi, DY =o (在 环境 内 ) 
边界 条 件 为 
бып = T (在 a, E), Dyn. =— o° (在 ap 上 ) 
u, = и Œ a, E), ф = gp CHE a, 上 ) (8—3) 
ay" пе“ = T; env (在 а?” E) ; Dne =—g* env {在 а" E) 
“un 一 иг env (在 а? +) , g 一 g (在 ар“ E) 
界面 连接 条 件 为 
(ë; — ög nj = T (在 a" E>) (D: 一 PDF )n 一 一 ot (8—4) 
и = ui”, g= g" 


上 列 诸 式 中 带 上 标 “env” 的 量 表示 环境 中 的 物理 量 , 带 “itf” 的 量 表示 界面 上 的 物理 量 , 不 带 上 
标的 量 表示 电介质 中 的 物理 量 ;6 为 伪 总 应 力 ,o* 为 Maxwell 应 力 , 且 有 


ote м, = E@ D— (Е: DI, of = ED, — 1Е,р,%, (8-5) 
对 于 伪 总 应 力 , 它 和 应 变 存 在 下 列 关 系 
ec 
Faz + авы +e)E Edy 一 Tas EnEn ds (8-6) 
heuay + 26е, + SLC2e— a EE,— (а, +e) E,E,8;1 
上 式 中 略 去 了 含 ane; 的 项 , 因 其 和 an 相 比 甚 小 。 对 于 陶 次 材料 ,5 с 的 差别 很 小 ,但 对 电 致 伸 
缩聚 合 物 变形 很 大 时 ,< 和 a, е 是 否 可 能 成 为 同一 量 级 ,需要 研究 ,5 和 ce 的 差别 可 能 较 大 。 
8.1.2 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 椭圆 孔 问 题 的 一 般 解法 


Kuang 和 Jiang” Jiang 和 Kuang "liti f ER ARS У o, E” MAM 
“AFL BJ BRB, ЗН НОР Be. ЗЕНА А. й RR RA ЖЖ, BI Hh A 
法 向 电位 移 ,进一步 设 孔 内 没有 电场 ,从 而 在 椭圆 孔 边界 上 和 孔 内 空气 一 侧 不 存在 Maxwell 应 
力 , 因 而 可 以 不 考虑 环境 ,只 需 单独 考虑 电介质 ;又 设 介质 内 部 不 存在 电荷 ,从 而 有 D, = 0。 
对 于 小 变形 问题 ,应 变 很 小 ,因而 在 式 (8 - 1) 中 含 位 移 的 项 对 电位 移 的 影响 可 以 略 去 ,从 而 电 
场 便 成 为 线性 问题 , 旦 和 应 变 无 关 。 此 时 有 


D,a = 0, D; =cE;, Е, =— фаз We = фы = 0 (8-7) 
由 于 电势 о 是 调和 函数 ,因而 可 表 成 某 个 电场 复 势 w(z), xz = z, + iz, 的 实 部 , 即 
wz) = р(х, 22) HiIACTi s 22), фб» 22) = Кеш(е) = [wlz) + wz) 1/2 (8-8) 


有 时 称 A 为 流 函 数 。 利 用 Cauchy - Riemann 条 件 ap/ Әх: = ӘА/ Әл», Әф/ Әх, =— ӘА/ Әх, 


dw ар SA = (2e dz: 4 де Ore) (24 Әл ЗА Ss) 

dz dz Әс, Oz Әх, Oz Ox; Oz | Әх, Əz 
1ү Әр. Әф i (OA DA _. (8-9) 
2 (52 ТЯ )+ 2 Кш ат) Е СЕ iE;) 


E = E, +iE, =—w (х) 


AP zo (z) FE z 的 解析 函数 ,yg Fe FE fey БЕ РК) Ps [И RB. OE, JBS IE AH HK 
的 线性 问题 ,从 而 可 以 先 单独 求解 。 解 出 电场 和 电位 移 后 ,再 把 它们 代 人 应 力 的 控制 方程 ,此 
时 机 械 变量 的 控制 方程 也 就 成 为 求解 应 力 或 位 移 的 线性 方程 。 由 于 本 问题 假设 电介质 和 环境 
问题 解 挽 ,所 以 下 面 只 讨论 电介质 问题 。 

二 维 问题 的 协调 方程 为 


26212 = €11,22 F €22,11 (8-10) 


下 面 讨 论 平面 应 变 问 题 ss = 0, G = 1, 2, 3) ,此 时 二 维 问 题 的 伪 本 构 方 程 可 以 写成 


жашнан йош —@ 


Bog = Àe Sap + 26е, + аЕ„Е, + 0E,Ey Sig 


a = (26 а1)/2, b =— (а +e)/2, а, B= 1, 2 (8-11a) 
_ І ра _ By a+2b 
= Zx AGy __да + 2Gb 
2Сє в Oop A LG боа aE.Es (А-бу? бе 
1+ (8 -11b) 
ёш = = (Bag — vo ds — aE, Ep — [va + (1 — 2y) OJ EYE, 8.9} 
Ex P 
代入 协调 方程 (8 - 10) , 便 得 用 伪 总 应 力 6 表 示 的 协调 方程 
245 — аЕ Ez) n = AO aE E, + ОССЕ ЕУ |, + 
w: Gb “ (8-12) 
Ра Абу __ а — 
Га, 2(А +G aE E +3 G4 Gy EE | 
令 口 为 伪 总 应 力 函 数 , 置 
_ әй әй _ æ Ü _ = ~ 
бі 一 Əx ° 022 一 On’ O12 ~~ Bx, Әх,’ 或 zs = №: О, — U „ag (8-13) 
则 平衡 方程 式 (8 - 2) 自动 满足 。 把 上 式 代 人 式 (8 -12) ,经 过 复杂 的 推演 得 
_ 4 T] 2 7 wo 7 
VÜ — кү (ЕЕ), 280, = £ — аа) 9 0] = 6 94 90 
(8-14) 
式 中 
____ Gla, + 2а;) = 1— _ 
к= (А F 2G) 4(1 — (ar + 2a) (8 15) 


式 中 ”为 泊 松 比 。 先 求 出 式 (8 - 14) 的 特 解 , 再 应 用 Мусхелишвили 的 公式 求 出 通 解 ,其 解 最 
终 为 


Or, z+) = Sule) wo + -Liep Hz HXH] (8-16) 
4 2 


AH ф(е), X(z) 是 z 的 两 个 任意 的 解析 函数 。 进 而 由 式 (8 -13) 和 (8 一 16), 可 求 出 
zz ton = rw (z) w (z) + 2[$ Се) + Ф (=)] 
Za — Gu + 21 йш = gto” (z) wlz) + 2[zg” (z) + yy (Cz)] 
RIP gle) = X’ (2). (8 -5), 可 推出 
оз tot = 0, of —on + 2105 一 一 eQ (z), A(z) = [w (z) Ë (8-18) 
从 而 机 械 应 力 可 表 为 


в» 十 ou = кш (е) w (z) + 2[ф (е) + ф Cz)] 
oz — on + ige = къ (z) wle) + 2[z#” (z) + (е) ] +e (Q (z) 


(8—17) 


(8-19) 


位 移 可 表 为 
2GGa + iua) = Kg Ce) — хф (х) — glz) — CK/2) wz) w (z) +a, Q (z) 


К = (3-4), a = (a, —2e)/4, Wz) = [A CG) az (8 – 20) 
对 于 平面 应 力 , 上 列 诸 式 中 的 ， Е, a, a, 应 当 蔡 换 为 
Y E(1 + 2) 1232, (8—21) 


1+» GF `4" 1—у 
由 于 本 问题 中 可 以 不 考虑 环境 ,类 似 于 Мусхелишвили 的 公式 ,应 力 边界 条 件 可 写成 


.. _ _ 
КР, +1Р,) = i: +iT;)ds = 280 | _ 


[ep (2) + $6z) ez) + кш (ә) wie) 
(8 - 22) 
式 中 A,B 为 边界 上 的 两 点 ， Pi, Р, 是 边界 上 АВ 段 上 的 合力 ; T; = дуп, 
8.1.3 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 绝缘 椭圆 也 问题 的 电场 
设 无 穷 远 处 和 和 孔 边 界 上 的 边界 条 件 为 
oj =o7> E=E,+iE, = E” = Eye’, zt + z; — оо 
бп; = 0, От;=0, (zi, Z+) 在 孔 边 界 上 (8 — 23) 
E, = (EPY HEFY, tan8= EP/EP 
采用 保 角 变换 方法 求解 。 按 式 (1 - 52) ,把 椭圆 孔 变换 为 单位 圆周 的 变换 为 


z = (6) = R(S$S + m/ 5), © = (z+ VE — 4mR*)/2R (8—24) 
ан R = (a + b)/2, 六 一 (一 六 /aa 十 六 。 在 5 平面 上 ,本 问题 一 般 解 的 形式 可 以 写成 
wS) = [Is R ç + и (9), Ty =— E” (8 – 25) 


式 中 и (9) 为 待定 的 解析 函数 。 本 问题 中 ,电场 复 热 w(z) 可 以 表 成 
wE) =—-RE*($+a9") =— R(E” ç$ + E°S") 


wis) _ Е° la — 
w СО) 1—m ç 6° — т l—mS” 


E = Е, +1Е, = 


式 中 一 BE“/ 下 ”一 et 显然 ,上 式 满足 无 穷 远 处 的 үл, 
边界 条 件 , 现 在 来 讨论 椭圆 孔 边 界 上 的 边界 条 件 , 为 
此 采用 椭圆 (曲线 ) 坐标 系 比 较 方便 。 式 (8 - 24) 是 保 
角 变 换 , 即 z 平 面 上 两 条 曲线 的 夹 角 变换 到 6 平面 上 
后 , 夹 角 不 变 ,6 平 面 上 4% — 常数 ,9 = 常数 的 正 交 曲线 
变换 到 xz 平面 上 后 ,p = 常数 的 曲线 为 椭圆 ,9 = 常数 
的 曲线 和 椭圆 正 交 ,两 者 构成 正 交 曲 线 坐标 系 (图 8 O _ 
1)。 令 9 = 常数 的 坐标 和 zi MAY р, WE z FE Е 
上 有 图 8-1 曲线 坐标 系 中 的 矢量 


Er EAEE Hoe GQ 


E,+iE,—= e"(E, +iE,), dz 一 | dz | е" (8-27) 
注意 到 在 5 平面 上 d6 = | dç | e*, 则 按 上 式 有 
e= de 0 (6)46 _ _ 0166) % w (6) en = 5 w (6) 
[dz] lo || dç | lw O] oloG)| р lw (©) | 
(8-28) 
从 而 式 (8 -27) 可 化 为 
E,+iE, = Š O (E, +iE,) (8—29) 
p 19 6 | 
在 椭圆 孔 边 界 上 5 =o = e”, 因 此 ,在 椭圆 孔 边界 上 有 
oo wa) ә wo) _ му E” — E” e” _ E” — E° e 
Es Tib, = e ту оу roy 1-те? | [1 me | 


E, =0, Е, = 2E,sin(8 — 89) / | 1 — me | 
(8 — 30) 


由 上 式 见 到 E, = 0, 即 沿 椭圆 孔 边 界 的 法 向 电场 为 零 , 或 D, = 0, 满足 孔 的 电学 边界 条 
件 , 所 以 式 (8- 26) 给 出 的 电场 复 势 w(z) 是 问题 的 解 。 


8.1.4 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 绝缘 椭圆 孔 问 题 的 应 力 场 
本 问题 应 力 复 势 一 般 解 的 形式 可 以 写成 


4б) = RS+ HO, YS) = P,R ç + (6) (8-31) 
式 中 bo (6), p (6) Ree AT RR Ts Г, 由 无 穷 远 处 的 条 件 确定 , 即 
г, = G@Z + — KEF EF)/4, Г, = G2— 2 +2183)/2 (8-32) 


当 孔 边 上 没有 外 力 时 ,注意 到 在 5 平面 上 $(z) = $[w(9)] = 669), p (z) = p (6) /о (S) ,边界 
条 件 式 (8 - 22) 化 为 

wla) ф (a) / w (0) + g(a) + Ola) + gz (o) ш (0) /2 w (0) = 0 (8 - 33) 
把 式 (8 -31) 和 (8- 25) 代 人 式 (8- 33) , 便 得 


wha) $o(a)/ w (о) + фо (о) + фо (о) + flo) = 0 
o +m ЕГ, | KRE” E= (1 — йо?) (ato) (8 – 34) 
Д1 2 mot) Riot T Zo то?) 


把 式 (8 — 34) ME ОЗЕ $B Jr ЖЕЕ Ц do/[2ri(c — 6) 1, 再 沿 椭圆 孔 的 边界 闭 围 线 积分 , 利用 
Cauchy 积分 公式 ，, 便 得 

fd mR ЕГ, xaRE™ Е" 

2л) cz 一 9 | ç ç 2ç 

1 Уо) с ст 6° 
201) o—-S © 69 —т 


(14 т) 5 _RD,G me) KRE” Е°[1—аа + (a + т] 
S: —m (62 m) S EGETI 


flo) = ЕГ, 


фо (6) = 


фо (6) = $065) = (8 – 35) 


— 2КГ, 


由 式 (8-31) 和 (8 -35) 推 出 


mR; RT; kaRE™ E” 


5 5 26 
_ Ltm . RP;d+mS) КЕ" E*[1—aa+ («+ m] 
(с) =P,R¢S—2R ee аа-а га 
Ф Г Nom Gams 2062 — т) 


(8 — 36a) 
对 于 a = 一 1 的 特殊 情形 , 即 当 已 = 0 Wt, Eo = EF, EE” = EY?, 式 (8 -36a) 化 为 


тЕГ! ЕГ» «REZ 


В) = гкв— = 一 一 5 
1 十 RP, +m) «КЕЎ G (8 = 36b) 

__ т? 2 m 5? K. > 

06) = TRER "6 КО Ет" 十 人 


从 而 求 得 介质 内 的 应 力 为 


w (6) TO 5 of 62 fo) _ 
w (©) (с) w (6) (6) 


оз 十 oil = к 


s бо 6 —а Sa кеЕ° E” + Г. (2 +m) + 2 Г, 
KE” Е= 2а 5—0 2Re| = ] 
(8 – 37а) 
Е . _ x (6) [z ke 9) ш (6) 
ва —on + Pio = к-с | [XO Otil б |060 + 525 te[ $9] = = 
2кЕ° Е° (а = т) S: (S: +a) | [= (xaE™ E” +4mP, 十 2 Г,) ©(@ +m) | 
(62 — т)? © | (G2 — т)? Ç 
D $: , кЕ°Е°([1— аа 4- (а -)т]52 (6° 4 т) | 2Г, (14 т2) S2 (S: +m) | 
62 —т | 2062 — т)? | (92 一 т)? | 
Г,[т St + Gn? + 3) & — | ү єСЕ”)* (6 + 1? 
(6° —m)° (62 — т)? 
(8 - 37b) 


至 此 ,求解 完毕 ,电场 由 式 (8 - 26) 表 示 ,应 力 由 式 (8 - 37) 表示。 
8.1.5 绝缘 椭圆 孔 长 轴 端 部 附近 的 渐 近 应 力 场 
在 > 平面 和 5 平面 上 分 别 选 取 原 点 在 z, MS 的 局 部 坐标 系 , So 一 士 Vm 是 w(95) 的 分 支 


点 ,在 = 平面 上 它 对 应 于 ze。 =R +m%$; ) =+ Ya’ — b° ,为 椭圆 的 焦点 .下 面 讨论 椭圆 的 右 


端点 ,所 以 取 5。 == Vm ,和 Zo 一 Ма? — b = c, 其 中 2c 为 焦距 .现在 来 分 析 椭 圆 长 轴 右 端点 附 
近 的 渐 近 应 力 场 ,由 于 在 以 椭圆 的 焦点 为 原点 的 局 部 坐标 系 中 , 细 长 椭圆 端 部 的 渐 近 场 具有 和 
有 裂 尖 渐 近 场 相同 的 结构 。 设 5 趋 近 5 , 令 


z = zo | zi, жу = c, z, = re; 6 = 60461, бо = үт, 61 = pe” (8 — 38) 
利用 式 (8 -24) 和 (8 - 38) , 略 去 含 53 的 项 后 ,有 


жашын» нош —Q 


а = (1—2) RA-RZ = R o Rg (8-39) 
m 
在 极 坐标 中 则 有 


i R w Rag R i 
їй — 2 2i9 3 4317 ~ 2 22160 = 1⁄4 = _ 
ге? 一 ——p’e „ее я о? e, pz т" Vr/R, @х=т/2 (8—40) 


< po 为 椭圆 端 部 的 曲率 半径 , 则 有 
а= уо +? = о 十 мс + рб » po = Ё /2аз В = (c+ у 2аро )/2 (83-41) 


下 面 讨论 无 穷 远 处 只 有 电场 作用 的 情形 ,此 时 按 式 (8 - 3228 Г = «ЕГЕТ /4, Г = 0, 
由 式 (8 – 37), (8 - 40) 和 (8 - 41) JRE RS 0 — 0 时 7 一 0, 便 可 得 到 沿 轴 的 应 力 和 电场 的 
渐 近 展开 式 


а JG 1а —а—#- aa) + 
r 4 


2/2 (2aa—a—a@) / | Jo +006 аа заа) — lga] ° (8 - 42a) 


O 80448 —a—a) e) +000) 
r r 


(as Hon) KE” E=) = 


(622 — on + Zio) wE” E”)? = 
(1/8) { (1—0) [2(6/к) (1—а)/а (1—4) ]++2(1—а)(1—а) Vo/r}c/r— G/2 /8) * 
([8(e/x) (1—0) +(—3+atetea) ] Vo /r +(1—a) ° 
[2(e/x)(3+-a)/a— (1—a) 1— 201 +а+-а– Заа) /r) /e/r EAA * (8 — 42b) 
([8(e/xk) 14-20) — (9+-a+-a—aa) o /r+ 


[8 (є/к) (1-а) —(1+-a-a3aa)] / bo /r + 
[(e/2z)(11-2a-322)/a-(1—a)(1—a)/4]) +000) 


如 果 只 保留 最 主要 的 奇 蜡 项 , 则 上 两 式 还 可 简化 为 


on ton 5 кКЕ° E” (1—a)(1—a)c/4r 
622 — aon + 21012 ^ш 


KE” E” {Q а)[2(є/к) (1 — о)/а 1 (1 а) ] 201 а) (1 — а) Wayc/8r 
(8 – 43) 


电场 的 渐 近 解 为 


E, + E, -4M Erao ү +Е”[‹з+а)+4а„/® |+ oo (8 – 44) 


对 于 a =—1(E* = iEzZ) 的 特殊 情况 , 裂 尖 渐 近 场 的 展开 式 为 


on = KEP)? (3 — 26/к +2 / б/т )Ос/4т) 
8-45 
E, +iE, = — E=, |= (8—45) 
2 r 


由 上 式 知 ,电场 具有 1/Vr 的 奇异 性 。 由 于 po 很 小 ,应 力 具有 1/r 的 奇异 性 。 
8.1.6 在 外 电场 作用 下 无 限 电 致 伸缩 板 中 有 一 开路 椭圆 孔 


设 无 穷 远 处 有 外 电场 р" 和 机 械 载 荷 e” 的 作用 。 对 开路 椭圆 孔 , 需 用 电学 界面 连续 条 件 
代替 绝缘 孔 的 边界 条 件 式 (8 - 23) ,力学 条 件 不 变 。 下 面 在 字母 右上 方 标 以 “ce” 的 量 表示 空气 
中 的 物理 量 , 当 界面 上 没有 自由 电荷 时 ,电学 界面 连续 条 件 是 


р=ф, D, = Di( 或 | D,ds 一 [Dsas), D, = Da; (8-46) 


解法 1:Smith 和 Warren By Н Ж ЗЕ RA P HRA ERT ERE. FE = ЕШ 
圆 孔 变换 为 变换 平面 $s 上 的 单位 圆周 的 变换 函数 仍 是 式 (8 - 24) 。 他 们 取 用 的 复 电 势 (6) 
ws) Ay 


e 2e[ le tHe) E” — т(є—є°)Е°”] za _ 
wO =R EOF m ted —m) ed m Tet ste) 
R 2EY | АЕ? | т 
х1 ~ 一 一 一 一 一 ( ) 
(1 к (1 +e b) | (1 + m) Cb +e) (s+ с) ший) aa) 
рее (ee 2) (1 — т) E“ — dmee’ E ° 1 _ 
ш(6) =—RE ЕКТ) (1 — т) Jle(1 —m) +e° (1 + m) ] $ 
R(— Ef +iE#) 5 — КАЕ? /6—1КВЕ? / ç (电介质 内 ) 
式 中 
== — pee hee , = 1— к 1 к) = Б —=‹) (6 ec) 
A (l—b6e)/(+be) B ¢ к)/(1+ ж) ( E) / (b +E (8 -47b) 


b= b/a, E =e/e, к=еєе/Ёб =є а/е 
按 式 (8 -9) ,电介质 内 和 和 孔 内 的 电场 分 别 为 


— E =— E, + E, = w (6) / (6) = [0 EPH EZ) S + АЕ? +іВЕЎ 106°: — т) 
— E = E: +iEs =—2Е?/[(1-+_ т)(1 +e b)] + 2iEZ /[ (1 +m) Oe] 
(8-48) 
利用 式 (8- 38) — (8 -41) 和 下 列 关 系 
` | 1 а уа .1 _ 1 1 
Ema Bm Йе”! рт Ке), gn pr Re Tr 
(8—49) 


对 于 无 穷 远 处 只 作用 电场 E> 的 狭长 椭圆 端 部 区 的 浙 近 电场 为 


_ R/TR) _ al 1 a | 1+2 | 
Е. =0, P = Е 纪 — т У Е үтүк“ 1 2048) 


(8—50) 


жашнан к=з -—@ 


asss 8 


应 当 注 意 , 上 式 中 的 > 和 7 分 别 为 局 部 坐标 系 中 的 半径 和 极 角 , 局 部 坐标 系 z, 的 原点 取 
在 椭圆 的 焦点 。 一 些 作 者 直接 把 z, 的 原点 取 在 椭圆 长 轴 的 顶点 ,r 从 椭圆 长 轴 的 顶点 算 起 
ЕЖЕ, RAE r> р = b° /2a 的 范围 内 才 是 允许 的 。 式 (8-47) 中 的 参数 5 是 一 个 重要 的 
量 , 它 把 两 个 特征 参数 ,5 组 合 在 一 起 , 当 x 一 0 时 ,电场 在 裂 尖 处 共有 1/ Jr 的 奇异 性 , 退 
化 到 绝缘 裂纹 的 情形 ; 当 &-> co BJ , HATE RAD A a RE. B. E, = EP ,退化 到 传导 裂纹 
的 情形 。 上 述 电 场 表 达 式 (8-47) ~ (8-50) ,对 未 极 化 的 无 限 压 电 板 中 有 一 开路 椭圆 孔 的 情 
形 也 适用 。 
电介质 中 的 复 应 力 势 仍 设 为 式 (8 — 31), 4 EP = 0 WY, Heh (8-47), w) 可 化 为 


066) =—RE” (G+a 65), —E” =1ЕР,е=—В (8—51) 
上 式 和 式 (8-26) 有 相同 的 形式 ,因而 按 推导 式 (8 -36) 相 同 的 步骤 ,最 终 得 


_ omh Г кВЕў? 
O/R =r 6——— e+ ge 
+m Q Ttmo) _ «Ez [1—BB-— (B+ B)m] $ 
62 — т (G2 — т) Ç 206: — т) 


006/8 = Г, 6 — Г, 


(8 – 52) 


对 于 绝缘 椭圆 孔 , 上 式 退 化 为 式 (8- 36а), 
解法 2:Gao, Mai 和 Zhang09 直 接 预 设 孔 内 的 电场 e° 是 均匀 的 (这 和 前 面 的 结论 一 致 )， 
并 设 介质 中 的 复 电势 为 w(z), 即 设 


g =— Ех — Ejaz, 
wz) = z+ w (z), Г, =— E” =— (EF —iE?) 
式 中 rw(z) 为 待定 的 解析 函数 。 利 用 式 (1 - 54a) ,在 界面 上 有 


(8—53) 


[Dias = Diz, — Dia, [Deas = [Dr dz: — DZ zi) + ielwlo) — 39050] 
(8-54) 
把 式 (8-8)、(8 -53) 和 (8- 54) 代 人 (8 - 46) RAF , 便 得 
=» (0) + wolo) = Е Е)л + (Е Ei) a] 
wo (0) — w (a) =— 2i[ (DP 一 Di)z 一 (DY — Рф Эх» ]/є 


在 变换 平面 5 上 , ту =aloto™)/2, z, = ib(a— о) /2,Е1Е 1% A ER, BWR do/L2niCo— 
6)], 再 沿 椭 圆 孔 的 边界 围 线 积 分 ,利用 Cauchy 积分 公式 , 便 分 别 得 到 

wo (б) = [а(Е?— Е) + ib( Ez — Е;)]/6 

wo (S) = [a (Dz — Dš) — ib(DY — Di) ]/ie $ 


(8 – 55) 


(8 – 56) 
由 上 式 推出 

а(Е?— Es) =—6(D? — Di)/e, bCEP— Ез) =— абр? — D:)/ 6 (8—57) 
щ Е = 0 В, н Е (8 – 53) 可 推出 


р; = рг [1+ #(1—&)(1+ ©) ] 
2aD§ 
(a+b) DF 
特别 是 对 于 裂纹 有 EY = Et, EP = E;, 即 电介质 和 空气 内 的 电场 是 相同 的 ,整个 空间 内 是 均 

匀 的 , 裂 尖 处 没有 电场 集中 ,从 而 推出 应 力 场 在 裂 尖 处 仍 具 有 1/ Wr 的 奇异 性 。 
电介质 中 的 复 势 仍 设 为 式 (8 - 31) ,其 余 的 推导 和 前 面 一 样 , 当 Er = ON RAB 


(8—58) 


wz) = 1Е#К(6 + 8/6), В = 1 


一 _р°Г\В8— т) 一 es EZ 
— ye _ 2) __ 2 __ 
KO = пе Е DOn g m mD (8-59) 
p Е? mS +m? —1) 
2 6(62 — т) 


上 述 两 种 解 , 即 式 (8- 52) 和 (8 -59) 存 在 差别 。 
8.1.7 计算 柯 西 型 积分 的 某 些 初等 积分 公式 


在 上 面 的 计算 中 , 遇 到 了 柯 西 型 积分 公式 的 计算 ,为 方便 读者 ,本 小 节 简 单 地 给 出 这 些 公 
式 。 设 工 为 一 简单 闭 围 线 , L. 围 成 的 有 限 区 域 记 为 S7 , 相 补 的 无 限 域 记 为 S , 沿 工 运行 时 ， 
S!+ 保 持 在 左边 。 对 于 柯 西 型 积分 存在 下 列 初 等 积分 公式 : 

(1) 如 函数 f(z) 在 St 解析, 在 S +L 上 连续 ,那么 按 熟 知 的 柯 西 公式 和 其 推论 ,有 


=] fdt 2) fede _ 
2лі 2т1 


Ші t— z IL t—z 


= f(z), z€ St; 0, zE 57 (8-60) 


(2) 如 函数 f(z) 除 无 穷 远 点 外 ,在 S 解析 ,在 S 十 L 上 连续 , 设 无 穷 远 点 是 主 部 为 
Go (D HRA. WME L 运行 时 仍 保持 S' 在 左边 ,那么 有 


1f fdt 
2rlJr 了 上 一 之 
1f fO d 
2rlJL t— zx 
如 沿 工 运行 时 保持 S- 在 左边 ,那么 上 述 等 式 右边 改变 符号 。 
(3) 如 函数 f (z) EË n 个 极点 aa @:,°"°"'", An 外 ,在 ST 解析 ,在 S+ +L 上 连续 ,在 极点 a; 处 
的 主 部 为 G;(z) ,那么 有 


—f(=) +G. (z), x= € S 
(8-61) 
= G. (z), z € S+ 


1 { fdt _ 
ml — = f( 


iJe t—2z 


) 一 SG, z€ 5" 
| т (8-62) 
1 (t) dt z _ 
=I, foa 一 一 216.00), = Є $ 
(4) MRAR О) n PAR ays ans, а, 和 >z 一 co 外 ,在 S Т.Е S +L 上 连续 ,在 
极点 а; 处 的 主 部 为 С.С) Ж G. (z) ,那么 有 


жашнан» кош Ü 


кае —@ 


Lf food _ = - 
a), ES о + DIG) +G.), z € S 

a (8-63) 
去 | Se = $]б‹() +G. (z), z € St 

i=1 


8.2 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 的 刚性 椭圆 导体 


8.2.1 边 值 问 题 的 提 法 


与 权 贺 孔 问 题 的 主要 差别 在 于 刚性 椭圆 导体 的 电势 取 为 零 ,内 部 没有 电场 ,同时 可 以 存在 
刚性 转动 。Jiang 和 KuangL0 假 设 界面 上 没有 外 力 , 在 无 穷 远 的 边界 条 件 仍 由 式 (8 - 23) 表 
示 。 刚 性 椭圆 导体 转动 的 条 件 可 表 成 

u, ім = и і іх | (8 - 64) 
AP и 为 刚体 位 移 , 可 不 予 考虑 ;9 是 相对 于 椭圆 中 心 的 待定 转动 角 , 这 个 转动 角 和 作用 在 刚 
性 椭圆 体 上 的 力矩 相关 ,为 此 需要 给 出 力矩 表达 式 。 伪 总 力矩 是 


~ B =, 2 ас _w B ~ 
M=| 7, a+ Ti 2,)ds =— (25° +255) +01; = 
=, 1, — 78 1 —— 8 (8 85) 
Re| Xz) — zg (2) — 268 G) — уеш Са) wa | 十 [Tee (2) wa) | 
RP Xe) = oz). Maxwell 应 力 形成 的 力矩 和 机 械 力 矩 分 别 为 
B 1 B 
M = | (— olf njx2 to nizi )ds = Re 15065) 0691) 
А А 
M=M—M = Re{X(2) 一 zlb(z) — zz$ (=) 一 rw б) wlz)— (8 – 66) 


B — -B8 
1.0 (z) — me) + [pew (2) wz) 1, ‚ wz) = КО 


如 介质 内 没有 体积 力 和 自由 电荷 ,电场 复 势 和 应 力 复 势 可 分 别 写 成 


wiz) = Гаж + xo lz) (8-67) 
$) 一 一 5 = Ine + Г2 + ф (z) 
po = GaP Pin z + yz t gale) 


式 中 wo (z), po (z), 如 (zs) 是 介质 内 的 解析 函数 ;也 ‚ Г», T3 由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 确 定 


г; =—Е°, E” = (EPH iE?) = Ese” (8 – 69) 


г = 109 +) — EE? EP, DP, = 108 әт +218) 


8.22 带 刚 性 椭圆 导体 的 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 的 电场 

由 于 刚性 椭圆 导体 中 的 电场 为 零 ,所 以 沿 椭圆 导体 边界 的 电势 也 为 零 。 对 照 带 有 椭圆 筷 
的 无 限 板 问题 的 电场 解 式 (8 -26) ,只 需 把 其 中 的 a 改 为 一 a 即 可 , 即 取 

wG) =—RE® (G—a 5), (6) =— RE” ($6 —a51), a = FE”/E” = ей 


Os +a _ E>+ E° 5- (8 - 70) 
Е = E +i, = (S) pelta? _ ре ta _ Е + E> 52 
w (S) 1 —m б? G2 — т 1 —m 6 一 


上 式 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 。 式 (8 - 30) 现 在 变 为 
w (a) ш (о) _ is w (a) о EX HE” _ Е°е E” e” 


|w бо) | „7 Со) ° Ta’) | Te |1—me% ] | 1—me™*? | 


E, +iE, =e? 


E, = 2E,cos(B— 9)/ | 1—me |, E, = 0 
(8-71) 


上 式 的 虚数 部 分 为 零 , 所 以 , E, = 0, 满足 椭圆 导体 的 边界 条 件 , 式 (8 - 70) 是 解 。 
8.2.3 带 刚性 椭圆 导体 的 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 的 应 力 场 
采用 保 角 变 换 法 求解 。 变 换 函 数 仍 由 式 (8 - 24) 表 示 。 由 式 (8-20) 和 (8 – 64), 可 得 
Сда = Kg) —=ў (е) — 0(z) — Fle) ш (и) +a QG) (8-72) 
式 中 = (a, 26) /4. $ A =— K =—3+4, 则 在 变换 后 的 5 平面 上 ,上 式 化 为 


Ag(S) +o 6 ® 3 wo GQ — a 96) =— 169005) (8-73) 
w ($) 


式 中 $C6) ,gC6) 由 式 (8 - 68) 表 示 ,但 由 于 没有 集中 载荷 ,所 以 其 中 不 含 In z 的 项 。 式 (8 -73) 
可 以 进一步 化 为 


Ago (6) + ws) pO HAEHAE = 0 
© (6) (8-74) 
FG) = ART, $+ £w(S) 309 + Rr, ЕЕЕ + RP, € — AG) + 2619 (6) 
在 单位 圆 5 = ec 上 ,上 式 化 为 
дно +) Š & - ) L A (2) +f) = 0 (8-75) 
lo 
зная O] d, т 再 沿 椭圆 边界 闭 围 线 积分 , 便 得 
Ag. ©) = zL е -pO = z | A + BE wo (8 - 76) 


利用 Cauchy 积分 公式 , 便 可 求 出 上 式 的 封闭 解 。 注 意 到 D(z) = faoa = fiw Faz, 
在 5 平面 上 , 它 和 它 的 Cauchy 积分 为 


жанан» кой 个 


005) = | [ш OP ac — RE) | ©. +ç— (т +a) arctan(S / ym) 
w (6) ms 


m3/2 


1 [Qldo рт |- а? (т + а)? С— ут | 
dil осе КСЕ) |же суйп 252 (8 -77) 
1 f Olodo _ == 1 
mi) o- RE ç 
则 积 出 式 (8 - 76) 5 ,最终 可 求 得 
Е _ тЕГ ВГ, xaRE™ Е“ o l opnom 
Ag(S) = ADRS — ra T+— < Tm RCE ) ç 2КіС9 — 
KRE” Е° [ат —1+ (a/A+a)m 192 +e/A—a ЕГ, (1 т52) 
WO) = PRS + 25(S? — т) AG? —m) 5 
RP (1 +m! + A+ m*/A)S? — Ат + т/А у а СЕТ) (1 тб) | 
(G: — т) ASG? — т) 
2RiG9 2RimG3(1 +m 52) = [ mto’ 5 — ут | 
5 ASG —m) 二 (下 а? 1" ç + Vm 
(8-78) 


如 果 给 定 旋转 角 5, 则 可 求 出 作用 在 椭圆 导体 上 的 合成 扭矩 ;如 果 椭 圆 导体 上 的 合成 扭矩 为 
零 , 则 可 求 出 待定 旋转 角 8。 在 5 平面 上 有 


# (6) l w (0) wey 
So OF ey (Ф) 


1 B 1 — B 
FLAG — 0, (9)] | + [iwo we | (8—79) 
А А . 


M = Re (X($) — SWS) — w(S) w(S) 


式 中 点 B 应 当 回 到 点 A。 由 于 B 点 应 当 回 到 A 点 ,所 以 式 (8 -79) 的 积分 中 ,只 有 售 ln 5 的 多 
值 函 数 才 有 贡献 , 即 只 有 XC(S) 和 0Q2.(6) 有 贡献 。 积 分 式 (8 -78) 中 的 第 二 式 得 


xO = hyo 4 ç = 


PR [+ S: — mln S) ARE E| (aa — 1+% ат) S+” ae 
RD (m In 6— 522) к, (1+m’ +A+ 7 = Yin 5 一 (一 4m 十 至 salt 
aR (E (min ç — 1 )+ aR Ena (21 + BE) + 


(т + а)? prts $ m _ _ | 

ima)" [2л + pin У оа —m) \4 
2iR’ Gom _ 

z) А (m min 6 


ZiR? Gs (In 5 十 =) (8 ~ 80) 


2 6? 
0,06) = 27 (5)d5 


= (RE) 5+ + (6 – m)in є|—‹кЕ=)* а, 


2ш |— In ç + InG — m) +229) In SL m_ 


—6+ /m 


因此 有 


| (8-81) 


M= —2xR'Im|— rym + -укЕ” E” [zz — 1+ +am)— 


г (1+ +a+™)— mD: | amp => 一 


— — 2 
[ai (Qa +m) tela +m) (E*)? + 2iGg А" | (8—82) 


注意 到 Г, „т, Л, С, 9 是 实 常数 ,上 式 还 可 简化 为 


M = ~2nR*Im|— т Е Е (az 1+ Ham) 


S E= y — [a (2a + m) +e(a + m) E”)? 


—  — 


ЖШ ЖЛ B| S ЖЕЛЕ НАЕ M 为 零 , 则 其 转动 角 为 


А 


9 = 560 2)! 


Бе 


(E>)? 一 Га. (2a +m) Беба + т) СЕ) 


— z 
— AxR: G Ace (8—83) 


т{— Tm: Е E= (аа — 1+% +am)— “Гү 


(8 - 84) 


由 上 式 可 见 , 对 于 导体 圆柱 , m= 0, 则 转动 消失 , 3 = 0. 对 于 B= 二 пп/2, п = 1, 2, 3, 4, Д] 
转动 也 消失 。 转 动 角 9 和 无 穷 远 处 的 电场 的 平方 和 应 力 的 一 次 方 成 正比 。 求 出 椭圆 导 体 的 转 
BA OR AAR (8 -78) , 便 完全 求 出 了 应 力 复 势 ,由 此 可 求 出 应 力 的 表达 式 为 


QA, S: +2mP, 2 Г, – каЕ° E” — 2a, (Е° 


) + 4imG89 


022 十 ci 一 2Re| А (62 — т) 
KE? E” $3 (65: + а) (G2 +2) 

(62 — т) (62 — т) 

2кЕ° E” 6: (т 4-а) (6° — a) 


А 2Г\ 62 
G22 一 0l 十 2iolz =— (62 — т)? $ + 2 — 


十 
(8—85) 


6 +m [ААГ,т + 4тГ, +4 T: — 2?кеЕ°” E” 一 4m СЕ”)? + 8imGo] $3 


ç AC — m)’ 


Е" E (aa -1+% +am)— ar, (1+ т +A +Z) 


o m 


(Е°)#— 


(62 — т)? Gom (G — т)? 


2 Tm 


A + 


4im Gd tim сөте (6° 4- т) , 2Г, S$? (352 — ют), 
А 


[«Е Е (< 2) ar, (5 mA }+ Ts — a gey + Hoem ] 
2a (Е°)° +4iG9m | 2a (m +a) ERE c=, Etay 
m (6? — т) + m(S: — т)? 十 <( 卫 (2—8) (8 – 86) 


кйш wow Ü 


кажа —@ 


对 于 纯 外 加 电 载 荷 只 = 一 (KEW E=)/4, Г, = 0 NE EIR ARE C/o , 0 AY RBA 
标 系 中 , 沿 z, НАСЕ Л 30 38 BJ War n] EH 


62 十 ol = [< E= E” Q +a (1-+2@] £ 
gz — on + Bion = (iata? Е°[(2е, te) Е” — KE” Lay 
1+а 
1 Е Е (8—87) 
qE” Е= (1 +01 +) |е} 
rir 


wo [R 
aan E _ 


r 


E, +iE, = 5 1 


8.3 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 的 一 般 椭圆 夹杂 


8. 3.1 一 般 讨 论 


Jiang 和 Kuang"" 引 讨论 了 无 穷 远 处 承受 a”, E” 的 无 限 电 致 伸缩 材料 板 中 的 一 般 椭圆 夹 
杂 问 题 ,在 椭圆 夹杂 的 边界 上 没有 广义 载荷 。 令 夹杂 占据 区 域 S+ ,其 中 的 物理 量 均 用 上 标 
“十 ”表示 ,基体 占据 区 域 5 ,其 中 ERA i “表示 ,两 首 的 界面 记 为 L。 基 体 和 夹 
杂 内 以 及 界面 上 都 没有 自由 电荷 。 这 一 问题 比 前 面 两 节 的 问题 要 复杂 一 些 , 主 要 困难 之 处 在 
于 现在 要 考虑 夹杂 的 内 部 场 ,同时 在 夹杂 的 边界 上 要 满足 广义 位 移 和 广义 应 应 力 的 连续 条 件 。 
我 们 仍 采 用 保 角 变换 方法 求解 。 保 角 变 换 函 数 仍 由 式 (8 - 24) 表 示 。 按 式 (8 – 20) 和 (8 - 22), 
界面 上 广义 位 移 和 广义 应 力 的 连接 条 件 在 变换 平面 $ 上 可 以 写成 


КҮ gt (0) — wt #ә- # @—* кш” (о) 2 CO ат = 


c 


A K p о а (б) É LO FO (о) Ew (а) ® LO ha @@| (8-88) 
d (а) 2) 
w С 
so) ot @) ORTE) (о) + u" (а) ш” (a) _ 
w (o) w (0) 
E о) Ha o) Ë ELPO o (о) LL (8-89) 
w C0) 2 (0) 
дир h = G+ /G 。 界 面 电 学 连接 条 件 为 
=, D =D; 9 =Q (8 - 90) 


AP Q 是 边界 AB 段 上 的 面 电荷 ,可 以 写成 
B B 
Q 一 一 [ Dads =—є| (Em + E,n,)ds 一 


‚РВ — 1 ~ 
-if Tw (odo — ш бааа] —— 1 ао) — wo Tt (8-91) 
A 


保 角 变换 函数 式 (8 - 24) 把 = 平面 上 椭圆 的 外 部 一 一 对 应 地 保 角 变换 到 5 平面 上 单位 圆 的 
外 部 ,但 = 平面 上 的 椭圆 的 内 部 变换 到 “平面 上 时 ,椭圆 边界 变换 为 单位 圆 ,椭圆 两 焦点 间 的 连 
线 变换 为 半径 为 m = Ym 的 圆 , 即 把 > 平面 上 工 的 内 部 变换 到 5 平面 上 的 环形 域 po < o < 1， 
0 <0 < 2л, = 平面 上 的 椭圆 边界 工 变换 为 5 平面 上 单位 圆周 Lo。。 由 于 讨论 的 物理 量 电场 复 势 
w(z) 和 应 力 复 势 $8(z), gC(z) 在 L 内 处 处 解析 ,所 以 在 L。 上 连续 ,正如 式 (4 -96? 所 表明 的 , 存 
在 关系 


we Co) = w 《poe *) , g (ooey) 一 gp (рое '*) Й $ (рее!) 一 $ (е?) 《8 —92) 


8. 3.2 基体 和 夹杂 中 的 电场 


在 平面 上 的 环形 域 o < o < 1, 0 < 0 < 27 Ñ BAAR w (z) 可 表 成 Laurent 级 数 , 利 
用 式 (8 -92) 可 得 wh = pun = met, AT ш! (z) 可 以 写成 


wt (6) = >) wist = D>) wi (S: +m G+) (8 – 93) 
天 一 1 


天 一 一 ce 


基体 中 的 电场 复 势 w (2) 可 表 成 坚 级 数 , 计 及 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,有 
w (6) = Г,КЁС-+ Sluis (8 – 94) 


式 中 Гу 仍 由 式 (8 -25) 表 示 。 利 用 电场 复 势 , 式 (8 -90) 可 改写 为 
wt (о) Hwt (бо) =w tw (о) | 
— — (8—95) 
cr [wt (0) — wt (0)] == [w (о) — xu (о)] 


把 式 (8 -93) 和 (C894) 代 入 (8 一 95), 计 及 so = e°, WG 
[过 十 ma 十 (由 十 meta) 一 
k=l 
Г; Ев +T, Ro + > (uy, ao? + wy о) 
=“ (8—96) 


co 
et У [Gul —m' wide — Сш — mwi o>] = 
k=1 


= [Ro — Ds Ro 1 + >) Cus a — u о") | 
Е k=0 


NM ERE 4 k > 1 BF, wt = 0; МА = 1 FF ,# 
2Re [mle 一 cf EW — (e +e") E°] 
e От) += (1 т) lle (1—m)+e (1+ m] 
(1—m[(e 2 — (er 2 JE#+ 4me et EX 
E” (1+ т) += d-m Jet (0 т) +e (1+ т) ] 


wi = RP, P= 
(8-97) 


ил =— E” Ra, а = 


最 终 电场 复 势 可 以 写成 
wt (6) =RPGtmS1), w (6) = RDG Has) (8-98) 


канен исин Ü 


: 电 : 
ж 
tt 
理 
论 


8.3.3 基体 和 夹杂 中 的 应 力 场 
根据 前 面 的 讨论 ,利用 式 (8 — 92) ,类 似 于 式 (8 - 93) ,夹杂 内 的 应 力 势 可 设 为 


со 


#' ОО = У) сіб = Dyck (6 + т g) 


= ©. (8-99) 
gS) = У\ аў 6 = У\а (6 + mt g) 
天 一 一 co k=1 
基体 中 的 应 力 势 可 设 为 
$ (65) = SagsS*t+nRs, g (5) = У\ ау5+ +г.,85 (8 - 100) 
二 一 oo 上 二 一 oo 


同时 也 把 合 zo (0), Q> (0) 的 项 展 成 级 数 


«07 (в) = У\ Bho! ‚ аа (0) = У) Biot 


有 一 一 co kZ co 
Eat (a) t 00у = У) Al at, Sw (0) w (о) = 六 hz (8-101) 
上 = 一 co k=—co 
Lf 9 1 fk 
Ё = | a OF eye “dd, AF = | K at (с) w+ (edd 
21) 0 2nJo 2 


#950 (8—99), (8 – 100) #I(8 - 101) 代 入 (8 – 88), Ш о = et 前 的 系数 , 便 可 求 得 待定 系数 


єў теў, — (k— 2) (т? TL ср) — Em (mt TE сұ) + 


m dj — d, —m(m** di, — dpa) = W, 
т chy — tpe — mlm Et —су) (6 — 2)mets thot + dl, та = Waa K's 
(сү — теср) + (R— 2) (т? th, Асу») + Ет бте c; Аср) 一 (8 - 102) 
m dt thd; +mm™ аі, — һау) = T, 
Кт ср, АК cr – m(K* mt cy —hK съ) — 
(k—2)mit, — ket — dla tmd} = Tao 
当 & 委 3 时 ,有 
met С — m(mš eË — cy) 371 EH met + dt — m dt =W +m", + D, 
ct — ç —т(т?їсї — cz) +20 — dç + dt — m di = W, 


(8 – 103) 


— met тс — 2m(m° tf — cx) +m di — dç —mdt + та = W, 


cf — mt — тс] + cx — 3mlm? c? — су) +m dt —d; — m(m dt — d7) = W, — тГ, 


ct — mlmt — ст) ttt — m(m 1 —c7) — dr = W, +2 — mT; (8 - 104) 


K* тст — hK- cy — т(К mc — АК cy) 301 — mrt — dt +mdt = 
Ta — hmr — h P, 


Ki cy — hK- cy — m(Kt mict — hK cx) — 20 +h dç — dt +mdt = Т, (8 – 105) 
K* cf — K* med +hK тс; — 2т(т ZÍ — her) — m dt + hd; +mdt — m d; = Т, 

K* cf — Kt met Tm €f Аст + 3m(m tt — hoy) — m° dt + h dç + 

m(m df — hdi) = T, — AK” m, 


K* с —m(Kt cf 一 PK ст) сі Б т(тсі Вст) + һат = 
Т, = АКУ Г — АГ, — hm Г, | (8— 106) 
式 中 


1 


W, = R 


(A, А), T, = =(At —hA,) +h(B;—mBZ,) — (Bi— mBt, 


1 
R 
| (8 – 107) 
如 果 在 式 (8 -99) 和 (8 -100) 中 取 足 够 多 的 项 , 则 可 得 到 满意 的 全 场 位 移 和 应 力 解 。 在 
上 列 诸 式 中 ,cr 和 di 不 影响 应 力 场 ,因而 可 令 吕 一 dz = 0, W сб, di 用 来 保证 位 移 的 
连续 性 。 

Xt Р ABSA m = 0, R = а, 此 时 可 以 得 到 封闭 解 扩 2 ,详细 表达 式 此 处 略 去 。 


8.3.4 例题 


讨论 圆 形 夹杂 。 夹 杂 半 径 尺 = 0. 005 m, 无 穷 远 处 仅 承受 电场 载荷 E” = 105e#(V/m) , 
基体 材料 为 具有 高 介 电 常数 的 聚 醚 薄膜 MP1880, 基 本 材料 常数 为 王 = 0.71 MPa, vy = 


0.49, а =—7.08X10™ F/m, a, =— 2. 142 X 10° F/m, e = 1. 78 х 107" F/m, 讨论 下 
ЇЧ SP Їйї: 
CD 情况 1 К< =1,в= 1.3, ZZR) в 2,6-1, BE 8-2, 
(2) 情况 2: Же =, k= 1.3, ai af _ 3(mi).p- 2,2 =з, WB 8-3, 
(3) 情况 3: = 0.8, h = 0.7, ai = 3(mi).e- 2,2 = 1, RAs- 
(4) 情况 4: R= 1.0, k= 1.3, aa = (R4) в= 4,2 =з, жишв-5. 


诸 图 中 纵 坐 标 为 量 网 一 应 力 oy / шо» Go =—кЕр ЕР /4, 横 坐 标 为 量 纲 一 距离 z /R, 各 图 
Ay 1, 3, 5(2, 4, 6) 是 af/ar = а}/а = 3(1/3) 时 的 о/о, 022/00» сл: Гоо В х./Е H 
分 布 曲 线 。 从 诸 图 可 知 ,由 于 电场 体积 力作 用 ,基体 和 夹杂 界面 上 的 机 械 面 力 是 不 连续 的 ,这 
在 图 8-5 中 特别 明显 。 夹 杂 内 部 的 应 力 一 般 是 不 均匀 的 ,但 由 于 电场 的 总 体 影响 较 小 ,所 以 
不 很 明显 ,这 和 线性 的 情况 不 同 ,线性 情况 下 ,夹杂 内 部 的 应 力 是 均匀 分 布 的 。 


Ed нон — 0 


иаа —@ 


= „о, 
о/о, 20 
20 10 
0 0 
J 一 10 
204 ~20 
-s— | —— | 
一 一 2 一 30 一 "一 2 
一 40 ] 一 6 一 了 —40 —3 
J 一 一 4 一 一 4 
во —а— 5, 6 —50 —+— 5,6 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 r/R 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 rR 
图 8-2 情况 1 下 , 量 纲 一 应 力 o, /oo 随 图 8-3 和 情况 2 下 , 量 纲 一 应 力 ov /oo В 
量 纲 一 距离 zi /R 的 分 布 BAER a/R 的 分 布 
c =, 
3 
2 
1 
0 
—1 
= 
一 2? 一 kw 一 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 r/R 3 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 xJ/R 
图 8-4 情况 3 下 , 量 纲 一 应 力 o /oo 随 图 8-5 情况 4 下 , 量 纲 一 应 力 o/o 随 
量 岗 一 距离 x1/R 的 分 布 量 纲 一 距离 x1/R 的 分 布 


8.4 裂纹 端 部 局 部 电 饱 和 时 的 裂纹 的 解 C4 


8.4.1 绝缘 裂纹 问题 概述 


通常 带 有 裂纹 的 电 致 伸缩 陶瓷 在 工作 状态 下 , 裂 尖 的 机 械 性 质 往往 处 于 弹性 范围 ,但 在 高 
电场 作用 下 , 裂 尖 的 电学 性 质 会 产生 饱和 ,为 了 更 好 地 理解 这 类 工 况 下 的 材料 的 力学 状态 ， 
Jiang 和 Kuangt1 呈 讨论 了 无 穷 远 处 作用 广义 载荷 的 带 有 中 心 裂纹 压 电 陶瓷 的 无 限 大 板 在 裂 尖 
发 生 局 部 电学 饱和 的 裂纹 问题 。 设 裂纹 长 为 24, 坐 标 原 点 取 在 裂纹 中 心 。 此 时 间 题 可 以 划分 
为 三 个 区 域 Si 十 Sx 十 So。。Sr 和 Se 为 左右 裂 尖 的 电学 饱和 区 ,S, 为 在 此 两 区 域 之 外 的 线性 区 
(图 8-6(a))。 在 电学 线性 区 域 5,, | E |= VEE, < E., 材料 服从 本 构 关系 式 (8 -1) ,在 电 
学 非 线性 区 域 SL 和 Ss 有 


oy = dew dy; + 2Gey — (a, D:D; + аз ,0,5)/(0222) 


(8 – 108) 
D: = D. Е,/ | E |, | E |= VE,E, = E. 


AY D. 和 E, 分 别 为 饱和 电位 移 和 饱和 电场 ,本 分 析 中 取 为 常数 ,2 为 某 实验 常数 。 相 应 的 线 | 


性 问题 示 于 图 8-6(b)。 问 题 的 边界 条 件 为 


О = ау, E = Е?+1ЕЎ = Ee”, KEL pp — СО 


-1 
D, = 0, z = 0, —a < z, <a 8 09) 
Eb 一 +1ЁЕ, BE =E" +iE; 
非 线 性 问题 线性 问题 
(a) (b) 
图 8-6 裂纹 分 区 模型 
(а) 具有 电学 饱和 区 的 三 区 域 模型 ; (b) 线性 裂纹 问题 模型 
8.4.2 绝缘 有 裂纹 裂 尖 局 部 饱和 时 电 和 致 伸缩 材料 中 的 电场 
D 玫 尖 无 局 部 饱和 时 的 中 心 裂纹 的 电场 解 
按 式 (8 -7? 和 (8- 8), 有 
D, =— += Cz) +w'(z)], D, = i= [u Cz) — w (z) ] (8 - 110) 


中 心 裂 纹 面 上 的 边界 条 件 是 
Di = D; =0, 或 wT (0) wt (0) = (ow G)=0 (8-111) 
式 中 上 标 “ 十 ”表示 裂纹 面 的 上 岸 ,上 标 “ 一 ”表示 裂纹 面 的 下 岸 。 由 上 式 推出 
[w (0) — wo) J + [ш (а) ~ w oT = 0 
Lw (а) — w OT [u (a) — w/o) 1 = 0 


(8-112) 


上 式 是 标准 的 Hilbert 问题 , 按 题 意 , 当 | z |— оо BF, ш (2) = Г 一 一 E”。 解 此 问题 ,得 


, _ 1 — z 1 ро x= co 
=) = ors Бә aaa PP PD ÉE: 27 — ай Ei (8-113) 


wz) = ЕЎ уза? — a —EPe 
ERR z= a 附近 ,有 


ш (2) = Ep — Ера ЛЕЎ Va -ke _ (8-114) 
2? — а? fan у а /2n(z— а) 


RP Ks = EZ vna 是 电场 强度 因子 。 今 后 将 不 计 Er 的 影响 , 因 其 不 影响 裂 尖 渐 近 场 。 


ET 


СТТ 


在 以 裂 尖 为 坐标 原点 的 局 部 坐标 系 Ozi rh, ж = z—a = re” (图 5-1), 故 有 


, iK | ik К ; 
w (=) = Е , Е iE. E = E е_ї# 
2 p om ш (8-115) 
E: 一 一 Кк sin б. Е, 一 Ke cos 0 
M2nr V2nr 


2) 存在 裂 尖 局 部 饱和 区 Sp 时 的 电场 近似 解 

裂 尖 局 部 饱和 区 域 模 型 的 电场 问题 和 下 型 裂纹 裂 尖 的 弹 塑 性 问题 相 类 似 , 两 者 的 控制 方 
程 具有 相同 的 数学 形式 ,因而 可 以 借用 那里 的 方法 。 中 心 裂 纹 的 裂 尖 渐 近 解 和 半 无 限 裂纹 的 
和 裂 尖 新 近 解 是 相同 的 ,因而 讨论 更 方便 的 半 无 限 和 裂纹 问题 。 下 面 采 用 坐标 原点 取 在 裂纹 右 尖 
点 的 局 部 坐标 系 Oy (图 8- 7) ,其 上 的 点 用 zi 表示 。 在 =, 平面 上 的 边 值 问 题 为 


Dz = 0, у; = 0, — оо < у < 0 


JD: + D; = D., z, € Sk (8-116) 
D: + D} = 0, 2] — ОО 


N A 


Imé=D,/D, 
Im [ g(¿ )]=0 


Re£=D;,/D. 


(a) (b) 
图 8-7 RRI RA K 
(a) MAPE х; Ch) 电位 移 变 换 平面 
式 中 Ss 不 包含 OQ 点。 把 在 zi 平面 上 求解 电场 的 问题 转换 为 在 量 纲 一 的 电位 移 $ 二 名 十 和平 
面 上 求解 坐标 zx; 的 问题 。 为 此 ,在 $ 平 面 上 令 


&= (р, +1р,)/0р,, X é= (Е, +iE,)/E, =— iw / E, (8 -117) 
按 式 (8 – 115) ,把 在 裂 尖 电场 饱和 区 内 的 电位 移 设 成 下 列 形式 
D, =— D.sin0, D, = D.cos 0 (8 - 118) 


显然 , ys 一 0 对 应 于 9 二 0 和 x/2, 故 上 式 满足 式 (8 - 116) 表 示 的 裂纹 面 上 的 边界 条 件 。 设 饱 
和 区 S, 内 没有 自由 电荷 , 故 有 р, = 0。 参照 图 8 -7, 在 z, 平面 上 存在 如 下 关系 


сап б = у /у › z = y 十 1ys (8-119) 
设 上 是 饱和 区 Sr 的 边界 及 =RCO) 上 的 一 点 , 则 可 以 把 上 写成 下 列 形 式 
t = Re” (8 - 120) 


式 中 RCO) 是 待定 的 函数 。 于 是 按 式 (8 -117) 和 (8 - 118), Se 在 上 平面 上 的 边界 是 е" = 5。 
对 应 于 式 (8- 116) ,在 平面 上 的 边 值 问题 为 


уз = 0, — оо < y < 0, Кеё = 0 
21 Є R, E= е? (8-121) 


21 — оо, ё = 0 


Җ (8 -121) 在 $ 平 面 上 代表 的 图 形 是 右 半 平面 上 的 单位 半圆 和 一 1 < & < 1 的 一 段 虚 轴 。 此 
区 域内 的 《和 zi 平面 上 式 (8 -116) 代 表 的 饱和 区 域 之 外 的 = 对 应 。 现 在 的 问题 是 要 寻求 一 
个 满足 上 述 要 求 的 待定 变换 zi 一 fC, = fO), Жир о = e“, 根据 上 面 提出 的 要 求 ,可 令 


RO = sf @) (8 - 122) 
因为 R(0) 是 实数 ,所 以 应 有 
sf) —of) 一 0， 或 Im[5f (DD]=0 (8 - 123) 
把 线性 问题 的 渐 近 解 式 (8 -115) 看 成 是 z, oot WY a 2 X AR В 


(E. 2 = (E, + iE,)2 =— (Е, — iE)’ 
z, =— Kkš/2=(E, — iE)? = Кї®/2т(Е,&)* 


用 线性 渐 近 解 代 表 无 穷 远 处 的 边界 条 件 , 这 正 是 问题 的 解 的 近似 之 处 。 上 式 满足 z 一 se 时 
£ =0 的 条 件 。 按 照 式 (8 -123) ,在 单位 圆周 上 有 


ID = sfGa), RIO = = flo) (8 – 125) 
由 此 推出 饱和 区 外 电场 的 近似 解 为 


(8 – 124) 


z, = f(@) = Ke т), ш (z) = iKe 
2nE- VBrz — (КЕГЕ)? 


显然 ,上 式 满足 式 (8 -125) 和 =, — оо 时 6 一 0 的 要 求 。 同 时 在 z 平面 上 ,饱和 区 的 边界 为 


(8 ~ 126) 


2 2 
КЕ Gtr) = КЕ 


ФЕ? ХЕ? OS? (8 - 127) 


2 
R(0) = af) = 2а +52) = 


上 式 表 明 ,裂纹 端 部 饱和 区 是 一 个 半径 为 ВА, А. 
p = KE/(2xE:) (8 -128) 


这 一 结果 也 可 直接 由 线性 问题 的 渐 近 解 近 似 获得 。 事 实 上 ,如 在 式 (8 - 115) 中 令 E: + E: = 
E: 时 的 7 为 饱和 区 的 半径 , 便 可 得 到 式 (8 - 128). 

3) BER B 348346 HH ря аъ 

前 面 给 出 了 裂 尖 无 饱和 区 时 的 全 场 电场 解 和 裂 尖 局 部 饱和 时 电场 的 近似 解 。 对 于 裂 尖 区 
局 部 饱和 时 的 中 心 裂 纹 的 全 场 电 场 解 , 借 用 断裂 力学 中 有 效 裂 纹 长 度 的 方法 , 即 把 裂纹 的 真实 
长 度 用 有 效 长 度 来 代替 ,然后 把 有 效 裂 纹 看 成 理想 线性 裂纹 时 的 电场 解 , 作 为 真实 有 裂纹 存在 裂 
尖 局 部 饱和 时 的 除 饱和 区 外 的 线性 区 的 电场 解 (图 8-7), 式 (8 -126) 正 是 这 种 理论 的 数学 表 
述 。 按 式 (8 -126) ,有 效 裂纹 长 度 取 

Ki EF)’ 
аш = a+o p= nE? =a = ЕЕ? 


从 而 按 式 (8 - 126) ,对 于 中 心 裂纹 ,在 除 饱 和 区 外 的 线性 区 S, 内 的 电场 为 


(8-129) 


EE, 


IEE TIN) 


E, + iE, = EF z Ep.  — K z 
ма? — (a + р)? wVrCa 十 p) у=? — lato 


w(x) = iE? Vz — (а-о)? — ЕГ 
按 式 (8 -117) 和 (8 - 118) ,在 饱和 区 Sr 内 的 电场 解 为 
D, +iD, = De (8-131) 
现在 还 需 证 明 S, 区 内 的 解 式 (8 -130) 和 Sk 区 内 的 解 式 (8 - 


131) 在 界面 上 是 近似 相等 的 。 注 意 到 在 Ss 区 的 边界 上 有 
z =a + p+ pe? (O = 26) (B 8-8) ,以 此 代入 式 (8- 130) ,得 


(8 一 130) 


єа+р+ре'® 


‚з — _ Ez (а Бр oe) Е?Ма+о [I wv 
Е, T iE - - == e ay 
J Qa + 20+ pe?) pe® /2 о 
| | 电学 右 饱 和 区 
Е.е tE, e" (8 - 132) Wai 
4(а +p) 图 8-8 裂 尖 局 部 饱和 区 的 电场 


由 此 可 见 ,在 精确 到 р (a 十 p) 的 量 级 内 ‚ % 区 内 的 解 到 Sr 区 
内 的 解 是 连续 的 。 而 对 于 通常 的 情形 , p/ (а р) <1, 所 以 上 面 得 到 的 解 是 合理 的 。 


8.4.3 绝缘 裂纹 裂 尖 局 部 饱和 时 电 致 伸缩 材料 中 的 应 力 场 


1) 非 饱 和 区 的 应 力 场 

由 于 无 限 板 的 机 械 性 质 是 弹性 的 , 裂 尖 没有 塑性 区 ,所 以 这 里 的 问题 和 8.1.4 节 是 类 
似 的 , 令 5= 二 0, m=1, R =a/2, 便 可 从 椭圆 孔 的 解 转换 为 中 心 裂纹 的 解 ,和 那里 的 差别 在 
于 电场 的 表达 式 。 因 此 式 (8 -31) 一 (8 - 34) 在 这 里 同样 适用 ,只 须 把 8. 1.4 节 中 的 电场 表 
达 式 (8-26) 换 成 本 处 的 式 (8 -130)。 设 ЕТ = 0, 综合 起 来 ,在 变换 平面 $ 上 ,确定 应 力 势 的 
方程 为 


a) — _— 
бо) Sa + g(a) + фа) + Lieu (a) wo) = 0 
w (0) 2 
$69) = TIRG ф(6), PO) = Г.К6 + WS) (8 - 133) 


wz) = ЕТ ve а? = IEP VLG FSF — [2(a + p) /a Т] 


式 中 变换 函数 z = w(5) 由 式 (8 - 208M, Г, 由 式 (8 -32) 表 示 。 把 上 式 的 第 一 式 和 它 的 
HATERA ARA de/[2xile — 6) ], 再 利用 Cauchy 型 积分 的 初等 积分 公式 , 便 得 


_ Габ _ Da Pa wa (E) 

#(6) с 2 + $o 5 $o (6) = 26 26 + 26 е=а+те =а+р+[е® 
_ Das Га Dia ga +62), kal EF)’ 

KO = ae mis @ Df) T ç 


(8— 134) 
由 上 式 易于 得 到 OR ESR. ERRA aa tree a 
CRS 9), AR pO ЖШ ЕЛУ 8 pk TC Tr 43345 А 
应 力 的 渐 近 展开 式 为 图 8-9 等 效 裂纹 


# Еи = (CP, +P, HEZ) + CP, БГ, + ES?) el”? J /a/2r + cE? (a + в) /21 


zs Len +P, HED — (г +2P, — Г; HEZ] /a/r — 


O22 — бп + 21 G = 一 
e ORES? (а + p)/2l 
i=|re’—p|, @=Arg(re’—p) 


(8 - 135) 


因为 | re’—pl>o, 所 以 它 是 有 限 值 。 
2) 饱和 区 内 的 应 力 场 
在 饱和 区 Sp 内 ,电位 移 取 有 限 值 , 因 此 裂 尖 应 力 渐 近 解 可 设 为 


Gy = AY (0) / Yr FAP (0) /o + Cr) (8 - 136) 


上 式 表 明 , 和 电学 线性 理论 不 同 , 局 部 饱和 理论 中 的 应 力 在 裂 尖 处 仍然 具有 1 人 Mr 的 奇异 性 。 
由 于 电位 移 在 S. 和 S, 的 界面 上 连续 ,所 以 Maxwell 应 力也 连续 ,从 而 机 械 应 力 和 伪 总 应 力 
在 界面 上 也 连续 。 所 以 可 以 通过 应 力 在 界面 上 连续 的 条 件 求 出 hy СӨ), Ау (0) , Вр 


hip (0) + hie’ (0) 十 至 hi? (0) FAY CO) _ 
VRO) 0 


Е? ( + ) = —i со 18/ 
— + (Car, HT, Е) е + Or + T, + Е)" 1 |у . 
ASP (8) — ASP CO) + 21А (0) ASP (0) — AY? (0) + 21А:2 (0) 
+ = (8 - 137) 
JRO p 
sio КЁ? (Qto _ 1 


一 一 e 3%2[ (27, +T: HES?) 一 
2% 2 


CD + 2r; — Г, + «EZ? е] РО 


RP L =| RO.” —o |, 并 利用 了 8B 一 20. ERF RO = 2рсоѕ 0, 同时 | RO — p |= p, 
4 р/а < 1 Et, (a 十 p)/ | RO — р |œ а/р. 比较 YR 和 1/p 前 的 系数 ,可 得 


ё +ди = (CP, +7, HKE?) + (COP, +P, HEZ?) J /a/2r + кЕ??а/2р 

Gee — ğu t 2i ðr = — 1 егу +7, +кЕ?Эе 一 (8-138) 
22 
(D + 2r: — Г, HEZ e] /а/т — eE a/2p 


易于 证 明 上 式 表示 的 应 力 场 在 精确 到 o ! 和 1Mr 的 量 级 时 ,它们 在 Sk AS 的 界面 上 
连续 。 

3) # k & 3 t 2 É 

式 (8-135) 和 (8 - 136) 代 表 的 应 力 场 可 以 分 成 4 个 区 (图 8- 10)。 


EE 


наваг 


线性 区 和 人 饱和 区 分 界线 
图 8-10 裂 尖 应 力 场 的 分 区 


区 域 工 , 极 靠近 裂 尖 区 : Ya/r % а/о, т < р /а„ 在 此 区 内 ,应 力 具 有 1/Yr 的 奇异 性 


ё ton = CCD, +r -+„кЕ??)е + (2D, +I, HEZ? el” ]Va/2r 


_ _ o 1 
G22 — би + 2162 55 


e сг, + Г, +E?) e (8 - 139) 


(20, + 20; — Г, + Eye] Va/r 
KIR H БХЖ [ Oh AK. Ya/r ~ а/р. & Va/r, а/о 的 项 都 对 应 力 场 有 影响 ,必须 
用 公式 (8 -138) 计 算 。 此 区 内 电场 和 应 力 都 没有 奇异 性 。 
区 域 焉 ,接近 饱和 区 的 线性 区 : Va/r ~ a/ | те —p |, 此 时 需 用 式 (8 - 135) 计 算 。 
KRN ,远离 饱和 区 的 线性 区 : Va/r >а/ | re°—p |， ШЕ a/ | те — o | 的 项 可 以 略 
去 ,从 而 又 可 用 式 (8 - 139) 计 算 ,应 力 再 次 具有 1/Yr 的 性 质 ,但 已 不 再 代表 奇异 性 。 
8.4.4 传导 有 裂纹 问题 


对 于 传导 裂纹 或 没有 刚度 的 电极 问题 ,问题 的 电学 边界 条 件 不 同 于 裂纹 ,此 时 为 
Gy = 0, E = ЕЎ+1ЕЎ = Е,е?, LyLp CO 
p=0, RE, =0,z =0, -a <1 <a 
1) 线性 问题 的 解 
按 式 (8 -8) ,电极 面 上 的 边界 条 件 是 
ET=Er=0, 或 w+ (0) ut (a) = ш ()+w (0) = 0 (8 一 141) 
对 于 位 于 (一 a, a) 的 中 心 烈 纹 ,由 上 式 推出 


(8 – 140) 


ш (z) =— ЕТ 3 +1Е?, wlz) =— EZ? Vx —a’ ++iE?z (8 - 142) 


z са 


ERR z = а 附近 的 渐 近 解 为 


w(z) =— EtiE а КЕ — Ate, а за 
М 2т=\ 2ur 


(8 - 143) 


Ke Ke . oo 
со50, E, = sin 0, Ke = Еў / mwa 


2) BERK E S Ye ie B Sk 时 的 电场 近似 解 
类 似 于 绝缘 裂纹 问题 ,讨论 更 方便 的 半 无 限 裂 问题 。 下 面 采用 坐标 原点 取 在 裂纹 右 尖 点 
的 局 部 坐标 系 Oy, (图 8- 7), 其 上 的 点 用 zi Rm. Ez 平面 上 的 边 值 问题 为 
Ют= 0, у, = 0, — c° < у 0 
fDi + Di = D., =, € Sk (8-144) 
D? + Di = 0, z, — оо 
我 们 把 在 z 平面 上 求解 电场 的 问题 转换 为 在 量 纲 一 的 电场 5 一 和 4 十 i9* 平面 上 求解 坐标 zi 的 
问题 。 为 此 ,在 5 平面 上 令 


` $= (р, —iD,)/D., 或 5 = (Е, –1Е,)/Е, (8— 145) 
按 式 (8 - 143) ,把 在 裂 尖 电场 饱和 区 内 的 电位 移 设 成 下 列 形式 
D, = D.cos0, Р, = D,sin@ (8 146) 


显然 ,上 式 满足 式 (8 - 140) fll 0 = x 时 电极 上 的 边界 条 件 。 重 复 8. 4.2 节 中 2) 的 讨论 ,仍然 得 
到 饱和 区 的 边界 和 半径 分 别 为 


2 
КӨ = Кі созд, р = K%/(2nE2) (8-147) 


车 在 式 (8 - 143) 中 令 Е: E= Es 时 的 7 为 饱和 区 的 半径 ,也 可 得 到 式 (8 — 147). 
和 前 面 一 样 ,讨论 中 心 裂纹 的 电场 和 应 力 的 近似 解 ,这 并 无 困难 。 本 处 略 去 。 


8.5 电 载荷 作用 下 绝缘 裂纹 的 渐 近 分 析 


8.5.1 问题 概述 


上 一 节 中 讨论 了 一 般 载 荷 作用 下 烈 纹 端 部 局 部 电 饱 和 时 的 询 纹 的 近似 解 ,本 节 对 这 同一 问 
题 作 浙 近 分 析 。 裂 纹 的 扩展 主要 决定 于 裂 尖 附近 的 应 力 场 。 因 此 ,为 使 问题 简化 ,把 坐标 (xi， 
心 ) 或 极 坐标 (r，0) 的 原点 取 在 裂 尖 处 EH z = z tir 二 re”; 通常 裂纹 长 度 远大 于 我 们 感 兴趣 
的 裂 尖 区 ,所 以 可 以 把 裂纹 看 成 无 限 长 ,而 把 无 穷 远 处 的 边界 条 件 取 成 线性 问题 的 渐 近 解 。 
Beom 和 Kim5 讨 论 过 这 类 渐 近 解 问题 。 他 们 取 用 以 e, DD 为 自 变量 的 下 列 本 构 方 程 


є = LE o — 8,4) + QU + gq) D.D, — Qa Q +) D.D, (8 - 148) 


式 中 Y 是 弹性 模 量 ,v 是 Poisson 比 ,Q ЯП а 是 电 致 伸缩 系数 。 显 然 , 上 述 本 构 方 程 和 式 (8 - 
11) 是 等 价 的 。 相 应 地 ,上 一 节 给 出 的 线性 区 域 的 电场 解 式 (8 -115) 现 在 改 为 D, tiD = Кь/ 


/2х= 。 在 渐 近 分 析 中 便 把 它 取 为 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ( 图 8 - 11), 即 
D, +iD, = Кь/ /2те›, | z |>% (8 - 149) 
sh Ky 为 电位 移 强度 因子 。 按 式 (8 - 130) 和 (8 - 131) ,电位 移 的 近似 解 取 为 


EE 


JERSE 


8-11 AAAI B+ W Bas 


D, + iD, = Kp/ м 26, 6 = zp (线性 区 ) 

D, +10, = De (饱和 区 ) | 
式 中 p 是 饱和 区 的 半径 , o = K$/(2xD?)。 现在 的 问题 就 化 为 在 上 述 电 场 作 用 下 求 应 力 的 渐 近 
解 。 按 图 8-11, 原 问题 可 以 分 解 成 两 个 问题 的 番 加 ;问题 I :无 裂纹 时 的 分 析 , 这 一 分 析 将 在 
实际 的 裂纹 面 上 产生 面 力 of ;问题 [ ;在 裂纹 面 上 施加 一 o; 时 的 渐 近 分 析 。 

根据 式 (8 -150) 表 示 的 饱和 区 的 电位 移 , 由 式 (8 - 148) 得 出 的 应 变 为 
є =—QqDi(1+v), е = QDA — qu), eh =0 (8 – 151) 

显然 ,上 述 应 变 满足 协调 方程 ,不 产生 应 力 。 与 之 对 应 的 无 刚体 位 移 的 位 移 为 

a =—QqDi(l+wr, uz = QD:(1 +qr0 


u + іші? = QD? [— (1 +y)q + i(1 + q)0 ]z 


(8 – 150) 


(8 – 152) 


8.5.2 渐 近 分 析 


对 于 陶瓷 一 类 材料 ,应 力 是 有 限 的 ,但 应 变 很 小 ,由 应 变 引 起 的 位 移 也 很 小 ,所 以 引起 的 介 

质 内 的 电力 也 很 小 ,可 以 略 去 , 即 Maxwell 应 力 的 影响 可 以 略 去 ,因而 Cauchy 应 力 和 伪 总 应 
力 近 似 相 同 。 类 似 于 式 (8 -9) (8-19), (8 -20) 和 (8 - 22) ,并 注意 到 现在 的 自 变 量 是 ec, D, 
而 不 是 go, 五 。 在 5 一 z 一 5 的 平面 上 ,易于 导出 线性 区 的 复 变 函数 公式 为 

D = D, + iD, =— w (6) 

2GGa + iu) = Kg (6) —$ф (6) — WS) + hws) w (6) + 4G1 — Wm ha) 

oz tou = 2[#' 06) + Ф (S) ] — 2hw’ (6) w (S) | (8 - 153) 

on — оц + 2isy = 215" (6) + ф (6) ] — hw" (6) w) 

СР, +iP,) = [z # (G) + 4+ HO — № (6) w (0) 


式 中 


K=3-4,h= 1—(1+2v)¢ GQ m=? 1— (1 + 2)9 
2 1—у› 1+9 
iK (8 154) 
QS) = [саса w (С) =— D. + ID, = aD 
fens 
iid ea Al OX BJ Ж ЗЕ RARAN 
2G(u; + iu) = K#(@) — z$ (б) — PS) + 2G(ul + ind) 
022 + ou = 2[ 2 (6) + ¢ СО] 
(8-155) 


oz — ou 十 2io = 2[$ (5) + ХОЛ 
i(P, +1Р,) = [Ф (S) + 405) + 6) 1] 
式 (8-153) 和 (8- 155) 代 表 的 两 组 解 , 在 饱和 区 和 线性 区 的 界面 上 要 满足 位 移 和 面 力 连续 的 
条 件 , 线 性 区 的 解 还 要 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 。 
1) 问题 工 的 解 
首先 设 解 取 以 下 形式 : 
RHR: gE =—oopln(S /p) + $269), ($) 一 一 oopoln(5 /o) + yo (6) 
饱和 区 : ф.(6) 一 和 49)， 办 (5) = (6), о = [41492 /8(1 —y)]YQD? 
把 以 上 两 式 代 入 式 (8-153) 和 (8 — 155), 便 得 由 线性 区 和 饱和 区 趋 近 界 面 时 的 下 列 公式 
线性 区 一 侧 : 2GCu, 十 iwz) + (P, + iP,) = 
401 —v){L-aopln(S /p) + ф: (6) ] +m7has)} (8 - 157) 
饱和 区 一 侧 : 2G(w + ia.) + i(P, + iP,) = 4(1 —v) $i) + 2GCui + iuz) 
在 界面 上 位 移 和 面 力 连续 的 条 件 要 求 
ф: (60) 一 页 (9o) = aoplIn(So/p) + m/2 — 1101 + $0/p) (8 – 158) 


式 中 go 一 oeie 是 5 在 饱和 区 边界 上 的 值 。 计 及 无 穷 远 处 位 移 为 零 ,借助 解析 延 拓 理 论 ,由 上 式 得 


(8—156) 


po 


(8 - 159) 
类 似 地 ,在 界面 上 面 力 iCP: 十 iP:) 连 续 的 条 件 要 求 
1 a 

ge (Go) — ф (So) = | +m) £ 4 Fm—1 In & | (8 — 160) 

计 及 无 穷 远 处 位 移 和 合力 为 零 ,借助 解析 延 拓 理 论 , 由 上 式 得 

ç 
Wn (6) = oop (+m) Ё+1 —m+4a—v) 

| STe | (8-161) 


ga (6) = a [Lema t) 


从 而 有 


жишш wow 全 


[in Š 5 © 
线性 区 : 二 op 一 In 二 十 (1 十 一 )1 1 
线性 区 (O 一 cpl 一 ( ейте tl] 
= о Lin & ç _ _ 
PS) = оор (1 +m) Ç pote m + 4(1 » | 
— Syfi e 1, 
饱和 区 : PO = oop] (lt) + 5m 1)+1] 


Sto 


[ 
WO = op(—In2 =! — Sm 3—4) 


2) ЖП) 
首先 由 式 (8-153) 和 (8 - 162) , 求 得 


— (+m) С°) | sh = 0 


然后 ,在原 裂纹 面 上 施加 一 ciz ,再 求 这 一 纯 弹 性 问题 的 解 ,其 解 为 


di = Oo [ = e 


| 


$ (0) = | 22+ ; a +m (=) — 


10+ т)" — ~ Zarcoth j Ž +2 F 
Ме (z — р)? 
3) 原 问 题 的 解 
最 终 求 得 原 问题 的 应 力 场 为 
线性 区 : 
2 
= tou = аке (1+ о(—#— ) —tatm) 20870 
= — р z (=— р) 


4arcoth,/= +4 2 | am е 
p N z | z—p| 
ЕЕЕ -Žž +m) [—— e ) т Р J= tE. 
2 z—p z z— z) z—p 


(8-162) 


(8 - 163) 


(8 - 164) 


(8 - 165) 


(8 — 166) 


2 
je —1ı)— a Е 1+т |£ (È — 6pz —3 5], 
К z 5 mt 8 = ТСЕ? РР 


饱和 区 : 


2 


ta ton аве 2m = — 21n Š 二 + tm) (2 3) = 
Sat m) Е 一 十 4 L | 一 am 
N z z— N o ^/ 
022 011 n — _ z 一 L e 
w 2iow = a zt (z Pl p Das 


(8 - 167) 


itm Je P (2 6 — 32) | 
(+m) — -二 gt пон pr 3 


显然 ,裂纹 端 部 具有 1/Vr 的 奇异 性 ,同时 也 和 p/(z 一 p) 相 关 。 更 详细 的 讨论 见 文献 [115]。 
对 于 传导 裂纹 问题 ,可 类 似 处 理 。Hao、Gong 和 500019, Yang 和 Ѕио 7 等 都 研究 过 。 


8.6 关于 电 致 伸缩 材料 理论 的 某 些 注 记 


8.6.1 关于 本 章 的 说 明 


电 致 伸缩 材料 的 理论 属于 非 线 性 电 弹 性 理论 的 范畴 ,目前 有 关 变 形 电介质 中 的 非 线性 电 
弹性 理论 存在 一 些 不 同意 见 , 尚 需 进一步 研究 。 本 章 讨 论 过 的 理论 ,主要 是 本 书 作 者 和 他 的 合 
作者 的 认识 ,是 一 家 之 见 。 因 此 有 必要 在 这 里 对 其 他 的 理论 和 看 法 做 一 些 简 要 的 叙述 ,以 供 读 
者 研究 。 


8.6.2 Stratton, Landau 和 Lifshitz 的 理论 和 一 些 学 者 的 意见 


Stratton[2(1941) Landau 和 Lifshitz"! (1959) 先 后 从 能 量 的 角度 研究 了 变形 电介质 中 
的 静电 力 。 他 们 的 基本 理论 如 下 。 讨 论 图 8- 12 所 示 
的 无 限 平板 电容 器 , 充 以 各 向 同性 电介质 ,上 电极 接 
地 ,能 自由 移动 ,固定 的 下 电极 接 电源 ,在 介质 内 产生 
HAER Е, 吾 沿 表 面 法 线 HPA ЖАБ n W z, HH 
正 向 。 对 于 一 般 的 曲面 ,我 们 可 取出 一 微小 表面 ,再 把 
它 看 成 为 平面 ,然后 照 上 面 方法 处 理 。 在 保持 温度 和 
电势 不 变 的 条 件 下 , 现 给 上 电极 一 虚 位 移 &, 则 介质 内 
任 一 点 的 虚 位 移 u 和 介质 厚度 的 变化 5h 为 


и = ёх›/Һ, ea = (En, + &n;)/2h, dh = Een (8 - 168) 


KH zs 从 下 表面 算 起 ,和 法 线 方向 A,R m =m = 0, ns = 1, 
由 于 虚 位 移 后 在 x 的 质点 虚 位 移 前 在 x 一 & 处 ,所 以 空间 点 的 电势 因 虚 位 移 引 起 的 变化 为 


dp = фк ш) — g(x) =—uVg = uE, 8Е=—У(бр) =— +n(E + 8) (8-169) 


介质 中 的 电 Gibbs 自由 能 g° 为 


g° Cen , Е,) == go (ga) — D.E,/2, D; = EaE, ‚ Єй = Eg Ùir + аєа 十 az Emm Siz 
(8-170) 


式 中 go (eu ) 为 不 存在 电场 时 电介质 中 的 电 Gibbs 自由 能 ,e, 为 变形 前 (各 向 同性 ) 电 介质 的 介 
电 系数 ,ai，as 为 电 致 伸缩 系数 ,5 为 kronecker д, 

作用 在 上 表面 上 的 应 力 对 环境 作 功 为 一 ow&m4 ,其 中 oi 为 介质 中 的 应 力 , 按 虚 功 原理 , 它 
应 由 介质 的 电 Gibbs 自由 能 g* 的 减少 来 提供 ,所 以 有 
Әв" 


gani: = Һр" + gdh = h| E 
ik 


Әв* esp — 
Š € + Ee )te òh = 


人 


Əgo . 
ЕЗ 一 (al + 428i) Бел jen Ер, ТРЕ, (sg = 5 DiE +) Gn.) 


OE h 2 
(8-171) 
EEA ЕЖЕ ЛУШ g 后 , 便 可 推出 
Ә, 
Ck 一 E 一 La au 一 l p,E,8, 一 
Ән 2 
Ə 
Bo _ Ica + azEmm Sa) Е.Е, +e, EE += E, En Si = O80 + oh (8-172) 
Әє;ь 2 Oe 


oh = 2-02 —a,)E,E; — 16 +а)Е,Е, 8, 


式 中 Ogo /ei 为 不 存在 电场 时 电介质 中 的 应 力 。Strattont* 中 Shkel 和 Klingenberg l X E 
述 公式 中 的 of BA Maxwell 应 力 ,oh,, 就 是 静电 体积 力 。Shkel and Klingenberg[2a5 利 用 这 一 
理论 进行 了 实验 研究 ,并 认为 “The ultimate deformation depends on the elastic properties of 
the fixtures attached to the material (eg. the electrodes). The (electrostrictive) coefficients 
зы are therefore not strictly material parameters, but rather characteristics of the entire 
system. ”, Guillot, Jarzynski 和 Balizer‘!*! {А X “Maxwell stress is an external effect, 
independent of intrinsic electromechanical properties of the material”, 并 认为 实验 中 测 得 的 应 
力 是 由 本 构 方 程 得 到 的 电 致 伸缩 应 力 与 Maxwell 应 力 之 和 , “strictly speaking, the Maxwell 
stress tensor does not belong to the electrostrictive equations, but that it should be taken 
into account in the measurements. ... it is possible to factor out its contribution to the total 
response of the film and therefore to identify the isolated contribution due to the (electro 
strictive) tensor only.”; 他 们 还 认为 以 往 实 验 测 得 的 电 致 伸缩 系数 存在 缺陷 。 在 Landau 和 
Lifshitz BU 中 ,他 们 只 是 认为 他 们 的 公式 给 出 了 因 电 场 的 存在 而 产生 的 效应 。 事 实 上 ,由 
公式 的 推导 过 程 很 容易 看 出 ,他 们 的 公式 中 因 电 场 而 产生 的 效应 是 由 两 部 分 组 成 的 , 即 因 虚 位 


移 引起 的 电场 的 变化 所 引起 的 Maxwell 应 力 о = DiE, 一 地 DaEa84， 以 及 因 本 构 方程 而 产生 


的 应 力 一 (1/2) (а. Ра.) Е,Е,. BBA. ARMA Е Æ Cauchy 应 力 , 是 介 
质 中 的 真实 应 力 ,是 引起 材料 破坏 的 应 力 ;而 因 虚 位 移 引 起 的 电场 的 变化 所 引起 的 应 力 是 电场 
施加 给 电介质 的 外 力 ,通常 称 为 Maxwell 应 力 。 


8.6.3 用 Maxwell 电磁 场 方程 研究 电磁 力 


(1) Pao 指出 ,从 Maxwell 电磁 场 方程 出 发 ,得 到 式 (2 -76) 表 示 的 Maxwell 应 力 ,但 不 
是 唯一 的 ,还 可 以 得 到 多 种 表达 式 。 

《2) 从 狭义 相对 论 出 发 ,Minkowski 从 能 量 动量 张 量 的 理论 出 发 ,导出 了 Maxwell 应 力 ， 
和 本 书 的 公式 相同 ,但 它 是 针对 刚体 的 。 

(3) Moont2 在 他 的 《 磁 困 体力 学 》 中 以 及 Zhang, Su 和 Kimi? +40 ER Maxwell 应 力 
c 立 或 类 似 的 表达 式 , 直 接应 用 到 变形 电介质 中 。 


8.6.4 用 微观 力学 计算 静电 力 
动量 方程 取 用 式 (3-9), 即 Vo 十 (f" 十 f°) 一 om， 其 中 的 电力 产 和 磁力 f" 由 电磁 场 的 


微观 理论 去 求 , 即 假设 介质 由 带电 荷 和 磁 荷 或 徽 电 流 环 的 微观 粒子 组 成 ,这 些 带电 粒子 的 相互 
作用 ,产生 电磁 力 和 电磁 力 偶 。 如 2. 6.4 节 式 (2 -150)Lorentz 公式 给 出 


с*= (D@E+BQH)+v@PXB + Ge E: + ш! B 2M- B)I (8-173) 


Eringent!71, Maugin tl 等 人 给 出 f° =p. E+ J x B+ (Уб E)P + d(P x В) /аг. 在 这 一 类 理论 
中 ,带电 粒子 间 的 相互 作用 遵守 Lorentz 公式 


of = oE +Ј, В, © = р. — V ° Р, J. = J + ƏP/Ə: + V x M + V X (V X P) 
(8 – 174) 
Ж Ж ТИЯ, ЛЕ [Н] 89 25k, Pao FE {В PE CET FRAT IE 
8.6.5 ` Knops, Smith 和 Warren 的 理论 


Knops! 1221 首先 研究 了 电 致 伸缩 的 二 维 问 题 ,提出 了 一 般 解 法 ,提出 了 电场 影响 应 力 场 , 应 

力 场 对 电场 的 影响 可 以 略 去 的 看 法 。 随 后 ,Smith 和 Маггеп 讨论 无 限 板 中 含有 一 个 椭圆 
孔 和 刚性 椭圆 夹杂 ,在 无 穷 远 处 承受 广义 外 载荷 的 问题 ,他 们 在 椭圆 孔 上 的 应 力 边界 条 件 中 取 
用 oyn; = 0, 刚性 椭圆 夹杂 上 的 边界 条 件 是 容许 夹杂 有 和 转动。McMeeking 对 他 们 的 结果 进行 
了 较为 详细 的 讨论 。 他 们 取 用 的 平衡 方程 和 本 构 方 程 为 

бу = 0 

oj = Аы 85у + 2Сє» + (2e — a. EE; — (e + a, )E,E, ë; (8—175) 

D, = (ed; + ауе» + azen òy) E; 


在 他 们 的 研究 中 没有 考虑 Maxwell 应 力 和 周围 环境 的 影响 ,本 构 方 程 的 来 源 和 边界 条 件 也 和 
本 章 不 同 。 


8.6.6 McCmeeking 等 人 的 理论 
McMeeking, Landis“), McMeeking, Landis 和 Jimenez029 对 可 变形 的 非 线性 电介质 ， 
在 现时 构 形 中 提出 了 下 述 理论 。 他 们 设 控制 方程 为 
©, 十 pf; = рой, Di, = pe (在 体积 内 ) 
„| ]=。 т, =- | p | (在 界面 上 ) (8-176) 
a? = он tay, [+ |=#—+. о? = 00, ол Foy 


他 们 称 式 中 a 为 总 应 力 。o 是 对 称 的 ,而 6 可 以 是 不 对 称 的 。 对 守恒 材料 ,他 们 取 热 力学 
第 一 定律 和 炳 方程 的 形式 为 


dU _ dW , dQ 2 = | “= -| 2 
ағ а de’ ағ vesdY) ‚т a Т da 


(8-177) 
de/ dz = Әф/ dt + о @., 


式 中 


EE шон Q 


д df 1 df 1 .. 
dt {онду + if 2 EEV +4) 704: u dV 


dW _ о. . d d (8 – 178) 
| 十 | т, пач | е Saa av) + | еда) 
10 = | prav—| anida 
计 及 体积 变形 ,外 力 功 的 表达 式 又 可 写成 
Ww арра а Lii 
de = di |, 2 eo E,E ,dV 十 af ze“: uidV + (8-179) 
| CEP. /de + G, „оў — 6M — EP; + E,Pids) dV 


B| A Á MHE ç = u— Ts, 由 式 (8 -176)— (8 – 179) ,可 得 


с? — ду — ЕР, + E,P 8, = poy/ ӘКЕ, 
Е, = рӘр/ ӘР, в =— 24/8 


AP a =e) (БЕ, — Е,Е,2,/2) 是 自由 空间 的 Maxwell Ау 7], Fu 为 变形 梯度 。 


McMeeking 等 人 认为 “Since there are no experiments that can separate the effects of the 


(8 – 180) 


Cauchy and Maxwell stresses unambiguously, it is generally more profitable to consider their 
sum and not to try identify them separately. ”和 “we obviate the need to develop a constitutive 
theory that is consistent with a pre-determined formulation of the Maxwell stress, as can 
often be found in the literature on electrostrictive materials. Instead, the constitutive model 
can be simplified to one that embraces simultaneously the Cauchy, Maxwell, electro — 
strictive and electrostatic stresses, which in any case cannot be separately identified from any 


experiment. ”。 


8.6.7 其 他 理论 观点 


Мацвіпг12° Д 4“... in order to avoid a fully arbitrary choice in the electromagnetic 
contributions to these equations, basically the so-called ponderomotive force and couple, and 
the corresponding rate of energy, we intend to arrive at sensible expressions for these 


”> 


contributions on the basis of a microscopic model... the electron theory of Lorentz... 


Kankanala 和 Triantafyllidis'’?! 罗列 了 三 种 不 同 的 Maxwell 应 力 , 它 们 为 
H®QB—pu (H * M+ H ° H/2)1, H®QB—p (Н • H/2)1, HQB—pu (H - H—M • M)I/2 


Bustamante, Dorfmann 和 Ogden!!! #2 Hi“... the form of the Maxwell stress is 
dependent on which magnetic variable is taken to be independent and on the associated stress 
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tensor. ” “Perhaps the simplest structure is provided by the so called “total stress tensor”, 
here denoted r, which is symmetric and is the analogue of the Cauchy stress tensor arising in 
elasticity theory. In terms of + the equilibrium equation has the form div r+ f=0. We 
emphasize that T incorporates terms that may be considered as magnetic body forces rather 


than stresses. We mention here that while from the mathematical point of view there is no 


essential difference in treating the magnetic contribution as a body force vector or as a stress 
tensor there are differences in the resulting physical interpretations. ” 

实际 工程 中 应 用 的 电 致 伸缩 材料 ,特别 是 一 些 铁 电 材 料 , 其 本 构 方程 非 线性 很 强 , 并 不 能 
用 本 章 给 出 的 本 构 方 程 很 好 地 描写 ,因而 电 致 伸缩 材料 的 电 弹 性 分 析 还 有 待 进一步 深入 。 


8. 6.8 实验 研究 
运用 合适 的 理论 设计 实验 方案 ,进行 实验 研究 ,再 考察 各 种 理论 ,是 非常 重要 的 。 
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| 第 9 章 
压 电 介质 中 的 弹性 波 


9.1 无 限 压 电介质 中 的 弹性 波 


9.1.1 传播 方程 与 波 的 一 般 性 质 


各 向 同性 、 各 向 异性 弹性 体 和 压 电 体 的 弹性 波 已 有 很 多 书籍 讨论 过 ,如 文献 [L128 一 132j]。 
本 书 不 进行 详细 研究 ,只 对 压 电 体 进行 必要 的 讨论 。 压 电介质 在 弹性 和 电学 性 质 方面 都 是 线 
性 的 ,无 需 考 虑 Maxwell 应 力 或 电磁 体积 力 。 本 章 讨论 等 温情 形 。 动 量 方程 由 式 (3 - 9) 表 
示 , 即 


oj fi=pu, Di, = 0 (9-1) 
本 构 方 程 取 用 应 变 和 电场 为 独立 变量 ,由 式 (3 - 31) 表 示 , 对 等 温情 形 有 
Oj 一 C;u€u _ e E, ， Р, =e; E; + еыєы (9-2) 


IR Е, =— e, HRO-DMO-2) ,可 推出 用 广义 位 移 表 示 的 运动 方程 
Сони + ёш фы 一 puis Cnt лы EGP ji T 0 (9-3) 


由 上 式 可 看 出 ,现在 考虑 的 是 电磁 准 静 态 问题 ,不 考虑 电磁 波 的 传播 ,只 考虑 独立 的 弹性 波 , 电 
位 移 随同 弹性 波 传播 。 弹 性 波 的 传播 方程 可 由 上 两 式 消去 电势 得 到 。 
本 书 限于 讨论 较 简 单 的 平面 波 , 平 面 波 可 表 为 


i = U,F(k,zxz, — wt), U, = [ao иог» tos» им |", йо, = Фо (9-4) 


RP k HERE, U, 为 质点 的 广义 位 移 方向 或 (偏振 ) 极 化 强度 ,FCy) 为 у 的 任意 函数 。 由 上 
式 可 得 
И; = wow F", wn = ишЁЁЕ”, Qin 一 gok;kiF”, E; 一 一 gpok;F” (9-5) 
AP F Су) = OF/ dy. 把 上 式 代 人 式 (9 - 3) , 848 
рю ио = Pato +. pos @ uo —E* Go = 0 (9-6ба) 
Га = Cyukjkr, @; = ek; k, ё" =eEpk jkr 
或 写成 
АСК, «20, = 0 (9 - 6b) 


上 式 有 解 的 条 件 是 U, 前 的 系数 组 成 的 行列 式 为 零 , 即 


Ги — pw Г. Г, ё 
Г. Г» — pw? P : 
ГА |= Në 2 Д pw _ 23 ° = 0 (9-7) 
Гэ, Г» Г, — ош? ез 
er es es —2* 


上 式 是 关于 二 阶 张 量 全 ,的 本 征 方程 ,pw* 是 其 本 征 值 ,由 式 (9 - 7) 确定 ,ze 是 其 本 征 矢 量 , 由 式 
(9 - 6) 确 定 。 对 于 压 电介质 ,由 于 介质 内 没有 能 量 耗 散 ,所 以 波 矢量 k= 二 kn, 其 中 n 为 波 的 传 
播 方向 ,从 而 式 (9- 6)、(9 - 7) 又 可 写成 


2 — * * __ 
pE Uo = Tuuo 十 е; Pos er boi —E* po = 0 


Ги 一 С»ып;п, 9 е; = Egil jes є“ ==є mn; с = w/k 
— pc? Diz T's e (9-8) 
ГА |= Г Г pe Tzs €> 一 0 
Da Гг Tss — рс е; 
еї ez es — 
称 Г. Christoffel KR. с 为 波 的 相 速 度 。 从 式 (9 - 8) 中 消去 go , 便 得 
pc иш 一 Tutto» Г, = Ги + ei e? /e” 
(9-9) 


| Га — рс? 8и |= 0 


由 Csw 的 对 称 性 可 以 推出 ,的 对 称 性 ,进而 推出 I, 是 二 阶 对 称 张 量 。 由 第 1 章 1-4 节 
的 本 征 值 理论 知 ,pc* 有 三 个 值 pes pc ，pci, 且 都 是 是 实数 ,对 应 于 每 一 个 本 征 值 pc? ,存在 对 
应 的 本 征 矢量 us? ,对 于 每 个 wu? ,只 有 一 个 分 量 是 任意 的 ,其 余 的 分 量 都 可 以 由 它 表示 。 对 应 
于 不 同 的 本 征 值 的 本 征 矢量 相互 正 交 , 且 归 一 化 后 有 ut us = 1„ 下面 证 明 本 征 值 是 正 实数 ， 
这 是 相 速 度 的 物理 性 质 所 要 求 的 。 事实 上 由 式 (9 - 9) 可 推出 


2 — Tutata _ Cunina < _ 
pc » Сн = Сы + 


Ugo; Ноо; ЄЛЇЇ» 


(елуп) egun) (9-10) 


由 上 式 知 ,poc? 的 符号 决定 于 分 子 的 符号 。Csw 和 Csyw 有 相同 的 对 称 性 ,由 此 可 得 


Сыт, ‚Ей у = Суы Cuoin ; + иот; ) (ио iNj — Uoni ) JL Cone 十 иот, ) (путь 一 uon) 1/4 = 


Суы (иот; + uojn; ) Cuon, 十 tani) 7 4 之 0 


由 于 oc? 是 正 实 数 , 所 以 一 般 的 压 电介质 中 存在 三 个 相互 正 交 的 平面 波 。 但 是 一 般 讲 来 ,位 移 
矢量 x 名 不 沿 着 或 垂直 于 波 的 传播 方向 n。 最 接近 nw 方 向 的 波 w? 称 为 拟 纵向 波 , 具 有 最 大 的 
传播 速度 ,另外 的 两 个 波 uS, ul? 具有 较 小 的 传播 速度 ， о” 
且 在 接近 于 垂直 的 平面 内 (图 9 - 1) 。 不 过 ,对 于 晶体 中 
的 一 些 特殊 对 称 平面 ,位 移 矢 量 us? 可 以 沿 着 或 垂直 于 波 
的 传播 方向 n. u 
如 果 我 们 从 式 (9 - 7) 出 发 , 则 确定 本 征 值 wz 的 长 期 方 
程 表面 上 是 4 阶 的 ,但 有 一 个 值 为 零 或 相 速 度 为 无 穷 大 , 故 ”图 9-1 晶体 中 的 拟 纵波 和 
wr 实际 上 只 有 三 个 根 。 两 个 拟 横流 


назтазан 928—0 


каже Ө 


9.1.2 能 量 传播 


弹性 波 传播 时 伴随 着 能 量 传播 ,能 量 传播 速度 和 相 速度 森 同 ,在 本 节 中 研究 没有 体积 力 
Cf, = 0) 和 体 电荷 ( 即 有 Du = 0), 也 不 考虑 温度 影响 的 平面 弹性 波 。 按 式 (3 - 12) 和 (3 - 
13) ,此 时 能 量 方程 可 以 写成 


d 


1 .. 。 . ' 
a „(+ ged й, )ау = | (Tits + godda = ІКС и: —pD;)n,da 


1 1 1 (9 — 11а) 
2 = - Came увы + xB; D.D; К = 704: и 
式 中 的 K 代表 介质 的 动能 密度 。 上 式 还 可 写成 


du /dt + | Рулда = 0, u = [e+ yav, Р, =—a ü oD, (9-11b) 


上 式 中 的 w ARMER ВЕЕ , du, /dt 为 介质 内 总 能 量 的 变化 ， | Pnsda 代表 通过 边界 输 和 人 


的 能 量 ,P; 为 Poynting( 玻 印 廷 ) 矢 量 , 它 的 方向 代表 能 量 的 传输 方向 , 它 的 大 小 代表 单位 时 间 
单位 表面 积 传输 的 能 量 。 如 果 采 用 电 Gibbs 自由 能 , 则 式 (9 - 11) 应 写成 


{f edv + | Рулда = 0, Р, =~ OF z, — D; ф 
| 1 1 (9-12) 
в 一 y Cau Ej en т —6Е.Е,, К = тей Wi g = g+K 
式 中 g, 为 总 电 Gibbs 自由 能 密度 。 定 义 能 量 传播 速度 Y 为 
yo = P/g. (9 一 13) 


BERA, VO A Р 817. ЖШ (9—5),(9-8)Я01(9-12), 049 
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2. 1 Е 1 
K = Tpi u; 一 Fou F2, g= + (Сыныныпуп, +є;фофопт,) Ç Douo F” 


, ; (9-14) 
. . Е? Е? , 
Р, =— s; и; — Р, Ф 一 Сомиојиоть Ру Fej po pon; с? Ugi 一 МШШ; 
把 式 (9 -14) 代 入 C9 - 13), 便 得 
П 
VP = (Cynuouomns +e; po pon; )/puim с, Vi? mi = c (9 - 15а) 
对 于 归 一 化 的 位 移 矢 量 Conton = 1), 上 式 化 为 
VO = (Ciutotom, texpogon) /pcs VO +n = с (9 15b) 


V° 指示 的 方向 是 能 量 传播 方向 ,也 即 声学 射线 的 方向 。 上 式 表明 能 量 传播 速度 在 传播 方向 
的 分 量 等 于 平面 波 的 相 速 度 , 所 以 能 量 传播 速度 不 小 于 相 速度 。 如 能 量 传播 方向 和 波 平 面 的 
法 线 方向 一致 , 则 称 为 “均匀 波 ” ,或 称 这 一 模式 为 “纯粹 ”的 ;如 不 一 致 , 则 称 为 “ 非 均 名 波 ”， 
非 均 匀 波 理论 将 在 第 10 章 讨 论 。 


91.3 BRE 
对 于 给 定 圆 频 率 的 单 色 平面 波 , 通 常 把 式 (9 - 4) 表 成 下 述 复数 形式 


一 ikr — ik iz i 
ui = ине“ хан) — ише! (roct) , Ф = Ф ett ut) — Фо eie(r ct) (9 _ 16) 


AP w= kc 为 圆 频 率 , = 2л/А 为 波 数 ,为 波长 。 而 对 一 般 平 面 波 , 可 用 要 加 的 方法 处 理 。 
对 于 色散 波 , 波 速 依赖 于 频率 , 群 速度 定义 为 
Vi” = dw/ Ok; » k; = kn; (9-17) 
改写 特征 方程 (9 -8) 为 | рс? ёи — (Суып уль +e er fe") | =0, HEERE THL k , 则 
得 | plke)? òu = (Сып jen, + ke; kes /e” ) | 一 0。 由 此 看 出 а All (л; ‚ e ) 的 关系 与 w = ke 和 
(Ап; Бег ) 相 同 , 所 以 有 


ү“ = Ow/ Ok; = Əc/ Ən; (9 – 18а) 
由 式 (9 -14), 得 Caulouomn уп, tej Po ponin ; = puoc? > 由 此 推出 
ve = (Cauuodomne +e; Po фт /pcus; = у (9 -18b) 


可 见 对 于 无 能 量 耗 散 的 平面 波 , 群 速度 和 能 量 传播 速度 相等 。 但 是 ,对 于 有 能 量 耗 散 的 波 ,两 
者 是 不 等 的 。 


9.1.4 波 传播 中 的 特征 面 


解释 弹性 波 在 介质 中 传播 的 现象 时 ,引入 一 些 特征 面 的 概念 是 方便 的 。 这 些 特征 面 主要 
有 :速度 面 , 慢 度 面 和 波 面 。 

D 速度 面 

改变 传播 方向 时 , 相 速度 矢量 e = cn 的 端点 在 空间 画 出 的 面 称 为 速度 面 , 压 电 体 有 三 种 
不 同 速 度 的 波 ( 拟 纵波 ,两 个 拟 横 波 ), 因 此 有 三 个 速度 面 。 

2) 慢 度 面 

BEMERKE L = n/c 端点 的 轨迹 ,L с 平行 , 且 Lc = 1, 慢 度 面 的 个 数 和 速度 面相 同 。 
慢 度 面 和 光学 中 的 指数 面 有 相同 的 作用 ,在 讨论 反射 和 折射 问题 时 起 着 关键 性 作用 。 可 以 证 
明 ,能 量 速 度 总 是 垂直 慢 度 面 (图 9- 2(a))。 事 实 上 有 


ƏL: __ Ә(п,/с) = бё _— Mi Әс 
Ən, Әп, c с? Әп, 


(9-19) 
w, Ob _ оа: 1 (e) Vien: Oc \_ 1 yo Әс 
ү k V. Ən, c (v c A c ( -) 0 

тшу r° dy“, 波 平面 P 
| п 

(а) (b) 

К 9—2 
(a) 能 量 传播 速度 和 慢 度 面 垂 直 ;(b) 波 传播 方向 沿 波 面 法 线 
3) ж 


能 量 速 度 矢量 V® 的 端点 在 空间 画 出 的 面 称 为 波 面 。 波 的 传播 方向 沿 着 波 面 的 法 线 , 或 
波 平面 P 和 波 面相 切 。 事 实 上 , 按 式 (9-15) 和 (9-19), 有 Ye -L=1,V° , dL = 0, 所 以 推 


NAWESSSeR #йси+—Ө 


инже 0 


І. dy = 0, ап. dy = 0 (9—20) 
因此 п 和 波 面 的 切 平面 垂直 (图 9 — 20b)). 
9.1.5 例题 939 
REN Bo B HE EK Ea, A. ERE AA 3m 类 。 设 一 平面 波 沿 它 的 yz 对 称 平面 
(m = 0, m = sin 0, пз = cos 0) 内 传播 ,弹性 系数 为 
0 0 0 O es —е» 
Lea] = | еә ez 0 €15 0 0 
€31 €31 E33 0 0 0 
Tu = Гу, Г = Г» t+ef*/e", Г, = Гы Tez ёз /е", Г = Ги +e? /e* 


ef = 0, ef = exzzsin20 + (ез; + езу )sin 0cos 0 


ез 一 elgsin20 十 escos2bg,<c” = e sin? 8 +e,;c08"4 
拟 纵 向 波 速 : 2oci = Г» + Ги +V (T, — Da)? +4)? 
拟 剪 切 波 速 1: 2pc} = Г» + Ts „Т — Гуз)? + A(T'.. 32 
拟 剪 切 波 速 2: pc} = Г. (MEERA) 


慢 度 面 650 由 图 9 — 3 中 的 实 线 表示 ,图 中 虚线 为 不 计 压 电 系数 的 慢 度 面 , 由 图 还 可 看 出 拟 剪 切 
波 2 和 压 电 系数 无 关 。 


拟 剪 切 波 2 


拟 纵向 波 


SS 


图 9-3 REPEK yz 对 称 平面 内 传播 时 的 慢 度 面 


9.1.6 平面 弹性 波 在 压 电 介质 界面 上 的 反射 和 透射 


讨论 弹性 波 在 压 电介质 界面 上 的 反射 和 透射 的 文献 不 多 ,文献 [131] 在 讨论 压 电介质 中 的 波 
时 ,没有 触及 这 个 问题 ,Wang 和 Burkov °° 研究 过 这 一 问题 。 有 些 作者 讨论 这 一 问题 时 ， 
在 电位 移 波 中 引入 一 个 任意 常数 据 幅 ,但 这 样 一 来 ,弹性 波 便 不 能 满足 运动 方程 了 ;原因 是 运动 
方程 使 广义 应 力 波 的 波幅 之 间 有 一 个 确定 的 关系 ,不 是 所 有 的 波幅 都 能 任意 给 定 。 电 弹性 介质 中 


波 的 反射 和 透射 问题 的 困难 ,来 自 电位 移 没 有 自己 独立 的 波 , 它 是 通过 本 构 方 程 而 用 其 他 弹性 波 表 
示 的 。 这 一 点 从 式 (9- 0) 一 (9-8) 可 明显 看 出 ,因为 电势 可 从 广义 运动 方程 中 消去 , 剩 下 3 个 用 位 
移 表 示 的 等 效 运动 方程 (9 - 8) ,只 是 这 个 等 效 运动 方程 变量 前 的 系数 和 压 电 性 质 相 关 。 所 以 对 于 一 
般 的 空间 问题 只 有 3 个 独立 的 弹性 波 , 如 果 仅 就 这 3 个 弹性 波 讨论 反射 和 透射 问题 ,那么 就 不 可 能 
在 边界 上 加 入 电学 边界 条 件 。 虽 然 如 此 ,但 在 波 的 反射 和 透射 问题 中 ,Kuang 和 Yuan 指出 ,由 于 
人 射 波 \ 反 射 波 和 透射 波 在 界面 上 的 波 矢量 分 量 必须 相同 ,服从 广义 Snell 定律 ,从 而 当 弹 性 波 人 射 
到 电介质 界面 时 ,除去 通常 的 反射 和 透射 波 外 ,还 在 界面 的 两 侧 各 激发 出 一 个 表面 波 , 这 可 用 来 满 
足 界 面 的 电学 边界 条 件 。 详 细 的 讨论 将 在 第 10 章 中 和 热 释 电 材料 中 的 问题 一 同 讨论 。 


9. 2 表 面 yg 0181. 132, 136, 137] 


9.2.1 结构 中 的 表面 波 


压 电 声波 器 件 中 广泛 使 用 多 种 类 型 的 表面 波 。 表 面 声波 是 一 种 能 量 集中 在 弹性 体 表 面 附 
近 的 波 ,其 传播 速度 比 电磁 波 小 5 个 数量 级 。 通 常 表面 波 (SAW) 器 件 的 体积 较 小 ,重量 轻 ,性 
能 稳定 和 价格 便宜 ,故而 广泛 应 用 于 物理 .化 学 和 生物 邻 域 的 传 感 技 术 ,通信 .声呐 ЭИ AS NI. 
无 线 电 融 测 和 电子 对 抗 系统 等 领域 。 下 述 结 构 中 可 以 存在 表面 波 。 

1) 半 无 限 介质 

在 半 无 限 介质 表面 存在 一 个 复杂 的 表面 波 ,对 于 最 简单 的 各 向 同性 介质 , 它 位 于 波 矢 量 和 
边界 面 法 线 组 成 的 平面 内 ,由 相位 差 为 x/2 的 一 个 纵向 波 和 一 个 剪 切 波 组 成 , 称 为 Rayleigh 
波 。 沿 深度 方向 纵波 衰减 较 快 ,高 表面 0. ЗАСА 为 波长 ) 处 纵波 改变 符号 ,在 深 2А 处 质点 位 移 
消失 。 在 普通 弹性 体 中 , 半 无 限 介质 表面 不 存在 横向 表面 波 , 但 在 一 定 条 件 下 的 压 电 介质 中 ， 
极 化 平行 于 表面 的 横向 表面 波 可 以 传播 , 称 为 Bleustein - Gulyaev BRO" "7, FEA PE AL GR. HF 
人 深度 愈 小 ,但 穿 人 深度 (>1001) 远 大 于 Rayleigh 波 。 

2) 双 半 无 限 介质 

在 弹性 性 质 不 同 的 双 半 无 限 介质 中 ,在 界面 的 两 侧 都 可 以 存在 表面 波 , 称 为 Stoneley W. 

3) 平行 板 界定 的 条 形 区 

对 于 两 个 平行 板 界定 的 条 形 区 域 , 当 平 板 间 的 距离 (条 形 区 域 的 厚度 ) 远 大 于 传播 波长 时 ， 
沿 每 个 平板 的 表面 都 可 以 存在 Rayleigh 表面 波 。 当 平板 间 的 距离 和 波长 同 量 级 时 ,条 形 域 中 
存在 Lamb 波 传播 ,Lamb 波 有 纵波 和 横 波 分 量 , 可 以 是 对 称 的 和 反对 称 的 。 

4) 层 状 介质 

对 于 由 弹性 性 质 不 同 的 薄 层 和 很 厚 的 基底 组 成 的 复合 介质 , 当 薄 层 中 的 前 切 波 速 小 于 基底 
中 的 前 切 波 速 时 ,存在 横向 前 切 表 面 波 , 称 为 Love ў. 

为 了 改善 器 件 的 性 能 ,有 时 采用 多 层 复 合 介质 ,或 是 
施加 初 应 力 或 初 电压 ,此 时 ,其 中 波 的 研究 将 更 为 复杂 ,本 (х) 
章 重 点 将 讨论 这 类 问题 。 

在 表面 波 的 讨论 中 , 视 资 料 来 源 不 同 , 取 用 波 面 在 TD) түт) 
(zl ，zz ) 平 面 内 传播 , zs 垂直 自由 表面 ;或 在 (ze，xzs) 平 图 9-4 表面 波 传 播 所 在 的 平面 
面 内 传播 , zi 垂直 自由 表面 (图 9 -4)。 


这 站 E weet 


жанаа Ө 


9.2.2 表面 波 的 一 般 解 法 


本 小 节 设 表面 波 在 半 无 限 介质 的 (z:，zs) 平 面 内 传播 , zs 垂直 自由 表面 ,从 表面 算 起 (图 
9-4), HRA EARS w, 有 时 也 给 定 波长 或 波 数 ; 同时 因 表 面 波 沿 深度 x, 方向 衰减 ,所 以 
假设 位 移 和 电势 取 成 下 列 形式 : 


ш = ише ^з ettm Tayna ct) N Ф — go е tt, elk Gry my tay my 700) (9 — 21) 


式 中 取 56 大 于 零 , 为 沿 深度 方向 的 待定 衰减 系数 。 上 式 还 可 改写 成 

0) p = gel, b =— in, Imn, >0,7 = 1, 2,3 (9-22) 
式 (9-22) 比 (9-21) 更 简洁 ,在 以 后 的 送 算 中 也 较 方 便 ; 但 要 注意 其 中 的 m 不 是 方向 余弦 ,是 
和 衰减 系数 相关 的 待定 量 。 今 后 上 述 两 种 表示 我 们 均 将 采用 。 把 式 (9 - 22) 代 人 (9 - 3) , 便 得 
到 和 式 (9 -6) 相 同 的 本 征 方程 。 先 以 传播 速度 с 为 参数 , 则 式 (9 - 6) 便 是 确定 ns 的 本 征 方程 。 
CE n. 的 8 阶 实 系数 方程 ,因而 有 4 对 复 根 , 但 由 于 要 求 Imn, > 0, 所 以 只 有 4 个 根 是 合适 
0,1020 nP, r= 1, 2, 3, 4, 与 之 对 应 的 有 4 对 本 征 矢 量 wu? д? 。 从 而 一 般 解 为 


и; 一 Uge 


4 4 
А id А (OE А 
ш = > Aus? etary ct) , Ф = > Ap ettan; ct) ‚у= 1, 2, 3 
к=1 r=1 
(9—23) 


и, = SA us? СЕЛА Ф = УАФ? е6, еїйб my азр et) 
上 式 中 的 c 和 A, 由 自由 表面 zs = 0 的 边界 条 件 确定 。 机 械 边界 条 件 是 表面 上 应 力 自由 , 即 


4 
一 = (r) niklani trng ct) — 
aa = Савик: + Eris Ph = > AE e 22 = 
r=1 


(9—24) 
as 一 一 1ЁСС ыт? use + esas ni” ps”) ‚ ж; = 0 
在 界面 上 要 求 介 质 和 环境 具有 相同 的 电势 和 法 向 电位 移 , 即 
e= e”, D, = Di, z, = 0 (9-25) 


如 和 介质 表面 相 邻 的 环境 是 空气 , 则 在 空气 中 电势 满足 调和 方程 ,其 解 可 以 写成 

g™ = gs” е!'="у Ө ; D” 一 . ike™ ру” еі)"; 0) ,Xs 之 0， j = 1, 2, 3 (9 _ 26) 
在 表面 上 有 

gn = s QikCT1 т tay ng ct) , Ds” 一 一 ike™ go” еі my tay 97) ‚ха = 0 (9 — 27) 
联合 式 (9- 24) 和 (9 - 27) ,可 以 得 到 5 个 未 知 量 А,, po 的 5 个 齐 次 方程 ,要 使 A,, с" 有 解 ， 
其 前 的 系数 行列 式 必须 为 零 , 由 此 可 求 波 速 ( 本 征 值 )c, 进 而 可 求 本 征 矢量 А,, i". WT RIE 
Ima; > 0, 通常 只 能 解 得 一 个 < 值 。 
上 述 电学 边界 条 件 可 更 简单 地 作 如 下 处 理 , 由 式 (9-23) ,得 Ë 


4 4 
g0) = SNA?” ety zn) р, (0) 一 一 SA DY? elt tm tg 2% 700) 
т=1 = 1 (9 一 28) 


DY = kÇ espe ni — езшш ni”) 
9(0) 和 р, О ЕЖА, 的 线性 组 合 ,而 式 (9 -24) 是 4 个 4. 的 3 个 方程 ,因而 所 有 的 А, 可 用 
其 中 的 一 个 表示 ,如 А, ,从 而 р MD, HARA, 328 MELA An. 226, Tem 


g(0)/D;(0) = (їс/&)7„ = (ics/o)2.， g0) — Cic/k)Z,D; (0) = 0 (9 ~ 29) 
At Z. 称 为 表面 阻抗 。 在 环境 中 同样 成 立 类 似 的 关系 , 记 其 阻抗 为 Z:™, 则 有 
Z, = Жї”, 2" = i/(c es) (9-30) 
因此 式 (9 -29) 中 的 Z, 可 用 Zo 代替 ,从 而 式 (9- 24) 和 (9 - 29) 组 成 4 个 未 知 量 的 4 个 齐 次 
方程 ,未 知 量 的 系数 组 成 4 阶 的 本 征 方程 , 波 速 < 为 其 本 征 值 。 对 于 介质 涂 上 一 层 金属 电极 的 
短路 情形 ,有 ZS = 0, 
通常 定义 表面 波 的 耦合 系数 为 
K? = 2c, — co) /с, (9-31) 
Жр с, 为 短路 时 的 波 速 ,cs 为 开路 时 的 波 速 , 它 表明 电极 把 电信 和 号 转换 为 表面 声波 的 能 力 。 


9.2.3 半 无 限 介质 中 可 能 存在 的 表面 波 的 类 型 


式 (9-23) 的 解 包含 三 个 位 移 和 电势 ,是 复杂 的 三 维 压 电 Rayleigh B£ ,通常 记 为 R, 波 。 当 
表面 波 沿 晶体 中 某 些 对 称 面 传播 ,表面 波 往往 呈现 较为 简单 的 形式 。 
(1) Tiz Г»з er ез 0, 从 而 式 (9- 6) 和 (9 - 8) 分 裂 成 两 个 方程 


— ос? Г ио Г, — ос? x Wo2 
Е pe “ | = 0, | „ре ё | =0 (9-32) 
Ds Гз 一 pc? ez —e* 


Uos Po 


上 式 中 的 第 一 式 是 二 维 纯 弹性 的 Rayleigh 波 , 记 为 R, 波 ,第 二 式 是 剪 切 横向 压 电 波 , 记 为 如 
{Ж ЖК? B- G(Bleustein - Gulyaev) 波 。 上 述 两 个 波 可 以 同时 存在 介质 中 ,也 可 以 单独 存在 。 
为 简单 计 , 设 表面 波 沿 Tı 方向 传播 ,所 以 有 m =l, n = 0, m 一 ib = q>» 从 而 Ги = Сып. ть 
和 еѓ 一 ёт 化 为 


Г, = Сып ть 一 Cau + (Cas + Cauda + Carag? 
er = ешпупь„ = em + ёзз 十 (eyis 十 ёл dq + ез. 


Г. = Га = 0 BR 
Г» = Суп» + Crise + Саз) + Ciz? = 0, Г» = Cane + (Сыз + Сэн) + Саз = 0 
即 要 求 下 标 含 奇数 2 的 弹性 常数 均 为 零 。 ex = e; = 0 BER 
ex 一 eu 十 es 十 (en 二 en)g 十 easg = 0, ef = ез + еззз + Clen + езт) А зза = 0 


即 下 标 不 含 2 的 所 有 压 电 系数 为 零 。 
(2) Pis = Га = ез = 0, 从 而 式 (9 6) 分裂 成 下 列 两 个 方程 


Ti — рс? Г er ио 
(T, — рс?) wos = 0, Pa Г» — рс? ez Uo: р (0-34) 


* + * 
е е є фо 


(9-33) 


上 式 中 的 第 一 式 是 非 压 电 横向 剪 切 波 ; 第 二 式 是 二 维 压 电 Rayleigh 波 , 记 为 Rs 波 。 上 述 两 个 
波 可 以 同时 存在 介质 中 ,也 可 以 单独 存在 。 ез = 0 要 求 el131 = €232 一 0, eiz + езз =0, 
Ж 5 种 波 ,实际 上 都 可 能 存在 。 


Arusa aea 


N 
Ж 
理 
论 


9.3 非 均匀 压 电 层 状 介质 中 的 Love ЖО 


9.3.1 问题 的 描述 


图 9-5 表示 一 压 电 层 状 结构 ,覆盖 层 为 模 观 各 向 同性 
压 电 陶 次 ,厚度 有 约 几 微米 , 极 化 方向 沿 z; 轴 , 在 无 限 压 电 
陶瓷 中 的 剪 切 波 速 为 c; ;基底 为 非 压 电 性 的 各 向 同性 弹性 材 
料 ,其 参数 沿 厚度 zs 方向 连续 变化 ,通常 厚 约 0.5 mm ,其 中 
的 剪 切 波 速 为 сы; 覆盖 层 和 基底 在 面 zs = 0 处 理想 连接 。 
由 于 基底 厚度 远大 于 覆盖 层 ,因而 基底 可 视 为 半 无 限 体 。 层 
状 结构 中 的 Love 波 的 波 速 c 满足 条 件 c, < c < см. 

BE Love 波 沿 晶体 对 称 轴 zz 轴 传 播 , 则 有 


Ui = и; = 0, из = из(хі» Las 1), p = px, х;, 1) 
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图 9-5 非 均 匀 压 电 层 状 介质 


(9 – 35) 
al = фи = оз = од = Dy = 0 
横 观 各 向 同性 压 电 层 的 本 构 方 程 为 
оз = Cuts, + eso, » оз = Cuu, + e15 9,2 (9—36) 
D, = езизл TEP? D, = еуиз,з —є1п Ф,2 
因而 用 位 移 和 电势 表示 的 压 电 层 的 运动 方程 为 
Cas Сиз, 十 us,22 ) + е (Ф, + Ф,22) = риз, (9—37) 


€15 Сизи + Us,22) —en Со, + ф,22) = 0 

基底 是 横 观 各 向 同性 非 压 电 介质 ,材料 系数 依赖 坐标 z: , 设 

СМ = Сі 01), M Seigla), р“ =e glx) (9 - 38) 
AP Ch. gh, р 为 zi 一 0 时 的 对 应 值 。 基 底 的 运动 方程 为 

Ch ECET + uiz) f (ay) + us fa] = o g (m ) из 

САТ + ф\ 201) + фм а 一 0 
通常 层 状 结构 置 于 介 电 常数 为 co (或 记 为 e*) 的 空气 中 ,其 在 zs <— h BAP ABD фо RE 
Ag) ,满足 方程 


(9 - 39) 


po + Go,22 = 0 (9 - 40) 


力学 和 电学 边界 条 件 和 界面 连续 条 件 分 别 如 下 。 
(1) 在 压 电 薄 层 的 边界 面 z, 二 一 h 上 ,边界 条 件 为 


应 力 边界 条 件 : ou(—h) = 0 
电学 短路 条 件 ， g(—h) = 0 
电学 开路 条 件 : ФС h) =e C h), Di(—h) =e, go (— h) (9-41) 


(2) 在 压 电 薄 层 和 基底 的 界面 zs = 0 上 ,连接 条 件 为 


из (0) = u3 (0), ом (0) = сМ (0), gO) = фМ(0), Di(0) = D¥ (0) (9-42) 
(3) 在 无 穷 远 处 的 条 件 为 


uy (оо) = gM(co) = 0, ф(— оо) = 0 (9-43) 


9.3.2 问题 的 解法 
1) 压 电 薄 层 中 的 解 
设 压 电 薄 层 的 运动 方程 (9 — 37) 式 的 解 为 
из = Wx), g = Plr) et” (9-44) 
把 上 式 代入 式 (9 - 37) ,得 待定 函数 WCz1i) 和 BCzxi) 的 两 个 二 阶 常 系数 微分 方程 
Cu СУ” — ЕИ) рс + es СФ" — kG)=0 
ёз (W” — kW)—en(@ —Ё?Ф) = 0 
把 上 式 的 第 二 式 代 人 第 一 式 ,得 
Ж” +k BW = 0 
b= Vo/ Т1, с, = /Сд/о, СА = Cu + els/en 
ERKA Wa.) = Are + Are ,把 此 式 代 入 式 (9 - 45) 的 第 二 式 , 解 得 
B(x.) = (ers/en)Are + (es /е Are + Ase +A, en 


(9-45) 


(9-46) 


再 代 回 式 (9 - 44), 便 得 
из = (А, ether, + A, eitt: уе) 


Фф = [ (е /en А, е1 + (е /ell JA; etr + А, е1 + А, её Је! 


2) 空气 中 的 电势 解 
根据 式 (9 -40) 和 (9 -41) 中 的 第 三 式 (电学 开路 条 件 ) ,可 得 


go = КЕТ len Ay eikhh + (е1; /eu )A; @ Reh + As e + А, e Је) eitten (9 _ 48) 


(9-47) 


D 基底 中 的 解 
设 
uM 一 fi? (Zi Elx ) alee? (9 - 49) 
把 上 式 代 入 式 (9 – 39) 中 的 第 一 式 , 便 得 
/ _ _ _ _1 w Lon _ eg _ 
Pla) — Ë Д (1) = 0, Lila) = ez Ff ) E+ (9-50) 


AP E = bns £ = ёл, сы = CU/p。 当 [1 (xi) 变化 缓慢 且 考 虚无 穷 远 处 的 条 件 后 ,采用 
WKBJ 法 求 上 式 的 近似 解 , 当 近似 解 的 高 阶 项 存在 下 列 关 系 时 


1fsf £30) 5006] . z; 
;|. (ГЕ (су? DOTr |48 < min| £| VLG) 48, 1] 


近似 解 为 


NEESS иси Ü 


ёле Аса) Mexp[—a]” VEGAS | 
从 而 基底 的 位 移 可 以 写成 
ull = А, fP CDL Сехр an VEG ds je (9 -51a) 
类 似 地 可 求 得 
g" = Аа CaL: Ga ) exp] 一 в" уб Oa ç Jet 
Lo (23) = (4292 [2] — q Сур? 41 


把 式 (9-47)、(9 -48)、(9 -51) 及 相应 的 应 力 和 电位 移 代 人 相应 的 边界 条 件 , 便 得 确定 6 个 
待定 常数 A;, i = 1 ~ 6 的 6 个 线性 齐 次 方程 组 


Ch ib(— ей A, + e HAA, ) 一 El15 eA; + €15 eA, = 0 


(9-51Ь) 


至 (ew%A， +e" AL) + (1 ten /е)е“Аз + (1 -en/e eA, = 0 
11 I 


(9 - 52a) 
Ca ikb (一 А, +А,) 一 eis ЁАз + es kA, 一 Ch [fT * 
[— (FAD LTY + (f/4) L C Rf 0]. - A; = 0 
A, +A, —Lf(0)] 1 Lr/* (OAs = 0 
25 (А, +A) + A, +A, — [50021 gz⁄4(0)A, = 0 
єп (9 – 52) 


cn&(As — Ay) ~en 300217 + 
[— Cy/2) L САО LT Lo ky Су) Q A, = 0 
为 使 待定 系数 有 解 ,必须 其 前 的 系数 行列 式 为 零 ,由 此 可 求 得 电学 开路 式 时 的 Love 波 的 相 速 
度 。 对 于 电学 短路 的 情形 可 类 似 地 处 理 , 但 此 时 式 (9 -52) 中 的 第 二 式 需 更 换 为 
(е5 /en) (eA, deA,)+ eA, 十 e 4 一 0 (9-53) 
如 果 基 底 为 均匀 各 向 同性 材料 , 则 flax) = n(x) = gtx) 一 1， f (xn) = 7 (x1) 一 0， 


二 一 (ос —1, Le 二 1。 此 时 由 式 (9 -52)? 的 行列 式 为 零 的 条 件 可 求 出 表面 电学 开路 时 
的 相 速 度 方程 为 


(EF + 1)зшһе»› + (S + )eosh(kh) 一 


€o Ell €o eu 


Ë sin(ebn) || ыас + 
Trend 


CL bsin(kbh) + С, Lı cos(kbh |- eis a [ен sinh(kh) + cosh(kh) — cos(kbh) + 


Є11 
Culi А Є11 
kbh =0 
Ch b sin ДЕ: | 


(9-54) 


9.3.3 数值 结果 和 讨论 
利用 前 面 的 公式 ,讨论 PZT 一 2 ЖИ Je ЯП ЕЕ Пё ЭСА ЖЕЛЕ БАЛКАНЫ PY) Love 波 , 空 


气 中 的 eo == 8.85 х 107° F/m。PZT 一 2( 材 料 1) ME BRR ОМ Б 2) 的 参数 为 


(kg/m?) (MPa) 


7.6 


(C/m?) (107 F/m) 


6.79 


6.81 2.22 


9.9 —1.9 44.6 23.0 


2. 78 


图 9-6 表示 基底 为 均匀 各 向 同性 材料 时 , 相 速 


BE c。 和 压 电 薄 层 相 对 厚度 h/4 的 关系 。 当 h/AK1 36 
时 ,co 接近 基底 的 剪 切 波 速 3 530.8 m/s, 随 着 频率 的 3.4 
增高 ,逐渐 接近 压 电 覆盖 层 的 剪 切 波 速 2 398.8 m/s, т, 32 
均匀 介质 中 , 相 速度 co 和 Һ/А 的 频 散 关系 与 覆盖 层 的 “ 呈 3⁄0 
厚度 无 关 。 图 9 - 7 表示 材料 性 质 按 抛物 线 规律 变 ”= 28 
化 时 2.6 


24 
__ 2 
fla) = 1+ 252; + 1021 00 05 10 15 20 


g(x) = 1 +502, + 1521, т\т) =1 hia 
薄 层 中 的 相 速 度 迁移 Ac = c 一 cy 与 基底 为 均匀 各 向 97% АУА гое В 
同性 材料 情况 下 的 相 速度 co 的 比值 Ac/co。 和 AAA 的 | 
关系 ,其 中 * 为 非 均匀 基体 时 的 相 速 度 。 由 图 可 见 , 频 散曲 线 和 薄膜 的 相对 厚度 有 关 。 
图 9-8 表 示 材 料 性 质 按 规律 f(x1) = 1, g(x1) 一 1 十 gzy，7Cz) 一 1 变化 时 ,Ac/cs 和 
в. 的 关系 。 由 图 可 见 , 密 度 变 化 和 相 速 度 迁移 存在 较 好 的 线性 关系 。 


—— h/ÀA=0.04 
—— h/A=0.10 


—Ас/с, 


— —— 
-60 -40 -20 3 


一 4 
-6 
02 0.04 006 008 0.10 一 8 
AlA —10 
9-7 基底 材料 性 质 按 抛物 线 规 律 图 9-8 基底 材料 性 质 按 线性 规律 
变化 时 的 Ac/co -h/a 曲线 变化 时 的 Ac/co -gi 曲线 


9.4 存在 偏 应 力 时 ZnO/SiO,/Si 层 压 结构 中 的 Love ЖО” 


9.4.1 存在 偏 应 力 的 压 电介质 中 的 控制 方程 
在 表面 声波 器 件 的 生产 过 程 中 ,往往 产生 很 大 的 初 应 力 , 为 了 改善 表面 声波 器 件 的 性 能 ， 


ишкиз eR Â 


йе —@ 


有 时 采用 多 层 层 状 结构 和 预先 施加 偏 应 力 或 偏 电 压 等 的 偏 场 措施 ,这 些 偏 场 可 能 引起 有 限 应 
变 ; 而 输入 的 外 加 有 用 信和 号 ,通常 较 小 ,这 就 形成 在 有 限 变形 的 基础 上 笃 加 一 个 微 扰 变形 的 问 
题 "%* 0' 1。 按照 文献 [4] 和 本 书 第 一 章 中 的 相关 理论 ,我 们 选取 无 应 力 状态 的 构 形 为 自然 
构 形 ,并 取 为 参照 构 形 ,但 本 节 中 ,相对 于 初始 构 形 的 量 ,不 再 在 其 上 方 加 “一 ”。 介 质 在 偏 应 力 
和 偏 电 压 等 的 偏 场 情况 下 的 构 形 称 为 偏 应 力 构 形 ,其 中 的 物理 量 , 用 右上 角 加 “0” 表 示 ; 外 加 的 
动态 机 械 和 电信 号 (载荷 ) 的 附加 扰动 量 , 将 用 上 方 没有 上 标的 量 表示 ,此 时 的 构 形 称 为 现时 构 
形 , 但 由 于 扰动 量 很 小 ,所 以 现时 构 形 和 偏 应 力 构 形 可 以 不 加 区 别 。 偏 量 和 扰动 量 之 和 构成 全 
量 ,用 右上 方 加 “t” 的 变量 表示 , 按 1.3 节 , 采 用 Green 应 变 和 Kirchhoff 应 力 和 初始 构 形 中 的 
电场 和 电位 移 , 相 对 于 自然 构 形 ,主要 公式 如 下 


应 变 - 位 移 关 系 Н єн 一 ‚и + Ж 十 Um kU ml ) , Х.т = Sim + и.т (9 55) 
电场 -电势 关系 : Fi 二 一 Ф, (9-56) 
运动 方程 : Cg 十 ginubm) 4 十 了 i 二 p'ül (9 -57) 
电位 移 高 斯 方程 ;Di,; = р (9 – 58) 
边界 条 件 : Xt, „біп 一 Tr , Dini 一 一 0”， 或 и! 一 ui 9 Фф 一 ge" (9-59) 


显然 , 偏 场 状态 下 , 诸 物理 量 也 必须 满足 上 述 诸 方程 , 故 有 运动 方程 和 边界 条 件 


(09, + оби? a P /?9= 05 (ды+ выт = TY (9 - 60) 
全 量 为 偏 量 和 扰动 增 量 之 和 ，, 即 
и} = и F ur» би = Ou 十 ou， D: = р + D, (0—61) 
fi= f°: fi ТРЕ Тет pate, 0" = 0 +o" 
所 以 式 (9 -57) 又 可 写成 
[ (a), Бом) + (а F оь) (0, T tim) Ja + СР fi) = pot (9-62) 
把 式 (9 -62) 和 (9 - 60) 相 减 , 便 得 扰动 运动 在 初始 构 形 中 的 运动 方程 
Cou + ойый» Каши” + f, = рой (9-63) 
推导 上 式 时 ,已 略 去 了 更 高 阶 的 小 量 em ，xw,w 等 项 。 类 似 地 ,在 初始 构 形 中 对 扰动 电位 移 有 
Dii = pe (9 — 64) 


在 初始 构 形 中 的 边界 条 件 相应 地 化 为 
сып (+ Puna) + ош. nn? = Tř, Рт? + (Din,) 一 一 地 (9—65) 
通常 扰动 很 小 ,现时 构 形 和 偏 应 力 构 形 可 以 不 加 区 别 , 从 而 可 近似 认为 二 п, ns 二 0。 
以 下 讨论 本 构 方 程 。 按 式 (3 -27) ,对 于 全 量 有 


1 t t t t 1 t t 
оу 一 Снн + ту Санте bi mn 一 e, Ем 一 € mij E E, =T 到 名 mi 下 Е, 
(9-66) 


1 1 оч 
D;, = =, E; + > Emn, Е, E; + бый + F Emi E yE + ше E, 
2 Р Р j 2 j 


对 于 广义 偏 应 力 状态 ,类 似 地 有 


oy 一 C;ugu + 2 Санте МЕ mn Te En = E mij E kL ES — Lng Е, E? 


mij 2 
1 1 (9 — 67) 
Di, ==, E? + J em] E, E; 十 eniey + Fu GER + imnes ER 
把 上 两 式 相 减 ,并 用 位 移 表 示 应 力 , 用 电势 表示 电场 , 则 得 
б; 一 @ ТШТУ, + 2,;Ф,һ n D, = СЭ Ema in (9-68) 


式 中 


“a — 0 
Ĉju = Суы + (Су Sam 1 Citua ) tmn T € mijt Pom , mj = E mij + ea Li Pon 


mij = бм + Cen De 十 E mijki ) ui 一 Lnni Pon ,Er =є + Donut елор? 
(9 — 69) 
把 式 (9- 68) FRA (9 - 63) ~(9 - 65) , 便 得 
(00 + uj on) + f; = pol; + D... = 0 
| (9-70) 
(05 +ujsok)ni = Ti, Dn; =—o" 
式 中 
% 一 Сы ы = Суы бкл + epi Pim = G; 十 Сми? ид 十 ели? gm 
(9—71) 
Р, = Cnpit = ёш) Uij Enp,» Сӱн = Cou + Cini Üi Umer 


式 中 的 下 标 P 取 值 1 一 4, 其 余 字母 取 值 1~3. 当 p= 1,2, 3 时 ,wy = UW, Capl 一 Cikl ° Empl = 
ёлы ; 当 р = 4 В, и, 一 Ф» сўм = er; +s @ = Eml 。 本 节 将 采用 这 一 符号 。 
如 果 引 人 与 坐标 旋转 无 关 的 Jaumann 应 力 


oh = Gu T T Gas иш Um, ) Omi = L Gu, = Unt) Omk (9-72a) 
按照 1. 3 节 , 通 过 变换 , 式 (9-70) 和 (9 -71) 还 可 表 成 


192+ Fim — иа, 1а — Um Omit oy Wk ++ bn бимир о, | . + f; = pu; 
(р, —_ и + u, D? + > Ё. Ёъ„ Иа D> ) = 0 
А (9 - 72b) 


rp le „ум tL 
[abt Fim Umi Omi 十 本 


(un из): |, Fog Ur n n,n; — u, т.) = Т, 
От: + D° (u, mn, NaN; — ип) =— о 
Re, ERAS 

9.4.2 传递 矩阵 方法 


MTS BAW ,传递 德 阵 方法 是 一 种 行 之 有 效 的 方法 "~ 。 图 9- 9 表示 除 基 底 和 空气 
层 外 还 有 两 层 的 层 状 结构 ,其 中 第 一 层 厚 hy ,第 二 层 厚 he, hi th, =h, 都 位 于 xı <0 的 区 域 ， 


завязан 928—0 


EEOSE 9 


基底 位 于 z, — 0 的 区 域 ,并 记 为 0 层 ,基底 和 第 一 层 的 界面 为 >, = 0; 第 一 层 和 第 二 层 的 界面 
为 zi =— hi, 为 了 更 精确 地 分 析 , 图 9- 10 又 把 每 一 层 分 为 若干 子 层 ,其 中 第 一 层 分 为 M 层 ， 
分 别 记 为 1, 2,…,，M 层 ; 第 二 层 又 分 为 N 一 M 层 ,分 别 记 为 M 十 1,， М+2, =, NB. 空气 
区 域 记 为 N 十 1 层 。 空 气 和 第 二 层 的 界面 为 z, = А. 由 于 本 节 中 讨论 的 问题 过 于 复杂 ,所 以 
保留 了 原始 文章 中 的 记号 。 


初 应 力 分 布 。 


真空 
=e | 


Шр 


图 9-9 用 于 表面 波 的 三 层 层 状 结构 图 9-10 用 于 层 状 结构 传递 矩阵 法 的 
子 层 划分 方法 


传递 矩阵 的 基本 方法 是 利用 层 的 界面 间 的 广义 位 移 和 应 力 的 连续 性 ,把 任 一 天 层 中 的 广 
义 位 移 和 应 力 通 过 传递 矩阵 ,用 其 下 面 一 层 , 即 第 m 一 1 层 的 量 表示 ;从 0 到 N 十 1 层 连续 应 用 
传递 矩阵 法 ,我们 便 得 到 从 第 一 层 的 界面 到 最 后 一 层 界面 的 广义 位 移 和 应 力 的 相连 续 的 传递 
抢 阵 ;再 引 人 和 人 基底 和 空气 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 后 , 便 得 到 求解 问题 必需 的 方程 。 

在 建立 传递 矩阵 时 ,将 视 情 况 选 用 部 分 广义 应 力 和 部 分 广义 位 移 作 为 混合 独立 变量 , 即 所 
谓 状 态 空间 法 ,以便 得 到 易于 求解 的 方程 组 。 按 式 (9- 70) 中 的 第 一 式 , 不 计 体积 力 时 ,在 每 一 
子 层 中 有 
(9-73) 


ойл 一 poti T б, = 0i3,3 ВЕ ЖҮЛ — Uik 0%) 
设 入 射 波 位 于 rr 平面 , 则 广义 位 移 U, (р = 1, 2, 3, O 的 解 可 表 成 


U, = А„(т)ехр[1(#&х» + ks Xs — wt)] = А, (xı expli lk, z, — wt) 1, a = 2, 3 
(9-74) 


把 式 (9 -74) 和 (9 一 71) 代 入 (9 - 73) ,得 
айа = Г pow А; — ikpl chp Apa F iky cihorAp) — oh Ain — 210,01, Asa + (9-75) 
Ёз йу ogy Ai — oj Ain — 16р б.) A, lexpli(2,x, — wt) J 
通常 层 间 应 力 分 量 oh. oh, oh 很 小 ,可 以 略 去 。 若 再 令 
вд = 6; (x, explitk, х, —et)], Рр, = Ты (a, )ехрГі(А, х, —wt)] (9-76) 


则 式 (9-75) 可 以 改写 成 


Gi1,1 十 ikg Сөз Ау, + ой; Ain = (— pow" +k k, сву —_ ikg oip.) A; + А; ky Сїйру А, 
| (9-77а) 
式 (9-70) 中 的 第 二 式 和 (9 -71) 可 类 似 地 写成 
Тл + ik, € api Apr = kg Ё, C apy p 
| | (9-77Ь) 
Clip А» 一 бл —_ ikg СТА p» eip Apa = Т, 一 iks ет 
为 了 把 式 (9- 77) 表 成 矩阵 形式 ,引入 
с, = Ta Cri Jexplilk, £, —wt)], п = 1, 2, *, 6 (9-78) 
按 Voigt 符号 , 式 中 Gn (n = 1, 2, .... 6) 代表 on» G22，G33， 032» 031» O12 ,而 当 i= 1, 2, 3 时 ， 
АУТ, Т,, Т; Ж 5。 对 第 m BA 8 维 状态 空间 的 状态 矢量 
UnC) = ГА, Азы, Asm Ам, Tin» Tens Ts, • Тый (9 = 79) 
SEA Аш, Ам; Aim З и: Иг з Us 的 振幅 ,A 必 是 电势 Ў, Tins Ты, Т, 分别 是 


应 力 分 量 O11» O21 ° o31 的 振幅 ,Tz 是 电位 移 D. 的 振幅 。 式 (9 一 79) 可 在 8 维 状 态 空 间 用 下 列 
方程 表示 


[ B.G) ДЕС) Jo (ar) =0, X [aE Be са) Е Са) Jon) =0 


(9 - 80) 
з Ву (п) F(zi) 是 第 m 层 的 状态 矩阵 ,它们 为 
В,„(11) Ika cy ikgcipst ikecips 1 0 O 0 
ike Coe B,(22) ikəc2m ikacipn 0 1 0 O 
ike cso ike csp B,(33) ik casa 0 0 1 O 
зе iksega iksejs iRgeg, 0 0 O 1 
Bn = chy chn cha са 0000 (9-81) 
Chon C1201 Cl231 Cl241 0 0 0 0 
сў Cis21 Сїзз1 Cisal 0 0 0 0 
ein eiz ёту ёл 0 0 0 0 


B (11) 一 of 十 icipa， B,(22) = сй + ikp cz>  В„(33) = oh,; + ikg cipa 

和 
Е„(11) kokycipzy kekycipsy RakyCigsy 0 
kokyciny Е. 22) kakycipsy Еву сому О 
kokycsany kokycsezy Fan(33) RsRycaspty 0 
kak ёз, kokyegzy kekyegsy kgkyegy О 
—iksciis — kacha —ikg Crise —ikpctug 1 
0 
0 
0 


— ikg Cing — ikp С 1228 — ikg C1238 — ikg C1248 


= ikp С 1318 — ikg C1328 — ikg C1338 — ik; Cl1348 


Oo Or O O O о о 
Or o O O O о о 
= o о o o o © о 


— ik, етв — ik, eza 一 ikg ea 一 ike eisg 


EE 


F,,(11) =— pow + kg ky oby — ikg op,; + Rak, Clary 
F, (22) =— pow’ + hg ky oo, — ikg oy; + ke ky C Tay (9 – 82) 
Fa (33) =— pow + kaky ogy 一 ikg бу + kp ky C spay 

式 (9-80) 易 于 求解 ,其 解 为 


u, (z) = 0,R, ans R, = diagLexp(bint1), exp(b;,zi), **, exp(by,zi)] 


Qn = [Aims Rams ° Ваа 15 an = Laim» агы, > aem] 
(9 — 83) 
式 中 bjw 和 hj 分 别 为 状态 矩阵 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 ,aj; 为 子 层 m 中 的 待定 常 系数 。 子 层 m 
上 边界 的 广义 应 力 和 广义 位 移 可 以 通过 传递 矩阵 Р, (л, 一 dns Lin) 和 下 边界 的 量 连续 
起 来 


Um (Lim — dn) 一 P,, (21m — dm» Lim) U m( Zim) 
(9 - 84) 
P, (Xm — dps Lim) = Qn R, (一 dnm) On 


式 中 zu 是 子 层 加 下 边界 的 坐标 ,d, ВЕЕ т HRE. AERE ЕҤ ҖЕ Ж Эс # Н] WBA 
| P(x, ху) = P(x), Z P(r", z.) (9 - 85) 


H I Sp ih 


N 
P(—h, 0) = ||P. (а, — dn, хы), Unh) = РСА, 0) v0) (9-86) 
m=1 


Rhos (А) Жо, (OPMRRERKAWE ЕЗШ ЖП F ЛУШ ЕНДА ЖШ. 
9.4.3 Love 波 在 层 状 压 电 介质 中 的 传播 


图 9 -9 表示 在 基底 上 有 两 个 压 电介质 薄 层 ;SiO; 沉积 在 基底 Si 上 ,ZnO 沉积 在 910, E. 
SiO, 和 Si 是 各 向 同性 弹性 材料 ,ZnO 是 横 观 各 向 同性 压 电 材料 , 设 极 化 沿 zs 方向。 设 偏 应 力 
只 有 分 量 аз (x1) Al oe (zi) ,其 余 偏 应 力 分 量 均 为 零 。 由 于 Love 波 是 横向 剪 切 表面 波 , 所 以 
只 有 usli, х;, РЖ CT, 2, ORAS; Mi Love 波 沿 x: 的 正方 向 传播 ,所 以 只 有 ks = k 
不 为 零 。 从 而 对 于 Love 波 , 式 (9-79)、(9 -81) 和 (9 - 82) 分别 简化 为 


о „(23) = [Ams Am» Toms T,,J' 
ike 5 1Ëe 14 1 0 с Po а? + (cú + 0%, ЎА? ең k? 0 0 
ike ys — les, 0 1 ез, k? 一 E22 k? 0 0 
В,, == , Е„ 一 А . 
C85 ers 0 0 — ike š, —ikex 1 0 
ез el 0 0 іре iks 0 1 


(9— 87) 


式 中 
0 0 0 0 
са = Cszsz 十 Caz32mn тп + 2C 3,2 3in s С 一 Csza1 + Caeni 3,3 2Can31 U 2,a 


0 0 — 0 0 
C54 = C1332 十 Cl332mn U m,n + Ciz 49,2 › C35 = Cis13 十 2C gag t 1n t C\ss1mn min 


* — 0 0 * — 0 
en = ёз F Eth, F ©зәилМ т.п et = ез 十 san msn 


ж 0 0 ж __ 0 0 
C24 一 ёз; 十 б М лн 十 бм min э €25 = Eng 十 езуи: 十 Єззу„ min 


* __ 0 * __ 0 — 0 
eù =en 十 [улей тп , є? Ser 十 Lizmn lmn 9 єй Sena 十 Булай min? E22 — €x 十 (Ур 


(9—88) 
对 于 ZnO 和 SiO; , cà = cà = e= eK Heh =єл = 0, 所 以 有 
0 0 1 O —pow + (са со)? enk? 0 0 
B. = 0 0 0 1 F. = ea k? —e k 0 0 
ch e 0 0 0 о 1 O 
ets en 0 0 0 0 0 1 
(9 ~ 89) 


对 于 6mm 类 的 陶瓷 ,有 Cu = Cos lis = C24 911 — 622 » AAT ch AM сс, е ЖП éz, э єтї Met 的 差别 
可 以 略 去 ,此 时 B; (1) FF, (zi) 的 本 征 值 可 求 得 为 


булт =E Rs bsmsm =E kam’ Qm = V1 L (pe? oo) / Css | 


(9-90) 
Tss = ch + (е5) /en o с = ф/Ё 
式 中 c 是 相 速 度 。 对 应 于 4 个 本 征 值 的 4 个 本 征 矢 量 组 成 矩阵 Q 
0 0 1 1 
Q = 1 1 eis /eñ ‘s/n (9—91) 
7" esk —eisk Cssgmk — C55 Qmk 
—enk enk 0 0 
把 式 (9-90) 和 (9-91) 代 和 人 (9-83) , 便 得 
0 0 1 1 ef im 0 0 0 Aim 
1 1 e/en es /en 0 её 0 0 im 
2.61) = ek — eË сыф. — cssqnk 0 0 ек1 0 азм 
—eik erik 0 0 0 0 0 ет» | Lay, 
(9 — 92) 
按 式 (9 - 84) TE m 的 传递 矩阵 为 
P, (xim — dms Lim) = 
Г cos Һ(Ёй„й„) 0 sinh (kg nadm) е sinhCkdnd „)^ 
C55 Gmk css En Qmk 
P(21) cosh(hd n) erssinh(kgqmd ») P (24) 
Css є qx k 
P(31) — eñ; ksinh (kd m) cosh(kqmnd „) P(34) 
l—etksinh(kd,)  enksinhtkd,,) 0 cosh(kd,,) J 


sinh(kd,,) ёз sinh(k@nd ») 


p = P 
€11 k C55 Ell Ink 


P(21) = “8[cosh(kgndm) —cosh(kd,)], POCA = 
€11 


er sinh(kd,, ) 


€11 


P(31) =—¢ssq,ksinh(kand m) + 


P(34) =— (25) cosh (ed ») + (2) cosh(kandn) (9-93) 
€11 1 


é 
El 


иштин Weer 


жее 自 


因为 Love 波 局 限于 薄 层 和 基底 界面 附近 ,在 基底 中 随 ху 的 增加 而 衰减 ,所 以 在 基底 中 有 


wo (zi) = 0,[0, age’, 0, aero ]T (9-94) 

把 基底 的 材料 常数 代 和 人 式 (9 - 91) 便 可 得 Q. f z, 一 0 处 有 
Volz) = 0[0, авы, 0, ао |] (9-95) 

在 zi <— h 的 空气 中 的 电势 олы MBM Din 可 以 写成 
Oni lzi» 0) = ap exp(kri)exp[i(& z, — wi)], Di =— epn (9-96) 


ЖЧ, 是 空气 中 的 介 电 常数 ,av 是 待定 常数 。 
在 zı 一 一 不 和 zi = 0 的 力学 连接 条 件 分 别 为 


Суз 一 0, ж; =— h 
(9 - 97) 
бїз = бз, uy = из 21 = 0 
TES A 3138 TS ЕН, Е А PT BB #h TE Za ; A FI] FE BJ Ha, Ж ЯП 
电学 开路 , 即 


Фи = guno Dim = Dimos a = А (电学 开路 ) (9—98а) 
фу = 0,2, 二 一 h (电学 短路 》 
基底 和 薄 层 间 的 电学 连接 条 件 为 
D? = Di, ф=ф»,х =0 (9 — 98b) 
状态 矢量 v (zi) 在 z, = 0 的 连续 性 条 件 要 求 
oo (ai) = 2 (zi); ху = 0 (9 -99) 


按 式 (9-86)、(9 -95) 和 (9 - 99) ,状态 矢量 (zi) 在 z, = —h 的 连续 性 条 件 要 求 


М 
un (— h) = P(—h, 0) v (0) = MLO; Goo 9 0, an] s» M= П Р, (Zi, — dns Lim) Qo 
m= 1 


(9 - 100) 
则 对 于 电学 开路 的 情形 ,可 得 
Asn My M, Ms Mi | (0 U3(N+1) 
Aun _ М;, M2, M2; Ma Go _ амт exp(— kh) (9 - 101) 
Т [ M, M, Мз Ms, | | 0 Q 
Ts Ma Me Ms Mu C40 —~€0 AN+1 kexp(— kh) 
上 式 可 简化 为 


Aan Mz Ma exp(— kh) 
a 

Tsn p= |Ma Мы | = 0 амі 
а 

Tan M, Ma ° —e,kexp(— kh) 


或 改写 为 


32 Ms, 0 


| 22 Ma — exp(— kh) 
2 My eokexp(— kh) 


а20 0 

cu ba (9-102) 
@м+1 0 

要 az，as，aN+i 有 非 零 解 ,必须 其 前 的 系数 行列 式 为 零 ,由 此 得 到 电学 开路 情况 下 的 确定 相 
速度 c 的 方程 


СМ» +e ЁМ„)Му, — (M,, += kM ) Mss = 0 (9 — 103) 


类 似 地 ,可 得 电学 短路 情况 下 确定 相 速度 c 的 方程 为 
Aan _ M a аљ | _ 0 
Tew 7 Mzz Ma {es = 0 


MM; — Mu My, = 0 (9 — 104) 
讨论 层 状 结构 中 Love 波 的 传播 有 许多 论文 ,如 文献 [144，145]。 
9.4.4 偏 应 力 的 分 布 


假设 基底 中 没有 偏 应 力 , 即 z, = 0 处 没有 偏 应 力 ,而 层 中 偏 应 力 的 分 布 在 ху =— h, 处 须 
服从 界面 连续 条 件 ,位 移 连 续 要 求 u, w ER RFF 


或 


glzno = £2s:0, =, eszuo = sssio， = gj, eazno = £23810, = єз, ху =— h, (9-105) 
由 于 假设 oli; о oi 很 小 ,所 以 层 间 应 力 连续 条 件 自动 满足 。 由 本 构 方 程 得 到 


0 一 0 0 0 0 一 0 0 0 
dizo 一 Clinelzno 十 Crez 十 Cises， ово = Cizelzn0 十 Cuies + Cises (9 — 106) 


0 一 0 0 0 о 0 59 ° — ,0 — yr? 
0320 = Cisg1zo 十 Cize? 十 Cssg3， Ee, = 02510, VO asio, • Ee; = @ззо, VG 2siO, 


AP С, С, Cis, Ca 是 ZnO 的 弹性 常数 ,EF, v 510, 的 弹性 常数 。 由 此 推出 在 x; = 
— h, 处 有 


0 = it — Сї» = „Суз (Cy — Са) ж | p Сз (С 一 С.) — (Ct, 一 Ca) | 
0270 СЕС 2510, EC 3510, 


(9 - 107) 


类 似 地 可 推出 aso, ,但 下 面 并 不 用 ,所 以 略 去 。 进 一 步 假设 偏 应 力 obso,， обо IE BORLA 
变化 , 即 


0250, (zi) = =, — 5 с'° = 0250, ( h), Ay < | < 0 
(9 – 108) 
аот) = Se, o = sot h), А л <—h 


为 简单 计 , 令 озо, = Lo” , 其 中 工 是 比例 系数 ,从 而 得 到 


人 


е1 lao’ a= ЕС» 
e" — 1 ` (1 — Ly) (Ch — Ch) + (L —v)G,; (Ci, — C) 
(9-109) 


0350, Са) 一 


当 没 有 偏 应 力 时 ,Love 波 的 相 速度 c 存在 下 列 关系 


《czno ，csio, ) < c < сє 


Су +e ' ' 
сто = /全 十 as = 2841.5 0, cso = | = 3765.9 ©, се = | =5840™ 
Ю2һО з 0910, S i 5 


psi 
(9-110) 
式 中 сло, CsiO, » cs 分 别 是 在 无 限 ZnO, SiO, 和 Si 介质 中 的 前 切 波 速 。 
9.4.5 数值 例子 
材料 常数 如 下 : 
ZnO: o = 5 665 kg/m’, Cu = 209.6 MPa, Ciz = 120.5 MPa， С, = 104.6 МрРа, С = 
242.3 MPa; és 一 一 0.48 C/m’, es =— 0.573 C/m’, es = 1.32 C/mzi en = 


0.67 X10! F/m,ess = 0. 799 x 107 F/m, 
SiO; ; р = 2 200 kg/m’, A = 78.5 MPa, G = 31. 2;e 一 ca = 0. 33 X 107 F/m. 
Si; р 一 2 328 kg/m’, A = 165.75 MPa, G = 79.4;e =e = 1. 035 X 10 F/m. 


图 9-11 表示 没有 偏 应 力 时 的 相 速度 co ВЕ АА 的 变化 ,而 h, 作为 参数 ;图 9-12 表示 有 偏 
应 力 时 的 相 速度 c 和 c。 之 差 Ac = c— со ВЕ kh 的 变化 ,而 如 作为 参数 。 由 图 9-11 可 见 ,对 所 
A HI h s 24] kh — 0 В, co — css B АА AIM co Be. 34 kh — COW Æ hi NT he 或 和 hs 同 
量 级 , 则 co > сло» # Ay > hz, W co > CSO, o 中 间 层 SiO, 对 相 速度 有 明显 的 影响 。 由 图 9-12 
可 见 , 随 kh 的 增加 Ас/с К 5 Ч kh 一 co 时 ,Ac/o 趋 近 于 水 平 线 。 由 图 还 可 看 到 ,入 /А 0 
或 oo 的 Лс/с 值 小 于 hi /hs 的 中 间 值 。 


6000 
5 5004] —e— h,=1 x 10 ` m, h=0 
зоо ——h=1x10 mh=lx10 四 
—= h=l1x 10 m,h=1lx10°m 
g 4 500 —— h,=1 x 10° m, k,=1 x 10° m 


> 4000 
3 500 
з 000 
2 500 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
kh 


9-11 无 初 应 力 时 的 相 速 度 a Bü kh 的 变化 (h, 为 参数 ) 


到 -PT1x10 ° m, p=0 

—— 1-1, 1х 107° т, 1 х 107 т 
0.00164 ~*~ Lah 1 х 10" m, 1х 10% m 
一 一 一 1， h,=1 x 10 ` m, h=} x 10? то, 


оне 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
kh 


9-12 PERDIDA MRE c 与 ce 之 差 随 kh 的 变化 (hi 为 参数 ) 


9.5 FE fe ht EB B- G Жп 17 


9.5.1 基本 方程 


在 非 压 电 材料 中 , 半 无 限 体 中 不 存在 单纯 的 横向 振动 波 ,但 在 一 定 的 压 电 晶体 切片 中 可 以 
存在 ,这 便 是 Bleustein 和 Gulyaev 发 现 的 、 现 通称 为 B-G 波 。 由 于 半 无 限 压 电介质 中 的 了 B- 
G 表面 波 的 穿 透 深度 很 大 ,达到 10 一 100 个 波长 ,使 得 能 量 不 能 集中 在 表面 附近 传播 ,限制 了 
它 的 应 用 。 改 进 的 方法 之 一 便 是 在 半 无 限 表面 沉积 一 菠 层 压 电 体 ,构成 薄 层 和 基底 均 为 压 电 
体 的 层 状 结构 。 有 时 预先 给 定 适当 的 偏 应 力 或 偏 电 压 也 有 帮助 。 存 在 偏 应力 时 的 基本 方程 已 
在 9.4 节 中 讨论 过 ,基本 方程 为 式 (9 -70) 和 (9 - 71), 


9.5.2 层 状 结构 中 的 B-G 表面 波 


HFB-~GHeRAREAR AMOR. PU RA us (xi, х, OM ola, х0, DRAR 9 - 
5) ,从 而 式 (9 ~ 70) 4459 | 


* 0 0 0 — ae 
озул 十 ss 十 O11 ts T 2612 3,12 T oz: Usg = Cots 


(9 ~11lla) 
D... + Р, = 0 
或 
(ст sar + айз) из „з + Cersa 十 cz зв 十 2012 ) us,12 + (cz зз + 02 )us,22 + 
ets фу T (eisz 十 ey pa 十 C252 pz 一 potis (9 - 111b) 


eiz иза К Cee 十 ед изда 十 eUs, EDP, n — Фет фут E22 Ф = О 


对 于 z, > 0 的 基底 区 域 ,其 中 的 物理 量 在 右上 角 标 以 “M”, 因 为 设 其 中 没有 初 应 力 , 所 以 控制 
方程 为 


ы 
: 弹 : 
:性 
理 
论 


“мм “мм MM м м м < 
суз из 2c1332 U3,12 Cass azt enr Pir F 2er фаг + ёз Фа 一 ойї 


* * * (9-112) 
ehi unut 2е3 ust евим ей ph 7 2er prz enh p22 = 0 
在 zi <—h 的 空气 中 ,电势 ф? 满足 pin + Gree = 0, 
在 z, = 一 六 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 以 及 zi: = 0 界面 上 的 连接 条 件 为 

613 F ous] = 0, z, =— h 
g=¢> Di = Di (电学 开路 ); 9? = 0 (HARB). x. =— h (9-113) 
из =u¥, оз=оз, p=", D = Рў, д =0 
Uz, p — 0, д — SS; g — 0, z, —— оо 


现 设 В- СЙ x; 的 正 向 传播 , 故 只 有 k = 二 上 不 为 零 。 薄 层 中 的 位 移 和 电势 可 设 为 
из = azexplikbz: explik(z, —ct)], g= a,exp(ikbz, explik(z, —ct)] (9-114) 
把 式 (9-114) 代 人 (9- 111b) , 便 得 


| + ай, B® + Cers + czs 十 20126 + (сг зз + 022) — роб I 
ern B + (ез, + езу )b + ез 


ef b° + (era + e251) b + ezz ke 上 0 
en b: 2eiz b —ez2 Q4 0 


要 使 as, а, 有 非 平凡 解 ,其 前 的 系数 行列 式 必 须 为 零 , 由 此 得 到 
А. +А tA + Ab + Ay = 0 (9-116) 


式 中 А, 是 由 式 (9 -115) 确 定 的 系数 ,此 处 从 略 。 从 上 式 可 以 求 出 4 个 本 征 值 b,(p 二 1, 2, 3, 
4), 进而 对 应 每 个 b, 可 求 出 一 对 本 征 矢 量 as 9 Q4 ,它们 的 比值 Bp 是 
a,” eis b; 十 (eisz 十 ez yb, + e232 


= =-— s; ee (9-117) 
Pr оў” en b, + 2eiz b, tex 


由 此 得 到 薄 层 中 的 位 移 和 电势 为 


(9-115) 


4 
из = Jaf” explikb,x, expLik (x, — ct) ] 
=1 
| (9-118) 
9# 一 > Ba” exp(ikb,x, )explik(a, — ct) ] 
p=l 


对 于 基底 可 类 似 地 讨论 ,注意 到 无 穷 远 处 的 条 件 , 基 底 中 只 存在 2 个 正 虚 部 的 根 Бу (9 = 
1, 2), 因此 有 


2 


ui = Save exp(ikb™ х, )explik(z, — ct) | 
p=1 


(9 - 119) 


2 


Фф“ = >a" aX exp(ikb™ жу)ехр[1Ё(х» — ct) J 
p=1 


注意 到 z, = 一 六 的 连接 条 件 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,空气 中 的 电势 可 表 为 


= Ува? exp(ikb, x, exp[ k(x, + h) Jexp[ik (х — ct) ] (9-120) 
把 式 (9-118) 一 (9 -120) 代 人 边界 和 界面 连接 条 件 , 便 得 到 含 相 速度 的 具有 6 个 分 量 的 矢量 
а = [40 , «2, а, а, a, a]? 的 6 个 齐 次 方程 ; 
Ра = 0, CP, Jla) = {0} (9-121) 
对 于 zi =— h ARLES RMA EE PHRF: j=l, 2, 3, 4 时 ,有 
Р, = ikl Cet ss: + ol + ети 828; + crag + о + erp Jexp(— ikb;h) 
Р»; = 1Ё[ (е —et Bi)b; + ез — (er іє"); Jexp(— ikb jh) 
= ikl Ceciss + айз + et Bb; + crsa tote + ег, 
Py =1, Ps; = 6, Pu = ikl (et —et Bb; + ei —etB; J 
4; = 5, 6 时 ,有 
Pu =0, P, =0, P, =—ikl CoM + eM? 82, 5, + 20 + ет» 8541 


Py =—1, Ps; =— B , Р,; = ПЕСН —eM” BED ba + ez 一 ct BM, | 
(9 - 122b) 


(9 – 122а) 


„з 
| 


令 其 前 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
|P|=0 (9 — 123) 
便 得 到 确定 B- G 表面 波 的 相 速 度 с 的 方程 。 
对 于 r, 一 一 有 界面 上 电学 短路 的 情形 , 式 (9 - 121) 中 的 第 二 行 或 (9 - 122) 中 的 Ps 须 更 
换 为 


Ps = BexpC—ikbh), j=1,2,3,4; Pj; = 0,ј = 5, 6 (9 - 124) 
B - G 波 存在 的 条 件 是 c < min (cl, cM) ,其 中 ch, cv 分 别 是 在 无 限 薄 层 和 无 限 基底 中 的 剪 切 波 速 。 
9.5.3 例题 


薄 层 和 基底 的 材料 均 取 为 LiNbO, ,但 薄 层 的 材料 沿 zs 正 向 极 化 ,基底 沿 zs 负 向 极 化 。 
LiNbO; 的 材料 常数 如 下 (Voigt HH): 
二 阶 弹 性 常数 (10! N/m’): Cy = 20.3, Cy = 5.3, Сз = 7.5, Cu = 0.9, Сз = 2.45, 
Сы = 6.0. 
三 阶 弹性 常数 (102 N/m’); Gu = — 21.2, Gy =— 5.3, Сыз =— 5.7, Ou = 2.0, On = 
— 2.5, Ga = 0.4, Сз = 7.8, Сы = 1.5, Сы = 3.0, 


Ciss = — 6.7, С» =— 23.3, Сы =— 29.6, С, =— 6.8, 
Сы, =— 0.3, 

二 阶 压 电 常 数 (C/m2 ) : е == 3.7, е» = 2.5, ез, = 0.2, e = 1.3, 

三 阶 压 电 常 数 (C/m’): ens = 17.1, es =— 4.7, es = 19.9, ez 一 15.9, ањ = 
19.6, e =— 0.9, Cus = 20.3, еш = 14.7, е. = 13.0, 


e313 一 一 10. 0, ёз 一 11. 0, ёзу 一 17. 3, 344 一 一 10. 2. 


人 
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二 阶 介 电 常数 (10-2 F/m): е =en = 389,6 = 257, 
三 阶 介 电 常数 (F/V): єп =— 2.81,є э», =— 2. 40,6533 =— 2. 91. 
电 致 伸缩 常数 (10-"”F/my) : ln = 1.11, he = 2.19, з = 2.32, ha = 1. 51, ls = 0.19, 
l3 一 一 2，76，1 = 1.85, lu =— 1. 83. 

通常 偏 应 力 较 小 ,因而 初始 构 形 和 现时 构 形 可 以 不 加 区 别 。 偏 应 力 分 量 ай, оз, оп ATA 
略 去 , 偏 位 移 和 偏 应 力 和 zs 无 关 。 进 一 般 假 设 az = o = const, , 0 = 0, 

图 9- 13 表示 没有 偏 应 力 时 的 色散 关系 , 即 co 相对 h/4 的 关系 ,其 中 c, 为 没有 偏 应 力 时 的 
相 速 度 。 由 图 可 见 ,电学 开路 的 相 速 度 高 于 电学 短路 时 的 相 速 度 ;对 于 低频 Һ/л-—>0 的 情形 , 相 速 
度 趋 近 于 半 无 限 体 时 的 值 , 即 开路 时 趋 于 4. 538 km/s, 短 路 时 趋 于 4.203 km/s, `M h/A>3 后 , 开 
路 和 短路 两 种 情形 , 相 速 度 均 趋 于 4. 202 km/s。 图 9 - 14 表示 偏 应 力 @ = 40 MPa 时 的 相 速度 
相对 变化 和 薄 层 相对 厚度 的 关系 , 即 Ac/co (Ac = c 一 co) 相对 Һ/А 的 关系 ,其 中 с 为 存在 伪 应 力 时 
的 相 速度 。 计 算 表 明 ,对 于 考虑 偏 应 力 的 低频 情况 ,三 阶 常 数 有 明显 影响 。 


图 9-13 没有 偏 应 力 时 的 色散 关系 图 9-14 WEHA of = 40 MPa 时 的 相 速度 
相对 变化 和 薄 层 相对 厚度 的 关系 


96 在 偏 电 压 作 用 下 的 Lamb jk 


9.6.1 波动 方程 和 边界 条 件 


本 节 讨 论 横 观 各 向 同性 介质 中 存在 偏 电场 和 初 应 力 的 Lamb 波 的 传播 问题 。 本 节 采 用 标 
ЖЕЙ Voigt 紧缩 符号 , 见 式 (1 - 3)。 图 9 – 15 ERE А 的 薄 
压 电 板 , 极 化 沿 zs 方向 , 波 沿 z, 轴 传 播 , 由 于 板 在 лу, z, 方 
向 无 界 , 故 可 看 成 平面 应 变 问 题 。 关 于 初 应 力 和 偏 电场 的 问 
题 ,我 们 在 9. 4 节 已 做 过 较为 详细 的 讨论 ,为 方便 计 , 本 节 采 
用 不 带 “ * ”号 的 通常 符号 在 初始 构 形 中 讨论 。 本 节 只 讨论 ! 
上 表面 施加 均匀 偏 电压 了 ,下 表面 接地 ,因而 只 有 偏 电场 分 图 9-15 偏 电压 作用 下 的 产生 
E Е%= V/h 作用 、 所 有 变量 和 zs 无 关 的 简单 的 情况 。 对 于 Love 波 的 薄板 结构 


薄板 ,os 可 以 略 去 。 为 使 问题 更 简单 一 些 ,进一步 假设 使 吧 =0。 在 上 述 情况 下 , 按 横 观 各 向 
同性 体 广义 应 力 的 本 构 方 程 可 求 得 


а =Е;, Di = Es 
— (Cy — Ciz ) C3 ез + СС 一 С.) Сез» 


* С.С — Ch (9 - 125) 
__ Cas eh = 2C,; ёз €33 十 С езз 
т Сг Css — Cis Fess 


对 于 上 述 偏 应 变 不 大 的 二 维 问题 , 按 式 (9 - 70) 并 仍 记 of 为 о» ,在 初始 构 形 中 的 运动 方程 为 


0 — Р __ А 
11653 оиу = poui» 5,1 F 03,3 十 四 zs = Pols 


(9 一 126) 
Di 十 了 一 0 
本 构 方程 的 分 量 形 式 为 
01 = Cue: + Сез 一 ез, Es ’ вз = Cisei + Сззєз 一 ез E, 
(9 - 127) 


в = Cues —esE,, Р, = eses ten EL, D; = еџє + €33€3 Fez Ёз 
把 式 (9 -125) 和 (9 - 127) 代 人 (9 -126) ,得 
(Cu + ФЕ) ша + Caus + (Cis + Са) изз 十 (ea + ёь) Gas = рой 
(Сз 十 Са) 十 (Cu mE изи + Castas + epn Fengs = ройз (9-128) 


(ез, F eis uras 十 Eis Из,л1 十 ea U3,33 TEn фп —€33 Ф,зз 一 0 


9.6.2 Lamb ЖБ Е 9) 
Lamb 波 可 以 存在 对 称 和 反对 称 解 。 先 讨论 反对 称 解 , 设 为 


и = 了 Bisin(R6rs )exp[ 达 (zi 一 ct)]， из = B,cos(kbx;)explik(x, — ct) ] 


(9-129) 
9 = B,cos(kbx;)explik(x, — ct) ] 
式 中 B, 为 待定 系数 。 把 上 式 代 人 (9 - 128) , 便 得 
(Cu — рос? + C,, b2 + 7,E3) Bi + (Cis 十 Ca )1bB; + Cez + e, )ibB; = 0 
(Сз + Cu ibB, — (Cu 一 poc + Ca b° + ЕЗ) В, + (е 十 es 及 )Bs = 0 (9 ~ 130) 


(ез + е15)15В, 一 (es + e, b2)B, + Cen ез) В = 0 
为 得 到 В,, В,, B, 的 非 平凡 解 ,其 前 的 系数 行列 式 必 须 为 零 , 由 此 得 到 含 待 定 相 速度 c 的 如 
的 三 次 方程 
А, (Ob + A, (c)bt +A OB БА, (с) = 0 | (9-131) 


给 定 c 和 给 定 偏 压 V 便 可 解 得 5b? ,有 解 土 5, 但 由 式 (9 - 129), 5 和 一 5 两 个 解 不 是 相互 
独立 的 , 故 只 取 其 中 的 一 个 解 ,因此 有 三 个 5b.(i = 1, 2, 3) 解 。 以 之 代入 式 (9 - 130) ,得 到 振 
幅 比 B,,/ Bz, By/ Bs, 一 1，2， 3 ,它们 是 


人 


By, = FuBy, В, = Е.В, 

Fu = ib) Ке, + es) (Са — рос? + C. bi + Е) — (е + enbi) (Cis + Cu) ]/A 
Fa = (Cn — po + Cub? — рЕ3) (е + e, bT) 一 (Ca + Ca ) len + её; 1/A 
А = (Сз + Са)? — (Cu — рос? + Cub? — mE (Cu — рос + Сб + Е) 


а) 
* 
:性 : 
е 
论 


(9 - 132) 
所 以 式 (9 -129) 又 可 写成 
3 
ир = >) FuBasin(kbxs)explik (a —ct)] 
11 
3 
из 一 >) FuBucos(kbx,)explik(x, —ct)] (9 — 133) 
11 


з 
p= >) Вә cos(kbz;  expLik (x; — ct) ] 
i=) 


TE z, =+ h/2 的 边界 上 ,机 械 和 电学 闭路 边界 条 件 为 
о (zi, £h/2) 一 os(z， 士 hi/2) = glxi; £h/2) = 0 (9 - 134) 
把 式 (9- 133) 代 入 (9 - 134) ,可 得 确定 待定 系数 Bas Bo» В. ЮЗ 个 齐 次 方程 ,要 有 非 平 凡 
解 ,其 前 的 系数 行列 式 必 须 为 零 БП 
[P][B]=0, |Р|=0 (9 -135) 
上 式 便 是 确定 相 速 度 c 的 方程 。 展 开行 列 式 ,得 
Hicot(xmbi)cot(xmbs) + Hcot(xmbi)cot(xmbs) + H;cot(xmb, )cot(xnmb;) = 0 
т = ҺА, H = GCis Fis — Casbs Fos — ез.) Cu Li For — Fa) + ЬЕ — b Fn] 
П, = GC, Fu — Cab, Fig — e3302) Cu Li Pn — Fes) +b Fn — 63 Fis J 
H, = GC, Fu — Cab, Fa — esbi Cu Li Pes — Fz) + bs Fis — БЕ.) 


式 中 m 是 一 个 重要 参数 ,通常 在 0.01 到 3.0 之 间 。 图 9- 16 给 出 反对 称 情形 的 a, BSA 48 
压 时 的 相 速度 cu 和 无 偏 压 时 的 相 速度 c 之 差 Ac = сь. — с 和 偏 电场 之 间 的 关系 。 


(9 ~ 136) 


1.0 1.5 2.0 2.5 . 
偏 电 场 /((kV/imm) —2.5—2.0—1.5 0 05 10 15 2.0 25 


偏 电 场 /kV/mm) 


—2.5—2.0—1.5—1.0—0.5"0,0 0.5 


(а) (b) 
图 9-16 反对 称 情形 的 a 模 态 的 相 速 度 差 和 偏 电场 的 关系 


对 于 电学 开路 情形 可 类 似 讨论 。 
9.6.3 Lamb Ж ХК) 


设 Lamb 波 的 对 称 解 为 
ш = Bicos(kbz,;)exp[ik(xi —сї)], u, = B,sin(kbx;)exp[ik(ax, — ct)] 
ф = B,sin(kbx;)expLlik(x, — ct) J (9 -137) 
把 上 式 代 人 (9 -128) ,得 
— (Си рос + Cub? + ЕВ, 十 (Cu + C. )iBB, + (es + es )ibB, = 0 
(Cis + Cu ibBs + (Cu 一 ooc + Cab? + ED В, 十 (es + esb23B, = 0 (9-138) 


(ез + es )12В; 十 Ces + e,, b°) B, 一 Cen +e,;5°) B, 一 0 


为 得 到 Bi, В,, B, 的 非 平 凡 解 ,其 前 的 系数 行列 式 必 须 为 零 ,由 此 得 到 含 待定 相 速 度 c 的 5? 
的 三 次 方程 
А. (оь Ab +4,(08 + А,(с) = 0 (9 - 139) 


和 前 面 一 样 ,有 三 个 5.(2 = 1, 2, 3) 解 。 与 之 相对 应 ,有 三 组 振幅 矢量 BB, 解 , 且 其 中 的 两 
个 可 以 表示 第 三 个 


By = Ё.В, 9 Вь 一 Е.В. 


F — б — Cez + ел5) (Саа — рос? + C; b; + PEs) + Се + e36? ) (Cis + Cu] 
u (Cis + С, 226? — (Cu — рос? + CyB? + m Es) (Ca — рос? + Css bi + g Es) 


(Cu — poč + C, b° + ЕЗ) (ез; + e; 67) 一 СС + Caa ) Сез, + es ) bt 


Ё, = 
” (Ca 十 Co) 用 一 (Ca — pod + Cub? +wE3) (Cu 一 ooc + Cab? + ED) 
(9 – 140) 
所 以 式 (9 -137) 又 可 写成 
3 
иу = 5) FuBscos(kbz;)expLik(x, — ct) |] 

i=1 
3 

= 5) FuBasin(kbxr,)explik(x, — ct)] (9-141) 


i=1 
3 

e= >) Busin(kbz; )exp[ik(x, —ct) ] 
1= 1 


在 zs =+ h/2 的 边界 上 ,机 械 和 电学 闭路 边界 条 件 为 
COW +h/2) = os (21> +h/2) = px, , +h/2) =0 (9 — 142) 


把 式 (9 - 141) 代 和 人 (9 - 142), 可 得 确定 待定 系数 Bas В, В. 的 三 个 齐 次 方程 ,要 有 非 平 凡 
解 , 其 前 的 系数 行列 式 必须 为 零 , 即 


[P][B]=0, |P|=0 (9 - 143) 


йты 28—00 
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上 式 便 是 确定 相 速度 c 的 方程 。 展 开行 列 式 得 
П, tan(xmb, )tan(xmb,) + П, tanCrmb,)tan(xmb;) + II, tan(xmb,)tan(amb;) = 0 
т 一 h/A, П, 一 ОС, Fi; + C33 b; Fos + 3363) Cy Li Foz — Fn) —6,F + 6, Fy, | 
П, = GC, F, + Carbo ЕЁ» + е.) С. ПСЕ — Fa) — bi Fu + bs F ] 
II, = GC, Fi + Cs; bi Fao 十 ez; b1 Cu [iC Fos — Fa) — bs Fis + b, F. | 
图 9~17 给 出 对 称 情形 时 的 零 阶 模 态 和 一 阶 模 态 的 有 偏 压 时 的 相 速 度 cu 和 无 偏 压 时 的 相 速 
BE c Z3 Ac = сь. — c 和 偏 电 场 之 间 的 关系 。 

对 于 电学 开路 情形 可 作 类 似 讨 论 ,计算 表明 , 当 k—=co Bi , З BT 48 ZS НАНЕ ЕРА H 
WAY Rayleigh 波 速 。 图 9-16 和 9-17 的 计算 稍 嫌 粗 糙 。 


(9 — 144) 


10°Ас/с 
м М G) 4 Un С ~~] °S 


2 


1 1 2 
偏 电场 /kV/mm) 偏 电场 /kVmm) 


(а) (b) 
图 9-17 对 称 情形 的 相 速 度 差 和 偏 电 场 的 关系 
(a) SBA; (b) 一 阶 模 态 


9.7 存在 偏 应 力 时 的 Rayleigh 3" 


9.7.1 问题 的 描述 


讨论 图 9-5( 但 图 中 的 坐标 需 作 变换 :zi 一 zs，zz 一 Z1， 2Z3 一 zz) 所 示 的 压 电 层 状 结构 , 38 
盖 层 和 基底 均 为 横 观 各 向 同性 压 电 陶 瓷 , 沿 zs 轴 极 化 ,本 节 讨 论 c 轴 取 向 的 LiNbO, 晶体 沉 
积 在 非 压 电 的 蓝宝石 基底 结构 中 Rayleigh 波 的 传播 问题 。LiNbO; 属 3m 唱 系 ,但 在 通常 情况 
下 ,Cu 和 es 可 近似 取 为 零 ,因此 可 按 6mm MAH. 5009-6) + TL, Га, ez 为 零 , 从 而 
位 移 и, 和 其 他 分 量 解 耦 ,声波 分 解 为 Love EMEC, r) PEAGI ил, из 5 ç HRA ВЈ 
Rayleigh 波 。 通 常 履 盖 层 厚度 疡 约 几 微米 ,基底 厚度 远大 于 覆盖 层 , 因 而 基底 可 视 为 半 无 限 
体 。 覆 盖 层 和 基底 在 界面 rs = 0 处 理想 连接 。 基 本 方程 如 式 (9 -70) 所 示 ，, 履 盖 层 内 用 位 移 
表示 的 运动 方程 和 电位 移 方程 ( 略 去 材料 常数 上 方 的 上 标 ) 为 


Сун кыш 十 erp ki + Шы ТТ pu; ’ Cp Unis ERP ik T 0 (9-145) 
基底 中 不 存在 偏 应 力 ,其 中 的 量 用 字母 上 方 带 “M” 的 量 表示 ,其 中 的 基本 方程 为 


M „M M M — „Мм M M M M — 
Cie Uki F Epi = pti, ешим EAP R = 0 (9 - 146) 


通常 表面 声波 器 件 置 于 空气 中 ,空气 的 电势 po 满足 Laplace 方程 Vzpo= 0 
边界 条 件 和 界面 连接 条 件 是 


бз; + ои; =0,2; =—h 
Фо = 0 《电学 短路 ); Ro = gos D; = Dos 《电学 开路 ) ， Za =—h (9-147) 


о — „M м — „м — nM 
03; бз Uje = 033 u; = Uu; > o e, D, = Dy; , z; = 0 


9.7.2 问题 的 解 
考虑 到 波 沿 轴 传 播 , 按 式 (9 -21), 取 
ш = Bele, g= Betts ек9 (9 - 148) 
式 中 В, 为 第 i 个 位 移 分 量 的 振幅 。 把 上 式 代 入 式 (9 - 145) ,得 


ГВ =0, sk [Гы]{В„} = (0), В=[В,, В,, В,, В, |, оа, В = 1, 2, 3, 4 
《9 - 149) 


式 中 
Г» = Cuna + (Сз + Cias) +O Cans + 8» боб + 260% + 6708s — рс?) 
Ги = en; Hble; Hen) Hber Гу = en + OCC rg Без) tbe 09-150) 
Га =— (en + 2ben + en) і, ј =1, 2,3 


为 了 得 到 非 平 凡 解 ,要 求 式 (9 - 154) 中 的 系数 行列 式 为 零 , 便 得 到 以 表面 波 速 c 为 参数 的 2 的 
8 阶 方程 


Asb? + Ab + A 6 +A, А, HHA +A, БАБ + А = 0 (9-151) 


AP A, 是 材料 参数 和 初 应 力 的 函数 。 由 上 式 可 解 得 8 个 b, 值 。 对 每 一 个 5b ,可 求 得 一 个 具 
有 4 个 分 量 的 振幅 比值 ,可 随意 取 Bi 为 唯一 的 待定 量 


B, = BB. Big = l,i=1,2,3,4,q=1—8 (9 – 152) 
求 得 了 Bs 后 ,覆盖 层 中 的 位 移 和 电势 便 可 表 成 
и; = > BaB ete eile) , p= DDA: eitbgts elb(z 0 (9 — 153) 
考虑 到 roH LEB AE SRE OY FK 4 MHP AE RRB Б, 。 基 底 中 的 广义 位 移 可 表 成 


4 
_ SY BY BM ett ейа-@ А Ф“ — = ypt sts zs eik(zy|--et) (9 — 154) 


q=1 


9.7.3 相 速 度 
相 速 度 须 分 成 电学 开路 和 电学 短路 两 种 情况 分 别 讨论 。 


HegeeRSen wow! 


жие 2 


1) 电学 开路 
电学 开路 要 求 在 空气 和 覆盖 层 的 界面 上 电势 和 电位 移 相 等 ,所 以 推 得 


8 
= —ikb h kth ) Gi 一 
p = > BuBie ikb, elte elke, ez) (9 – 155) 
9 一 工 


609 – 153) ~ (9 -155) 代 入 边界 条 件 ,可 得 
PB =0,Р=[Р„],В=[В„, ВМ] m, n = 1 — 12 (9 – 156) 
КАЯТ п = 1- 8, 相关 系数 为 
Py, = іА([С 十 Cansb + д» (ats + 0220.) 8, + (ез; + езб ) Bin е" 


Ры = І (esa 十 esp ) Ben — (єп Tess b, 十 igo ) Bin Је" 
(9 – 157a) 
Ра, = iR{ LC air + Саз, + ду Cols + 08302) дь + (ез; + es b, ) Ben} 


Pera = Выз Ри = В. Pu, = ik[L (esn F e343 On) Bin — Cen Hessba) Ban J 
对 于 7n = 9—12, 相关 系数 为 

Pa =0, Ры=0, Ра, =—1Ё[(Сы-_ Саб) Bint Cert erghh) Ban | 

Рат, 一 一 Ba Pu, =— В. 


Piz,, =— i#[ (esa + C5430 1-8) Ban — lent esb Bases 15> k=1, 2,3 
(9 -157b) 


式 (9-149) 和 (9- 155) 是 两 个 相互 耦合 的 方程 ,通常 采用 和 迭代 法 求解 ,由 此 可 求 得 电学 开路 时 
的 相 速 度 。 
2) 电学 短路 
对 于 在 空气 和 覆盖 层 的 界面 上 电势 为 零 的 电学 短路 情形 ,只 需 将 LP ] 的 第 4 行政 为 
Pa = Bnei ,n=1~8; Py =0,n=9~12 (9 – 158) 


由 式 (9- 149), (9 – 155) #19 -158) 可 求 得 电学 短路 时 的 相 速 度 。 
9.7.4 算 例 


在 覆盖 层 中 ,主要 存在 初 应力 ап, Н. оз = 
0。 材 料 系数 见 本 章 9.5.3 的 例题 。 图 9 - 18 
表示 无 偏 应 力 时 的 Rayleigh 波 的 频 散 曲线 ， 
图 中 的 实 线 和 虚线 分 别 代表 基 频 模 态 的 表面 
电学 开路 和 短路 的 情形 ,电学 开路 时 的 相 速 
E co 大 于 短路 时 的 相 速度 c。。 当 薄膜 厚 度 
和 波长 之 比 h/À 很 小 时 , 相 速 度 趋 近 于 基底 . 
的 Rayleigh 波 速 , 随 h/4 的 增 大 , 相 速 度 趋 近 0.0 0.5 1.0 1.5 20 
于 覆盖 层 的 Rayleigh 波 速 。 图 9-19 RMB Wa 


з э, 9-18 压 电 层 状 结构 中 Rayleugh 
应 力 对 Rayleigh 波 的 速度 和 相位 的 影响 ,图 ША ША 


ств) 


9 一 19(a) 表 示 开 路 时 的 相 速 度 相对 变化 , Дс/со = Cer — со) / cio 和 短路 时 的 相 速 度 相 对 变化 
Ас, / сьо = (c, 一 Cs0)/cso BË Һ/А 的 变化 ,其 中 с, ЯП c, 分别 表示 存在 偏 应 力 时 的 电学 开路 和 短路 
时 的 相 速 度 ;图 9 - 19(b) 表 示 开 路 时 的 相位 相对 变化 Лр фо 一 《$i фо) фо 和 短路 时 的 相 
位 相对 变化 Аф. / фә = Chs — peo) / pa BE АЈА 的 变化 ,其 中 pt: 和, 分 别 表示 存在 偏 应 力 时 的 电 
学 开路 和 短路 时 的 相 速度 ,go 和 gs 为 不 存在 偏 应 力 时 的 值 。 在 本 例题 中 , A/A = 0.15 时 , 相 
对 相 速度 和 相对 相位 的 变化 最 大 。 


—e— о, =—40 MPa, 开路 ~2.0 


— 06 -*- оу =—40 MPa, 短路 -2.2 
x 04 — 24 `. 
g e-e et x sore cee 
Š 02 = < -26 
0.0 3 -2.8 


—— 01,=—40 MPa, 开路 
-*- о, =—40 MPa, 短路 
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 
ИА. 
(a) (b) 
9-19 偏 应 力 对 相 速 度 的 影响 
a) Ac/co 5 Һ/А ЭБЖ, СЬ) Ag/$ 5 h /) 的 关系 


Babich 和 Lukyanov65 讨论 了 曲线 层 状 结构 中 波 的 传播 。 


0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 
hia 


98 一 般 情 况 下 的 界面 动态 断裂 分 析 口 52~159] 


9.8.1 一 般 情况 动态 分 析 的 基本 控制 方程 


对 于 等 温 问 题 , 介 质 的 本 构 方 程 由 式 (9 - 2) 表示 ,用 广义 位 移 表 示 的 运动 方程 由 式 (9 -3) 
表示 。 文 献 [152，153] 先 采用 Laplace 变换 ,再 用 Fourier 变换 的 两 次 变换 来 处 理 这 一 问题 。 
对 任 一 函数 f(xi， z+, 1) 00 Laplace 变换 为 (参见 式 (5 - 173)) 


— сю atio — 
Fns za p) = fer, za Dede, fs ma 0 = | Fn, x, ре" ар 
0 212 а 


(9 - 159) 

当 各 阶 导数 初始 值 均 为 零 时 ,基本 方程 式 (9 -2) 和 (C9 - 3) 分 别 化 为 
оу = Суы йы + ery Quro Р; =—en Ф. + Ein йы (9-160) 
(Cyn Ti + ery Die = op Tys (ва Pt em #1) m = 0 (9 - 161) 


对 于 广义 平面 等 温 问 题 , 上 式 中 的 下 标 i, j 1, 2。 
在 Laplace 变换 域 上 对 任 一 函数 f(z!，z2) 的 Fourier 变换 为 (参见 式 (6 - 227)) 


人 


电 ; 
ч 
性 
理 
论 


Fos тз, р) = | fom, л, pre ders Flas а, р) = Pl G, z, peds 
(9 一 162) 
引入 变量 置换 
Жж 一 T. y = 1; (9 163) 
再 把 式 (9 -161) 对 坐标 z, 进行 Fourier 变换 ,参照 4. 2. 1 节 中 的 理论 ,利用 苔 .1 = iski, = 
Cis)? ш 后 , 则 得 
[Chia + (Cine 十 Co) Ә/ Oy + Cone F / Oy? ] Z, + 
Cen 十 (eu + еы) Ә/ Эу + е F/D] = 0 
[en 十 (eu + en) O/ Әу + enz Ә/ Oy? jh — (9 =- 164) 


Leu + (ег +e) Ә/ Oy Fezz ® / Әу? ] Ф = 0 
Стат 一 Chie (р, s) = Су + oC p?/s* 85 


引入 符号 
Q= [= л 1, R= [© ез 上 RT 二 [= Cine | 
@ еп ёз El E21 TEn 
~ (9 - 165) 
T= Éa ез2 |, U _ fel 
Ezz 622 Ф 
APER Q 和 也 是 正定 的 。 利 用 上 式 , 式 (9 -164) 可 以 写成 
[TÆ / dy? + (R+R") Ә/ әу + 9]0 = 0 (9 - 166) 
He 
Us, у, р) =als, phew”, au / Әу = uU (9-167) 
把 上 式 代 入 式 (9 -166) , 便 得 
[T + RHR e+ Qla = 0 (9 – 168) 


由 上 式 可 得 到 由 4 个 民 十 奴 十 c 形 式 连 乘 组 成 的 本 征 多 项 式 , 所 以 本 征 根 具 有 形式 上 一 一 ?十 
МВ — hac AM ины =—b— VE — Дас, 其 中 b, с 为 由 材料 系数 决定 的 常数 "5 。 当 s— оо 的 
极限 情形 , 式 (9- 167) Я и, 应 当 趋 近 于 静态 解 , 此 时 z, = иш, Н. Imp; > 0。 本 征 方 程式 (9 - 
168) 的 本 征 值 y 有 8 个 根 j,i 二 1~ 8, 可 记 为 mp 一 1 一 4; 相 应 的 8 个 本 征 矢量 记 
Ў а: а ,从 而 式 (9 -167) 的 一 般 解 取 


~ 4 
UCs, У» р) = У\ГСа, Gs, У» pen Р) 十 Силаи (5, У» peri’ »] (9-169) 
&=1 
把 式 (9 -160) 对 坐标 z, 进行 Fourier 变换 , 则 得 


~ 


Х, = is(R™ +ТӘ/ Әу) U (9-170) 


9.8.2 界面 动态 裂纹 问题 的 提 法 


设 材 工 位 于 上 半 平 面 S' ,x 22 0; 材料 本 位 于 下 半 平 面 S”, zs 二 0, 界面 为 z, = 0。 沿 
zl 轴 有 一 长 2а 的 裂纹 ,坐标 原点 选 在 裂纹 的 中 点 。 假 设 无 穷 远 处 没有 作用 广义 应 力 BA 
上 作用 有 阶 跃 广 义 应 力 。 对 于 等 温 问题 ,对 任 一 介质 G= I, D ,运动 方程 和 本 构 方 程式 的 
Laplace 和 Fourier 联合 变换 式 (9 - 166) 和 (9 - 170) 都 适用 。 边 界 条 件 为 


) = 
Ei) = [oil oe) он, DIV? = 237 = +H GO, |а |< a 


>? =0, N= 1,11, | Ма? +23 1 一 оо 
式 中 * 是 常 矢 量 。 结 合 面 上 的 连接 条 件 为 


UDP (us, зэ Из» g) =U", x; (z) = D (zi) = E Cz), | zi |>a, z: = 0 
(9-172) 


(9-171) 


ER TA EAI CLAS BEER uj OF ЖЛ 
AU (x1) =U (x, 0)—U‘D (zx, 0), w(x) 一 dAU Cx, )/dz: (9-173) 


称 wCzi) 为 广义 位 错 密 度 。 在 结合 面 上 AUC) = 0, 围绕 裂纹 的 广义 位 移 单 值 性 条 件 为 
арба, рад =0, y= Га, doo d, el (9-174) 
初始 条 件 是 
UQ Cri, z2, 0) = 0, U(x, zz, 0) = 0 (9-175) 
边界 条 件 和 结合 面 上 的 连接 条 件 在 Laplace 变换 域 上 可 以 写成 
Х,(21, 0) = т/р, | ж |< аз UP (Ca, 0, 0) = USD (zi, 0, t), a <] zí |< ео 


EP (ay, 0) = BY (zi, 0) = Х,а, Os [л |< ооз BY = 0, | Vat +z; | 一 ce 


(9-176) 
型 纹 面 上 广义 位 移 跳跃 的 条 件 式 (9 -173) 和 单 值 性 条 件 (9 - 174) 则 化 为 
AUCs, р) =U (sy 0, р) UP (sy 0, р) 一 一 二 
(9-177) 


| тс. pdr = 0 
9.8.3 ”把 界面 动态 裂纹 问题 化 为 奇异 积分 方程 


为 使 | s |— oo 时 0 有 界 , 不 失 一 般 性 , 式 (9-169) 可 写成 
о, _ ASP BOE, s< 0, Fog _ ADP EM ED, s> 0 
U Gr yr P= АЕС, 5 > 0; s PP) pew RMD ESD, 5 <0 


N (N) — (N?) (N) (N) (N) (1) — —isp, Ж, 
А? 一 [af ， aS , а, al |, А? = Las”, ag”, а, as J; EV? = (et) 


ESP = (eman CY =[С°?, CGY, CM, соп, CM Гс, с, om, с yt 
(9 178а) 


Hees igen ss Ü 


电 | 
Ий: 
性 
理 
论 


式 (9-178a) 也 可 写成 


= ~ 
D — atl? 32672100; 90750074100) TWD) — AG) ) 
UD = AJP E PCP + ASP EVDCD, UP = ACP EPC PHAP EP сл; 


D oD (9 ~178b) 
C3 = С! = 0,5< 0; 6110 = 00-0, > 0 
由 式 (9 – 170) #48 
~ isB{P P E P CIP = is BID ALPI Ur 一 一 10-1 о ‚5< 0 
XP (s, У» р) 一 ~ ~ 
isBSP ESP CSP = is BIPA PO UD 一 一 yD Uu, s> 0 
(9-179) 


= = 
~ ВЕСИ 一 ВАУ UD 一 一 sy(Pa UP »s>o 
(ss у, р) = ~ ~ 
ВРЕ cP 一 isBS PASP UD =— sy DP! yP , s< 0 


pus = Lay , [m ; bs” А bi™ |, BS 一 ГЫ N М) {M , bi™ ], BCN = (RT + TƏ/ Əy) at 
在 裂纹 面 上 有 


ISD (s, 0, p) = RD UP, ZS) (s, 0, р) SRP UP 


n € (ID= 一 一 : 一 一 

ВАТ =—;ү{ 0 1, s< 0, IB U ДО 1 =— у БА s> 0 
RD 一 RP 一 

: 一 1 —1 : 一 一 

isB{P ASDP =— yD, 0 isBED ASV 一 一 3 s< 0 


(9 - 180) 


上 两 式 中 Y 一 4B”!, YY :一 一 iB4-1 ,由 式 66 -9)、 (6 -48) 定 义 。 由 式 (9-171) 和 (9 -172) 4, 
面 力 在 整个 界面 上 连续 ,有 DP (a1) = EP (x) = 3202); 故 有 


RD UP — Ron yp (9-181) 
由 式 (9-177) 和 (9 — 181) ,可 得 


Dn = ROR AU, uw = R? RAŬ; R = Е — RY (9 ~ 182) 
结合 式 (9-177)7 和 (9 – 180) ~ (9 – 182) ,并 进行 Fourier 反 变 换 后 ,可 得 


Ela, 0, р) = if wee, yd меа, [z l< (9-183) 
Ta 一 ceo S 

式 中 M 一 RDRDR =R PROPR, XC, 0, р) 09 - 176) 9. 2009 -183) 构 成 奇 

异 积分 方程 组 ,其 奇异 性 由 核 画 数 SM (ss, 2) 在 无 穷 远 的 渐 近 值 确定 。 当 у оон, ү, 

Үс! 趋 近 于 静态 值 , 故 有 界 ; 同 时 ERSA, AY = АН, BEY = BM , 应 当 注意 ,本 处 和 


式 (9-184) 中 的 材料 常数 A. B, Y, М ЖЕШ (i HA, B, YY，M 等 ,其 上 的 得 横 不 代表 
Laplace 变换 。 所 以 , 按 式 (9 - 180A 


шап /он® =Y РД. алое? =Y 


(9 - 184a) 


lim (1/9080) = Ура, lim (1/s)R"? =—Y ps = Yigg’ 


s—— 


所 以 
lim(1/s)M = Үү! C Yg VLOED уур = M. 
Jim (1/s2M = У S¥ing СЗО Уу 一 一 M- (9 - 184b) 
M. =Yins Yins (Ys +Yips > 

上 式 可 统一 写成 


lim (1/s)M = (s/ | s |} ReM.. + Пам... (9-185) 


我 们 把 奇异 部 分 分 离 出 来 。 类 似 于 6. 7.2 节 , 式 (9 -183) 可 化 成 下 述 奇异 积分 方程 


_ | ReM..[* Wt, p) Lf’ _ | 1 аад 
ImM. у 28 27 (м+м. Je 045 = + 


со 
-a 1—21 co 


(9 - 186) 


把 上 式 等 式 两 边 同 左 乘 (ReM-)-: 365] A H (ReM..) 'ImM. AU AS FE X EH ÑD A, BE 
(ReM..) 1Im M. 3 4 4b. Вр 


ACReM.,, ) 1 (mM. JAT! = д) (9 - 187) 
Н А; 是 (ReM.,) lImM., 的 本 征 值 。 利 用 式 (9 — 187) ,并 使 长 度 尺 寸 除 以 a ,使 之 规范 化 , 即 
4 x = х. /а, 则 式 (9 一 186) 可 化 为 


一 1 . 1 4 — — 
ài pu (z, р) +4] | fu Ge PP ay 4 | УЕ, gpu ts p)dt = Т. Ск, р) 
一 1 一 一 
= (9-188) 
—— i 一 1 1 196—2) 一 1 一 一 1 
[Fu] =— ARMO [S (мм. Je“? ds A>, T, = АСВем. 77 + 


9.8.4 奇异 积分 方程 的 解 
采用 Jacobi 多 项 式 的 无 穷 级 数 求解 式 (9 - 188) 。 令 


Фб, р) = IC (p)P&? (хуш(х), |х|<1 
n=0 


i pic i pioi 1 


mi "Ita, 2° ® mi iFa 2 
(9 ~ 189) 


и (ж) = (1— к)" (1-х), a = 


式 中 Py? 是 Jacobi 多 项 式 ,C,; 是 待 求 的 常数 。a; B 由 式 (9 - 189) 确 定 ,是 动态 问题 的 奇异 
性 指数 ,通常 是 复数 。 和 通常 的 线 弹 性 问题 一 样 ,在 裂纹 尖端 前 方 的 极 小 区 域内 ,存在 位 移 的 
相互 嵌入 问题 。 

把 式 (9-189) 代 人 (9 -188) 和 长 度 规范 化 后 的 式 (9- 177) ,利用 Jacobi 多 项 式 的 正 交 性 
Em Ре? (1) 二 1, 以 及 下 述 关 系 


жюйктазан шен —Ө 


павее 


AP e (жуту, (х) 十 | Р“ 9 AO ay 


> МТРА Ро (а), | = |< 1 (9 190) 
= vi ФА (х—1)* Cr — 1)“ Po A) (x) +С (х) |, |z |> 1 


式 中 GR (z) Pee (х) и (zx) 在 无 穷 远 处 的 主 部 , 它 在 z= 二 1 处 有 界 , 对 应 力 强度 因子 没有 
贡献 。 由 此 推出 C; = 0 和 CC 的 线性 代数 方程 组 。 若 只 取 式 (9 -189) 中 的 首 N 十 1 项 , 则 得 下 
Ж АМ 个 联 立 方程 


оо 4 
+ VIF ROSEY CH У) SYNC? = аа, R= 1s 2,3,4, =1~N 
m=1 


1 — 1 
qx = | T P ER P (х), (z)dx, Yin = | Him P Cpe Pe (х) о, (z) ах 
7 7 (9-191) 


1 
H!” (x, p) =Í Fy, (ay ty p) Pta: (куто, (tdt 
-1 


ap _ _ 20n kta + D (k +8—+ 1) gep 一 29го + 1) (8+ 1) 
i (2k+atpt+tDk+atetDeat’ ° Fe 十 8 十 2) 


由 上 式 可 算出 C+。 由 式 (9 -183), 可 算出 裂纹 面 上 | z |> 1 处 的 广义 面 力 的 奇异 部 分 为 


(1/2) JT +A (z D“ (z + DAP Se (z)C; 
__ М 
®›(х, 0, р) = ReM.A* У) 
п=1 


(1/2) /1 +A (z — D“ (x + DE Pre (z) C; 
(9 - 192) 


裂纹 右 端 的 关于 应 力 强 度 因 子 为 


К = (Ку, Kı, Ку, Kof = lim Jan (x —1)*) 5, (х, 0, р) (9 – 193) 
xl 


求 出 在 Laplace 域 上 的 应 力 强度 因子 后 ,通常 再 采用 数字 反 演 方法 求 出 物理 应 力 强度 因子 。 
9.8.5 广义 应 力 波 通过 有 裂纹 时 的 绕 射 


当 广 义 应 力 波 从 无 穷 远 处 人 射 到 存在 裂纹 的 z, = 0 的 界面 时 ,将 引起 波 的 扰动 。 处 理 这 
一 问题 的 方法 是 把 这 一 问题 分 为 两 个 问题 的 琶 加 :不 存在 裂纹 时 入射 波 在 界面 处 的 反射 和 
透射 ,这 一 问题 已 在 前 面 研究 过 , 它 将 在 原 裂纹 面 上 产生 广义 应 力 Z, OC RBA E x Mi JI J” 
义 应 力 一 如 ,用 本 节 的 方法 求解 。 把 两 个 问题 的 解释 加 , 便 得 到 原 问题 的 解 。 


9.8.6 ”裂纹 面 上 作用 载荷 时 的 单个 人 型 界面 裂纹 "3 


现在 来 讨论 亚 型 界面 裂纹 的 动力 学 问题 。 采 用 记号 和 上 节 相 同 。 对 于 下 型 问题 ,广义 位 
移 只 有 из 和 p。 基 本 方程 如 式 (6- 254) 所 示 ,在 任 一 介质 中 有 


CR угш? He Weg? = pü, ef? ущ? —e Weg 一 0 (9 - 194) 
РЕЖ ОШ = I, П. FARS 
p? = Cei euP р, CL = CR + Cete) (9 - 195) 
设 UP о, ро = P emre , MATERO — 194) HEH 
Veu +k uP =0, Vg? = 0, Ë = pw? /Ch® (9 — 196) 
为 方便 计 , 以 后 的 公式 中 将 省 去 时 间 因 子 exp( 一 iwt) 。 现 在 本 构 方程 可 用 u, gO RN 
o = CHP щй Беер. аў = Сао a +e ge 
(9 - 197) 
DP =e $8, DP = g? 


围绕 裂纹 的 单 值 性 条 件 可 用 位 错 密度 Сл) Жл 


© yr) dx, 一 0， pCt) = dAus (х) /ах,, Aus (x1) 一 ul (д, 0+) — us) (x, А 07) 
(9 ~ 198) 


讨论 无 穷 远 处 没有 载荷 .在 裂纹 面 | zx |< a 上 承受 应 力 一 tCz1) 的 单个 界面 裂纹 。 裂 纹 
上 下 面 和 结合 面 连接 的 机 械 边 界 条 件 为 


и? Cxi, 0) 一 0， | 21 | а; с (xi, o+) = ERE 0) =— (zx), | Tı |< а 
(9 – 199a) 
于 型 问题 没有 裂纹 张 开 位 移 , 烈 纹 上 下 岸 界面 电学 边界 连接 条 件 可 分 为 以 下 两 种 情况 


(1) D; (zi, 0+) = DIP (a1, 07), GP Cars 0+) = g Са, 07) ¿9 -199b) 


(2) %Ї?(х,, 07) — DD (x1, 0 ) = DY 


AF DY 为 给 定 的 DD 沿 z; 轴 的 分 量 。 由 于 结合 面 上 面 力也 连续 ,所 以 在 整个 界面 | z |< <o, 
хз = 0 ЖЖ 


ol (zi, OT) =o) (ху, 07) (9 - 199c) 
采用 Fourier 变换 方法 处 理 。 设 这 一 问题 满足 无 穷 远 处 条 件 的 解 取 下 列 形 式 
Wh? Cri, Za) - Ar (96 mt ds, g Cx, аа) -f By (Se listi ds 


(9-200) 
us) (zi, ж) = | Arle etim ds, gD (xy, z) =|" By (sels ds 


式 中 wi 位 于 zz > 0, uf? PF z, <0 的 区 域 ,A1 Ап, Ву, Вуж 4 “е р. Az 
动 方程 式 (9 — 196) 成 立 ,必须 
‹1› {е leks нА 
а = а 一 
—1/Ё зз | s |< k; —i Vki—s:,|s|< А, 
因为 在 一 coe < x, < оо, z; = 0 的 整个 界面 上 有 oP = фр, DP = DP, р? =o, 所 


(9 - 201) 


‘SSeS an 828—0 


以 按 式 (9 -199) 和 (9 - 200) ,在 界面 z, =0 上 有 


上 (一 Ch P a P Ar — ебә | $ | By — CEP a P Ат — е? | $ | Br eds 一 0 
im Ce? Bi +e! Br) | s | eds = 0 (9 - 202) 


im Cees? /e Ay + By — CEP eP Ay — By Je ds = 0 
由 上 式 推出 的 4 个 待定 函数 A: , Ар, Br ,Br 可 用 一 个 函数 E(s) 表 示 为 


Ai OE, An (s) = A; (s) 


Av) =— 20 ACs) 


ECs) 


В; (s) =e E(s), By (s) 一 一 cf ECs) 
Als) = CHP AP EP JED L CAD CD LP /en (9 – 203) 
A.G) = CAP a (а HEP) H s | PEP 一 eB? CD /ed Dy 
А (s) = Ch Va (е Бе) | s | (ее еа /EDP) 
利用 式 (9 - 198) 定 义 的 位 错 密度 , E(s) 还 可 表 成 


p(x) 一 上 isLAy (s)e % 一 Ar (ee Jel ds 


(9 - 204) 
A 


E(s) = Tas By +A; 


F p(x eh" dx, 
利用 式 (9 - 197) ,可 得 
б (=, 0+) = EP (Zz, 0-) = оз (219 0) = CE? uf cD 十 es pP 一 


оо tI) А °° А 
— СА 1› а І А; (se? хућізху ds — | | s | eld By (s) @ + ds = 
一 oo . 


一 co 


r [Са (1) аы — Is | eel JES ets ds = 


со A Г. _ 
*(T) а1) a1 (1) (I> istea) 
im (С A 一 | s | es en )х—5 +A; ge ? dtds = 


_ 1 a u G(s) 1902—21) 
去 | фса | CO. ds 


(9 - 205) 
GO) = — CHP CHP (D CD CAP AA + 


(M2 cI) CH) CH) p12 CI) 
|s | (Ch Pa Ded eit АР +СА 1 1 els eli leit ) 


通过 合适 的 渐 近 分 析 , 可 以 推出 


‹1› cI 

x (ID Dy (TI) (1) А we = 
CHP CHP (а 十 ci ) — Ch P eft "у —С Ре ?? п 
Єп ey 


(TI) 

I) (I) (ID (I) CI) CH) (12 Ell (1)? Є 
Сен? 十 < (CHP ACORD) + (BAP — eD ое Sr 
Eil €11 


式 (9 -207) 对 应 于 应 力 中 的 奇异 项 。 我 们 从 式 (9 - 206) 中 把 奇异 部 分 离 出 来 ,并 利用 公式 (6 - 
237) 和 (6 - 238) , 便 得 


ay (л, 9 0+) 一 fe ° 


“ > 5 istt—z] ) i Ë 55 G(s) е2) 
[ро гете ds 二 | goaf [5 ter, = Je ds = 


ip а 21001) dt -4f Фоа)" [22 十 po 一 一 m” | T Jsin[sG@ — z )Jds = 


2x —а t— T 


a d a > 1 
ñ p(t) dt Bl" goaf ex + 1 Jsinls¢e— 2218 


TJ 一 < ї — T 


(9 - 207) 


把 上 式 代 和 人 裂纹 面 上 的 边界 条 件 式 (9 - 199) , 便 得 


F woe _ paf [> 十 1 jsin[sG 一 a1) Jds 一 一 at (9 - 208) 


合 条 件 式 (9 – 198), 2 (9 — 208) 可 解 , 它 是 第 一 类 奇异 积分 方程 ,可 用 Chebyshev 多 项 式 
T, (t/a) 求 解 , 其 解 可 以 写成 


у= SY e Tt (9 - 209) 
ot 名 Sa (т) 


AP с, 为 待定 常数 ，Ti (zi) 是 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 。 鉴 于 Chebyshev 多 项 式 的 正 交 性 
条 件 , co = 0。 把 式 (9- 209) 代 入 (9 – 208) , 便 得 с, 的 下 列 代数 方程 组 


Dava (2 | — Уо, 一 一 "=, |= |< а (9 — 210) 
式 中 U, (zi) 是 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 ， 


(一 рта | EGOA] + 1}J,(sa)cos(sxz,)ds, k = 2m + 1 
g(a) = ра (9 - 211) 
(— Deal {[G(s)/Pos] +1}J,(sa)sin(sa,)ds, k = 2m 


式 中 Ј, (zi ) 是 第 一 类 Bessel 函数 。 用 在 N 个 配点 z, 处 满足 的 方法 近似 求解 式 (9 - 210), Be 
点 取 为 
х„ 一 acos[(nn)/(N+1)], n = 1, 2, =+, N (9 — 212) 


WRO - 210) 化 为 下 列 代数 方程 


人 


кие Ө 


A sin[knx/(N+1)] ч ___1 in — 
De sinLex/(N +1) ] 25 648 (z) = Br (л„), k, п = 1, 2, oe, N 


(9 - 213) 
由 上 式 解 出 c; ,代入 式 (9 -209) 得 OC) ,再 代入 式 (9 - 207) , 便 得 到 沿 界面 的 应 力 
оза (X13 0) = Lfila, wi) lica} 一 [A la, 21), Р» °... fx Са, х1) ][с\» Сз, "°", см] 
(一 Draf {By + £G(s)/s] + В }1,Сза)соз(хту)дз, k = 2m + 1 
fila, х) = ° 


(一 bal {Bo + LGCs)/s] + Bo} J, (sa) sin(sx,)ds, k = 2m 
[nsadcos(sx1 dds = (pat /[ Vr а? (Vr а? 十 | ху |] 


J, In Gsadsin(sar dds = (— 1)”зеп(л,)а?"/[ Vri — a° Сулу — a 十 | х,у |)?” J 
(9-214) 
式 中 由 [G(s)/sj 十 局 部 分 产生 的 应 力 是 非 奇 异 的 ,由 所 部 分 产生 的 应 力 是 奇异 的 ,所 以 右 裂 
尖 的 应 力 强 度 因子 为 


N 
Ky = lim Vanlzi—a) озб, 0) = Vna Ус (9 - 215) 
k=1 


j>a 


文献 [155] 讨 论 了 非 线性 电介质 中 的 正 型 界面 动态 裂纹 。 


е ГО = 
热 释 电 体 


10.1 热 释 电 体 中 静态 问题 的 通 解 


热 释 电 体 的 基本 理论 很 早 就 研究 过 505 2575 ,前面 有 关 章 节 我 们 也 讨论 过 。 其 本 构 方 程 见 
式 (3 -29) 或 (4 -1), 经 典 热 传导 方程 为 式 (3 - 21) 或 (4 -2)。 对 于 无 体积 力 的 定常 温度 的 更 
态 线性 问题 ,用 广义 位 移 表 示 的 控制 方程 和 定常 热传导 方程 ( 式 (4 - 8)) 为 


(Си, 十 Ep) ss = а;9.: ° (Seg + е...) н = таўы , 79: = А59, ) і 0 
(10-1) 


AP ayo tis Ay RAPE ‚Жн ЖОЛУ Pe Ж. EA ХУ ЛЖ КЖ РЗ, 
但 温度 场 不 依赖 于 广义 应 力 场 , 故 可 单独 求解 。 因 9 是 实数 , 故 可 令 


(21, x2) = g (zr) +g Gr) = 2Кер (хт), zr = zí Hurt: (10-2) 
把 上 式 代 入 式 (10 -1) 的 第 三 式 , 得 
(Ап + 2urdie + итА»)& (z) = 0 (10 ~ 3) 
要 g” (=) 有 非 零 解 ,必须 
An 十 2priz Аз = 0 (10-4) 


AA 组 成 的 平方 形式 是 正定 的 ,所 以 ит 是 一 对 复 根 ,今后 取 其 实 部 大 于 零 
ur = (— àn Fião)/àz»s pr = СА — iño) /A Ao = МАА А (10-5) 
由 Fourier 热传导 定理 式 推出 
а: =— 2Ке[ Qa 十 pa)g (ет) ] (10-6) 


解 出 温度 5 后 , 式 (10 -1) 的 第 一 .二 式 中 有 关 ә 的 项 便 成 为 已 知 的 右 端 项 ,没有 右 端 项 的 
齐 次 方程 的 解 已 在 前 面 第 4、5 和 6 章 研究 过 。 因 而 有 关 定 常温 度 的 静态 问题 的 解 , 只 需 用 齐 
次 方程 的 通 解 再 释 加 由 温度 场 引 起 的 特 解 Ur 便 可 得 到 。 设 特 解 为 


Ur = [uri > ит» Ита, Фт]" = eg (zr), Un = св (ат), = 1, 2, 3, 4 (10-7) 


ХРАНЕ, с Га, cos са, ca]? 可 如 下 求 出 。 把 式 (10- DRACO -1) 的 第 一 、 二 
式 , 得 


: 电 ; 
Ж 
性 
理 
论 


[Сди + рт (Сде + Сук) + дї Суы Je, + [ед + per Cea +e) р ез је = a; + ra; 


Гем + pr (езы F ель) + t es 1с 一 Len + urle +en) + игез» Se, 一 一 Ti — UTT? 


ГО + ur(R+ R°) + pT Je 一 Р(рт)с 一 Хх, + per X, , Х, = [ал 9 Ay» Azo — т] 


(10-8) 


式 中 0，R, Т{зшҗҖ(4-105жж. ШЕШН c. РИШАД] ЖЕНУ MENEN 


ату = 2Re[ (C;uc, + enc zri — ay le’ (zr) 
Dn = 2Re[ (eyci — eves) кти + ri lg’ (z+) 
则 定常 温度 的 静态 问题 的 一 般 解 为 
U = 2Re[Af(z.) -Есе(ет)], RU = 2Re[ACf(z, )) р себет) ] 
ARBRE HOY Ee A BB AA - 19b) Pg Нр 代替 , 则 有 
У, =— 2Re[ Bip) F(z) + dipr)g (ет) ] 


X, = 2Re[ BF (z) + dg’ (zr) ] 
式 中 
4 一 (RIT 十 pzz)ce 一 入 = [— (Q -+arR)c + Xk] /pr 
d, = (Ciucs F Enc хта — аз, 二 一 [(Chucs 十 enjce)zr — ey; ]/ur 
da = (есь —enCa era re =— [есь еса) хта + т ]/ит 
推导 最 右边 的 等 式 时 ,利用 了 式 (10 - 8)。 
引信 应 力 函 数 Ф 
Ф = [Ф,, @,, Ф,, Ф, J! = 2Re[Bf (z) + dg (z+) ] 
则 有 


Уһ = Фу, Bu =— Ф; 


(10-9) 


(10-10) 


(10-11) 


(10-12) 


(10-13) 


(10-14) 


6010-10), (10-13), (10-2)ЯП1010 - 6) 构成 热 释 电 问题 的 一 般 解 ,结合 适当 的 边界 条 件 ， 


便 可 求解 各 种 具体 问题 。 对 于 多 连 域 ,广义 位 移 和 温度 还 须 满足 单 值 性 条 件 


L L 


10. 2 界面 绝 缘 Bl Hy 088, 159] 


10.21 一 般 讨论 


(10-15) 


设 材 料 工 位 于 上 半 平 面 5+, Za > 0; 材料 本 位 于 下 半 平 面 57 » Ta < 0:21 = 0 为 界面 ,全 


体 界面 的 集合 记 为 工 , 界 面 上 存在 共 线 裂纹 ,其 左 端点 记 为 a, BWAWA b 其 集合 记 为 工 .。 
为 方便 计 , 其 余 的 部 分 L -LL. 称 结合 面 ( 图 6 - 1) 。 无 穷 远 处 设 广义 应 力 为 和 法 向 热流 均 为 
零 。 本 章 令 d(zi) (前面 用 的 符号 是 OR 轴 上 的 上 面 和 下 面 广义 位 移 的 间断 值 ,注意 到 对 
任何 7 有 zu = zl。 结合 面 上 ,广义 位 移 .广义 应 力 .温度 和 法 向 热流 连续 的 条 件 要 求 

d(x.) =Шу(тх)—Ир(х,) = 0, Bial) = Dral) 

(10-16) 

Тү (zi) = Tu (z), 912021) 一 gnz (Xx1)，, z€ L—L. 
设 裂纹 面 上 作用 的 广义 力 是 自 平 衡 的 , 即 作 用 相同 的 怠 (z) = [r , tz, tf, —o* |7; 法 向 热 
流 也 是 连续 的 , 即 


®, Cz) = ®, Cz) = X, (z), Qiz Cx) = qu: (zi) = q (zı), x Є L. 


(10 - 17) 
由 式 (10-16) 和 (10 -17) 知 ,在 整个 zi 轴 上 有 
Oi 1a) = rali), 91021) = quz Ga), — so < z < оо (10 - 18) 
由 式 (10 -5) 知 ,Xai t+ pee = àz lur 51) /2. S| A KER a 
а = А (ur — [12/21 =— (Àu + итАш) (10 - 19) 


从 而 式 (10 - 6) 可 以 改写 成 
G2 一 一 2Re[ (Аз + итА з) 8 (2т)] 一 一 2Re[iag (zr) ] 一 一 iag” (z+) 十 iag” (Zr) 


(10 - 20) 
由 式 (10 -20) 和 (10 - 18) ,在 裂纹 面 上 有 
— ia; g”, (zi) 十 jay g^i ( 五 ) =— ia gi (1) + iay By С) (10-21а) 
把 上 式 改写 为 
ie; eg (x1) іар В” (с) = ian gr (1) tie, Ba) (10 - 21b) 


上 面 等 式 的 左边 和 右边 ,分别 为 在 z, > 0 和 zz 二 0 的 解析 的 函数 的 边 值 ,而 在 z, = 0 上 是 连 
续 的 ,因而 在 全 平面 解析 ;又 因 设 |z| 一 ce 时 ,grs = que = 0, 故 该 函数 为 零 , 从 而 有 


Е" (zr) 一 一 Cay Гар dg" (zr) + X2 > 0 


(10 - 22a) 
z’ (zr) =— (ay /ay 28", (zr), х < 0 
为 简单 计 , 设 温度 场 满足 相同 的 规律 , 即 有 
zy (т) 一 一 (a, /ay de" (zr) ‚ z; > 0 
(10 - 22b) 
zi (ет) 一 一 (ay /ai а" (т) 9 22 < 0 
同 理 , 由 式 (10 -13)、(10 - 18) 和 (10 - 22) ,并 设 无 穷 远 处 广义 应 力 为 零 , 则 可 推出 
BiFi(z) 二 (dr 二 drciyar)g1 (2) = By Fi (z), z, >0 
(10 - 23) 


By Fy (z) + (dy +diar/ar)g’ (z) = Bi Fi (z), ха < 0 


жай исе —Ө 


由 式 (10 — 2) (10 — 22), 9749 


д, (z) = gi (zi) БЕТ О) = g! (z) — (ay /ay үү (21) 


(10-24) 
9 Ga) = түт) + Ел Ст) = ү (zi) — бар Гар)", С) 
由 式 (10 -10) 和 (10- 23) ,可 得 
0 (zi) = Ay Е; (х) +е е7 (1) + Ay BY [В Fy (21) + 
(dy +4; ay /ai ат (x1) ] = Сат /ai „ст Єл (xy) 
(10 - 25) 


Ui Cx) = Ат Fi (x1) + с" Cz) +A, Ву [В| F: (x1) + 
(dy +40 /ay de’, (zi)] 一 СА /an Yen g" (zx) 
10.2.2 温度 场 的 解 
利用 式 (10 - 24) ,由 结合 面 上 的 式 (10 - 16) 中 的 温度 连续 性 条 件 9, (zi) = 0, Go), 948 


ga (x [1+ (еу /ay) J = кү 011 (ar /a i )]> z € L (10-26) 
因此 可 构造 一 个 除 裂纹 外 的 在 z+ 平面 上 解析 的 函数 9Czr) 


[1+ (a, /ay 1, (zr), zx > 0， 
0(zr) = xz Ф L. (10-27) 
[1+ (ер /a, Ig, (тт), z2 < 0, 
在 裂纹 面 上 的 热流 是 
qiz: = — Аз,; 一 一 ie; 8" Cz) + jay Zi (ху) 一 一 ie; g'i (zi) — ieg ёл Сал) = 
aa (10-28) 
—i I [o (2) +0" (х,у) ] 
a, bey 
从 而 式 (10 -17) 中 的 热流 边界 条 件 可 以 写成 
0” (21) +6" Cr) =i Tar (zx,), хЄ L. (10 - 29) 
ата 
上 述 问 题 的 解 为 
n — ay +e, qo (x) dz; 
0 (zr) 2nay CT ZG |, Zi (z, ) (21 一 zr) + 20 ат) C(zr) (10 30) 


(ет) = [ r a; Ger — 8)” 


式 中 C(zr) 为 zr 的 不 超过 x 次 多 项 式 。 由 上 式 知 ,温度 问题 可 以 单独 处 理 。 
10. 2.3 广义 应 力 场 的 解 
利用 式 (10 -25) ,由 结合 面 上 的 式 (10 -16) 中 的 广义 位 移 的 连续 性 条 件 id Ce) = 0 可 得 


wna fle Кееш +) - 
(10-31) 
ка )+¥, (dy +2241 ) [е (21), z Ẹ L. 


HB, Fy (z, ) + EQ 


AH H=Y,+Y,,Y, =iA, By (а= І, H), fH 32&(6 -9) 表 示 。 由 式 (10 -27) 和 (10 -31) 
知 ,我 们 可 通过 除 裂 纹 外 的 zi 轴 进 行 解 析 延 拓 ,构造 一 个 除 裂 纹 外 的 在 = 平面 上 解析 的 函数 
h (z) | 


Bı Fı (2) + (а Бар) "Н (Карст +а; 6) + 
hls) = Yu aydı +a,d,)16 (z), => 0 10-32 
Ҥ?Н{В Fy (2) + (е, +a,) H Lila; cr Tar6r) + 
Yı (а; у Hapdi) 10 (=) }, zs <0 
利用 式 (10-22)、(10- 23) 1010 - 32), Н (10-13), 9748 
Фу. (2) = В. Fi (2) +В: Е} (2) +46 G) + di Е (А) = 
Bi Fy (21) + Ву Fy (т) tdi g^ (n) T di g Ga) = (10-33) 
ht (тх,)+Н'!НҺһ_ (21) — mot (zi) —1р06 Ca) 
式 中 
m = Tt = (a, Hag) H (арс, Һа; е) Үр laydi +a; dn)]— ardı)? 


m =—m = (a, +a, Н {[iCa, en +a y€;) HY: (a, di +a,d1)]—a, dy} 
(10 - 34) 
把 式 (10 -33) 代 入 式 (10 - 17? 中 裂纹 面 上 的 广义 应 力 边 界 条 件 , 便 得 
h* (21) + HMA (zi) = Z; (zi) Баб (21) + mo” (ху) (10 - 35) 
因 温 度 场 已 解 出 , 故 上 式 的 右 端 项 已 知 。 上 式 是 非 齐 次 的 Riemann - Hilbert 边 值 问题 ,形式 
上 和 式 (6 -22) 完 全 一 致 , 仅 右 端 项 的 不 同 。 按 第 二 种 解法 的 式 (6 - 28) ,上 式 的 解 为 


Ohl) = Wz) ie + X”, (mi ) dx, ] 


riJ QT (a) Cx, — z) 


X”, (21) = rx (21) = OLE, (21) + moe (21) + 0 (21) ] (10 - 36) 


一 (2) a) — " 1 z— b, y“: 
Oz) = YP (z)) , YP (z) П SESS (=) 
由 式 (10 - 35) 还 可 看 出 , 热 释 电 材 料 得 出 的 齐 次 方程 和 式 (6 — 11) 完 全 相同 ,和 材料 的 温度 参 
数 无 关 , 因 而 本 征 值 和 本 征 矢 量 也 相同 。 所 以 式 (10- 36) НА Осо) О (2006 - 20) 表 示 。 
EAH LA ht (х) = В la) = hl), 0 (х,) =F (zm) = 0 (х1), 所 以 其 上 的 面 
力 按 式 (10 - 33H 


кеш WES 


Z; (z) = @r,, (zi) = I+ H НВС) — (m HH Ca), z € L —L. 
(10-37) 
由 式 (10 - 25) FOR HBR Jr Bb” X 3k O46388 


4'(х,) = (zi) —U4 (z) =—1Н[Ё* Gr) — h” (х)], z g L. (10-38) 


10.2.4 单个 界面 裂纹 


现在 讨论 一 个 长 2а 的 裂纹 ,坐标 原点 取 在 裂纹 的 中 点 ,裂纹 面 上 作用 均匀 的 广义 应 力 
一 五 和 法 向 热流 一 go AATA E, = X, = q - n = 0, 9 = 0。 由 式 (10 -30), 易 于 得 到 


十 
0" (zr) 一 一 igo (2 и у) , 9 = do x 1 (10 一 39а) 
r I“ 


上 式 满足 无 穷 远 处 а. n = 0 和 裂纹 面 上 的 边界 条 件 。 由 式 (10 - 39a) 可 推出 


@ (zr) =— igs (zr — (25 — а? > (10 - 39b) 
按 式 (10 - 27) 解 出 
” 一 ay ” ” = ay ” 10—39 
g 1 (z+) а; a,” (zr), £ I (ет) a, ta, Fa,” (жт) ( с) 


由 于 式 (10 - 36) ERR RAT 


B) = AQC) |C) +l, 20а 5 


О (х) (х — z) 
X”, (л) = WME) = @'[— Харб (zi) + mo (a) = 


(10 - 40) 
— Q (X + igs Om + m )> + (m —m) Ja’ — жї J) 
QCD = (YP (х)>, YP (z) = (2? — а) (z — a) / (z + a) 1% 
上 式 中 的 积分 共有 三 种 类 型 , 按 式 (1 - 131) 都 可 以 积 出 ,这 三 种 类 型 的 积分 是 
l “ _ de = 1 l — 2i ji ) 
TAI 
lf x dx, = ` 1 | 之 — 2 十 Die, а р + Ae) | 
2ni- YP Cadln —z) 1 十 ee (YP (z) [= ws 5 © | 
_1 [° іма? — zi йт, — l СМ —а? _ 2 ; _ „2 2 | 
211) а У Сал) (а х) 1—е'"® | ҮЗ? (z) [et + ах —at (1 + 26) J 


(10 - 41) 
上 式 中 的 第 三 式 在 使 用 式 (1 - 131) 时 , 因 lim Vz — a° =— lim V2 а? =i ya — ті, BRL 
НФ а" = 一 1。 利用 式 (10 -41), 式 (10 -40) 可 化 为 


h(z) = NAD (Cz С,) -a( =) — (z+ Big ad Y? (z) RD, — 
1 + е 
iq; © — _ z= [x оаа 901-460) Јур co Om + n) — 
0 T+ e> j 2 7 б z 1]. 7: 


iq; 0 (== hove —а* —[2? + 2ieaz — a? (Q + 22) ЈУ (z) Cm — р) 


(10-42) 
当 |z1 一 oo 无 穷 远 处 时 , Q(z) 一 I/z, 0 (хт) -> 0, 而 按 式 (10 - 32) ,边界 条 件 要 求 
XZ; (xi) 一 0。 按 式 (10 -37) 可 推出 
. 2ієа = | 
С, = igs (2958 ы йо + тр) + iq; ü x" ать — з) (21 єа) 
items =en (10-43) 


CP = iq [туй бө + pa) + EOE (a — m) |, б} = n, 
如 无 穷 远 处 存在 常 应 力 , 上 述 公式 需要 修正 。 把 式 (10 -43) 代 人 (10 - 42) , 便 得 


h(z) = 00СО)С, — Q (тт ya — Cet 2i ga) YS Cz) XX 一 


0 (— e- [2-a] (а) тер +m) 一 
0 1 + e? 2 1 0 Л 1 


— ) (VE Tar — [Z — а*(1+2«ЮЛҮ (о) Ор р) 


iq; a( 
(10-44) 


C 要 由 广义 位 移 单 值 性 条 件 确定 。 由 式 (10 - 38) 知 ,这 等 价 于 要 求 
[BD са) —Ҥ_ Gdn =o, Í НГА Ga) — hy adda = 0 (10-45) 


ERAM Ea YO a) ен 0+ CDR 07 07 Ste )Q+ 。 利 用 式 (1 - 136) 


x/coshxe, n = 0 


— =) dz 一 Ë 2ікає /coshre, n = 1 
a .f,t_, ла х 
а 7 (1 — 4e? Jna? /2coshne, n = 2 


a 


以 及 在 裂纹 上 下 面 分 别 有 | Vafa dr, =+ ima? /2, 由 单 值 性 条 件 可 推出 


: 1 + 82? icoshze; \ = 
Co = igi (16 зе; йет +) + is a (= конне Vara, — q) 


(10 ~ 46) 


如 只 关心 z, 轴 上 的 物理 量 和 应 力 强度 因子 , 则 无 需求 出 z; 平面 上 的 完整 解 , 只 需 令 x 平面 上 
解 中 的 z 一 zl 即 可 。 按 式 (6 - 38) 的 定义 ,在 端点 т, = b, 处 的 应 力 强 度 因子 为 


K= [Ki , Ky, , Ku ‚ KoT = lim / 2х(х, — b.) OX (zi 一 b.) s; OE, Cz) (10-47) 
үө 


жеше wes 个 


кийе —@ 


式 中 5, (zi) 由 式 (10 -37) 确 和 定 。 
10.25 均匀 介质 中 的 单个 裂纹 
对 于 均匀 介质 有 


A; =A, =A, В; = Ву =B, Y, =Y =Y, H=H, cy =cr =c, dy = р =d 


х= 1 = 3, @ 1 =a = Q, 4% = Ф, /а» Є; = 0, YS? = 1/ fea, 


从 而 由 式 (10 -39) 和 (10 — 44) ,可 直接 推出 单个 裂纹 问题 的 解 为 


6" (ar) =— igs "= - )， 9 (at) —— igi (zr Ма?) 
zr a 
Л и _ lo __ igo __ ZT 
g'i (zr) = g ú (zr) = 39 (z+) = рү | 
_ 1 D DT -x __ 22 — a vw тт 
h(z) = z721 — zY? GVA XZ, — ig Q| z 7 Ү (=) JQ 1] 


按 式 (10 - 37) ,对 于 均匀 介质 ,在 х =a 处 的 广义 应 力 的 渐 近 场 为 
X, (x1) 一 Фу (z) 一 2h(x,) — 210 (x1) 一 


1 — . a 1 = 
2 /$ Tn ) a( J4 -— a 
| 2 м2] Ta Фа 2 м2] a п 
在 z, = а 处 的 应 力 强 度 因 子 为 
K=[Kr, К;, Ky, Kof = lim V2r(CZzl — a) e (x1) = 


Мпа (ӨЮ? У» + ig’ aQ 014) = Vra (Zp + ig; an) 


10.26 界面 绝缘 有 裂纹 和 广义 位 错 与 广义 集中 力 的 相互 作用 


Co 一 0 
(10 - 48) 


(10 ~ 49) 


(10 - 50) 


设 材料 SEP SA SPEER S , z = 0 为 界面 ,界面 上 存在 集合 为 
І. 的 共 线 裂纹 。 设 在 材料 开 的 点 zzo，za) 处 有 广义 位 错 与 广义 集中 力 。 按 式 人 7 - OM 
(7 - 10) ,在 无 裂纹 的 双 材 料 中 ,此 广义 位 错 与 广义 集中 力 在 界面 上 产生 的 广义 应 力 为 


21; = Zn: = X; = фу. = 2ReB; Е; (x) 


1 ) = 
c= 
XH, — Zo 


1 


В: Е; (zi) = Н (үр БҰ) Ву ( 


1 ўў 1 1 р -1 1 атр] 
Н (ўз 十 Yr)Bn (= = [zm (Y, +Y) lb + АР | 


у — Zo 2л 


| (= ) = + 5н" (Yn 十 Yr ВАТ P| 


(10-951) 


Җир c 的 公式 见 式 (7-6)。 由 于 实际 上 裂纹 L 上 的 应 力 为 零 , 所 以 在 裂纹 上 应 当 施 加 载荷 


t =— 2 =— Rel ( 1 = [zb YA P|), a € t. 


z, 一 on 
(10 – 52) 
以 保证 工 . 上 的 应 力 为 零 。 由 式 (10 - 51) 知 ,广义 位 错 与 广义 集中 力 的 影响 相等 于 在 裂纹 面 上 
增加 了 面 力 ts ,而 对 界面 上 的 热流 没有 影响 。 这 一 问题 的 解 已 由 10.2 节 讨 论 过 ,其 解 为 
ы 十 aa 


ког 


q (zi)dx, 
LZ | TI (zi)CCzr) 
z) L, Zi (zi) Cay — zr) + žr ZT 


0" (zr) = = 


x” (Xz1) dx | 


— —< oT/ OT _ 
О hlz) = Az) [ee + ml, QF (x) (mi — z) 


X, Ga) = ОТУ, (21) = Wa) thd +m Ga) + mF Cx] (10-53) 


n Р z 1 z— b, is; 
(z) = (YP (z)>, YP (z) = 
Q 之 0 之 0 之 П „Са ар) (z — b,) (—) 


2,01) = |] Gr — а) Cer — 8)” 
j=1 


10.27 其 他 边界 条 件 的 裂纹 


和 第 6 章 一 样 ,以 下 还 可 讨论 其 他 边界 条 件 下 的 裂纹 。 
(1) 开路 裂纹 。 此 时 裂纹 面 上 的 边界 条 件 式 (10 - 18) 改 为 


72601) 一 ams(zi) = фо (21), 1:021) = даг б) = qo (zi) 


(10-54) 
Dis (х) = Dyz (x1), Ei Gai) = Epl) z € L. 
Сао 和 Wang") PE 4 ab HT Y K — 981. 
(2) 共 线 刚性 夹杂 。 此 时 刚性 夹杂 面 上 的 边界 条 件 为 
UIj,l Cx) = Unj.1 (zi) 一 од; + 912021) 一 9д2 (x. 一 qo (х1) 
(10 - 55) 


Юу (zx1) = Dus (zi); Er (=, = Er laD z € L. 


采用 本 章 和 第 6 章 的 理论 ,上 述 问题 都 可 解决 。. 
(3) 文献 [161] 讨 论 了 热 释 电 问题 的 接触 区 域 模型 ,[162] 讨 论 了 动态 问题 的 Green Ж, 
还 有 其 他 许多 论文 研究 了 不 同 问题 。 


10.3 点 热源 引起 的 温度 场 


10. 3. 1 ЗЫМ АА ЗАЙ? 39, 158, 159] 
设 在 无 限 均 匀 压 电 体 中 ;在 点 Zo (210: zm) 处 有 一 强度 为 M 的 点 热源 。 由 式 (10 -1)~ 


каке HEN 


(10 -6) 知 , 电 弹 性 方程 不 影响 热传导 方程 ,热传导 方程 可 独立 求解 ,因此 可 令 
ба, z2) 一 2Reg' (zr), zr = m, + ит: (10-56) 
按 式 (10-5) 和 (10-6), 有 
а, =— 2ReQu + urku) (zr) = 2ReLidoprg’ (zr) 1 = 2ReLidog’2 (ат) ] 
q. =— 2Re(n + тА 22) 6" (zr) =— 2Re[ia e g (z+) 1 =— 2Re[iA gi (zr) ] 
Ay == МАпА — Ай = Аш (ит — рт) /21 =— Ад + pra) = iln + rÀ) ur 
(10-57) 
利用 式 (10 - 57) 和 (10 -6) ,注意 到 m = dzx2/ds, nz 二 一 dx. /ds, WA 
qads = (qını + ganz)ds = q, dz; — Ф іх = 
(10-58) 
2Re[Lihog':(zr)]dzrs + 2Re[iA gi (zr) ]dzı = 2Red[iA g (zr) ] 
取 g (z+) = cln(z+ — zm ) = Zo (zr), 则 g (zr) = c/ (zr 一 zm)， 代 人 下 式 可 确定 c 值 。 因为 
热源 强度 为 M, 利 用 1. 5. 1 节 的 结果 , 便 有 


M =— q . nds =— 2Im[Aog’ (zr) J*=— 2Im[Aocln(zr — zr) 0" =— ФлАос 
(10 ~ 59) 


с =— М/АкА, 
从 而 得 


9 = g+ (zr) 一 一 И Inter — zm) Хто = Ly F urma (10—60) 
TAg 


10.3.2 WE] h BJ K Bg © 158, 1591 


设 材料 I SELEPE 5+, МП SEPP 57, z = 0 13 EMA ЇЧ лд zo 
Czo，xzz) 处 有 一 点 热源 (也 是 奇 点 载荷 的 一 种 ) ,电热 源 问题 可 采用 和 等 温 电介质 中 奇 点 载荷 
相 类 似 的 解法 。 设 до (zr) 是 材料 工 占据 整个 空间 时 的 解 , 它 在 材料 工 内 是 解析 的 ,材料 工 内 
的 点 z 是 一 分 支点 。 双 材料 中 的 点 热源 的 解 可 取 为 


л (ет), st 
ger) = (8109700 er € _ (10-61) 
gu (zr) + g (zr), zr € S 
式 中 gi (zr), gt (zr) 分 别 是 St, S- 中 的 解析 函数 。 按 式 (10 - 20) ,在 整个 界面 z, = 0 上 热 
流连 续 的 条 件 要 求 
а 8102) 一 af Е Gu) = ar g Ga) — ag ёз Ga) Fay Са) ар gS (n) 
(10 – 62а) 


改写 上 式 为 
ay z, (zi) 十 ar Ет (21) —ay g (ai) = 1" (zi) +a, Е" (zi) —a Folt) 
(10 - 62b). 


则 上 式 左 , 右 端 分 别 是 St, S- 内 的 解析 函数 。 若 设 |z| 一 oo 时 ,gqg 一 0, 则 由 上 式 导 出 


ay g (ет) 十 af Zi (жт) 一 CI в (zr) = 0, 


界面 z, = 0 上 温度 连续 的 条 件 要 求 


ay 81 (zr) +ar zr (z+) 


8, Gi) + g! G) = g! G) + g, (mi) + йт (mi) + gç (an) 


W | z |— оов T — 0, 由 上 式 可 导出 


вт (zr) — By (zr) — gt (zr) = 0, 


g'i (zr) — Z! (zr) +Z) (zr) = 0 


同时 式 (10 - 63) 对 git Ёз AAAA - 65) , 解 得 


2ет 


ат 十 ex 


&| (ет) == 
9 = g (zr) = 


ГАА (z+) + gi (z+) = ы — I 


所 以 在 х» = 0 的 界面 上 有 


q. 一 一 lar 8" (х) + іс zi (a 


=—i 


Bo (zr), z€ St 


т 十 af 


-z (x1) ] 


2 
a ота Le’ (х) 


Bo Cer) + gr (zr), z Є 57 


一 CI Е" (zr) = 0 


(10 - 63) 


(10 - 64) 


(10 - 65) 


(10 - 66) 


(10 67) 


类 似 于 式 (10 -18) 和 (10 - 23) ,由 整个 界面 上 广义 应 力 连续 和 无 穷 远 为 零 的 条 件 ,可 得 


B, F, (2) Ву Fy (z) 一 (тага, i +dy \gi(2) = 0 
B, Fy (2) —B: F. @ + (6 а тага, -二 di +dy } бю = o 
由 整个 界面 上 位 移 和 电势 连续 的 条 件 , 可 得 
Ar Fr (2) —Ar Fy (а) — (атага, 0-е +er )g; = 0 
Ay Fr (2) — A; Fi (z) + кет. -i +n )#; G) = 0 
由 上 两 式 解 得 
Fy (2) = iByH (SL eL z КЫ ст ten Jg + 
BD HY, (2 та dy -— s =P di +41 )e (2) 
Fi (0) =— iB} H` (e – © +e )g; — 
B} HY, (аа -i 十 dr Де, 


从 而 在 c: = 0 界面 上 的 应 力 和 电位 移 为 


(10 - 68) 


(10 - 69) 


(10-70) 


ECx) = 2Re[ By Fy (x) 十 dr gi (ху) ] = 2К°е[В,Е, (zx) +d gi (x1) ] (10-71) 


жеш ива —0 


гас 


式 中 Bi Fy (x) И В.Е, (х1) Ho – 70) 计算,84 (zi), gi《X1) 由 式 (10 -66) 计 算 。 


10.3.3 ”椭圆 夹杂 外 部 基体 中 的 点 热源 "5' 1641 


设 无 限 体内 有 一 长 、 短 半 轴 分 别 为 a, b 的 椭圆 夹杂 ,夹杂 和 基体 间 理 想 连接 。 夹 杂工 内 
部 区 域 记 为 S ,夹杂 外 的 电介质 基体 开 的 区 域 记 为 S ,两 者 的 边界 记 为 工 , 法 线 记 为 nn, 指向 
夹杂 内 或 基体 的 外 部 。 无 穷 远 处 Ty = 0, q, = 0, 在 界面 卫 上 的 连接 条 件 为 


Тү = Тү, qiz(X) = яба), z € L (10-72) 

采用 1. 5.4 节 中 的 变换 方法 求解 。 按 式 (1 - 55) ,变换 函数 为 
z = 0) (6;) = 21а ipb) 6; + Ca timb) 6; J (10 ~ 73) 
变换 函数 式 (10 — 73) JEE zx 平面 上 椭圆 夹杂 的 外 部 S- 和 所 有 z 平面 上 对 应 的 边界 外 部 变换 到 
5 平面 上 的 单位 圆周 у 的 外 部 0Q7 ,而 且 变 换 是 一 一 对 应 的 。 但 是 把 z; 平面 上 椭圆 夹杂 的 内 部 
变换 到 5; 平面 上 的 圆 环 域 ， 人 一 0, ,其 中 Qt :po < 1, Do 20 < ро * Po =| т; | 。 按 式 (4 - 96), 

在 p = p 的 边界 上 必须 存在 关系 

f ee?) = f(eve #0, R flo) = (о/а) (10-74) 
R o= e, 26, 平面 上 单位 圆周 7 上 的 点 。 上 述 变换 和 说 明 同 样 适合 温度 变换 平面 5r 。 


ç, 平面 上 单位 圆周 Y 上 的 微 元 弧 长 d 和 在 z 3 L БЛ ERATIK ds 分 
别 为 
dP = dẹ, ds’ = 844, B° = a'sin? g + b соз? ф (10-75) 
设 强度 为 M 的 点 热源 位 于 基体 中 的 60 处 ,现在 在 变换 平面 $ 上 求解 。 设 go (5r) 是 基体 占 
据 整 个 空间 时 的 解 , 取 go (S+) = cln(67 — бот), 它 在 夹杂 内 是 解析 的 。 解 可 取 为 


9021, 22) = g (Gr) +g (Ст) = 2Кер (Sr) 

g'i (67), бт € 2'—0% (10 - 76) 
вт (бт) + gr (S+), S+ EQ 

Р gi (Sr), gi (S+) DHE 00—00, Q 中 的 解析 函数 ,其 中 gor = Sa turi So Є 07. WA 
(10-58)~(10-60) ,在 5 平面 上 围绕 点 热源 作 一 微 闭 围 线 , 则 有 


9.05 = (фт + тп) ds 一 2Re[iaorg' (Sr) 1], go (Sr) = cln(Sr — Sor) 


g (S+) = 


=— fa 。1ds 一 一 2Im[ÀAon 8, (Sr) J] = — 2Iml àon cln (S+ 一 Sor) J =— 4xÀon с 


с =— M/4nAor ’ Aon = VAquAnze 一 Aras 


(10-77) 
由 式 (10-76) 和 (10- 77) 推 出 ,界面 上 温度 和 热流 连续 的 要 求 分 别 等 价 于 


gi (о) + g, @ = 8, (0) + gr (0) + g, (o) + g, (0) 
(10-78) 


Act gi (2) — rot g, (в) = Доп 8" (в) 一 Aof Fa (в) + Дол g$ (o) — Дор g (a) 


首先 在 5 平面 上 讨论 问题 ,然后 再 转换 到 5rz 平面 。 应 当 注 意 ,gf (o) 只 是 环形 域 0+ — Q, 中 的 
解析 函数 的 边 值 ,类 似 于 式 (4 - 97) ,因此 可 令 


в (©) = J, da S> + d, S) = Y) dil + y, os) (10-79) 
k=1 k=1 


上 式 中 的 y, 可 如 下 求 得 。 按 式 (10 -74), 有 


= | А ` ; ; +i b ү 

Sa (po её + у, poe) = >, Сев e + у, poe”) ‚ Ye = po" тїї | Ы At ) 

k=l k=1 а — ips, b 
(10 – 80) 


因而 ,整个 界面 矿 上 温度 和 热流 连续 的 条 件 式 (10 -78) 可 以 写成 
Sa tn d)ot dit nd dot = gi (а) + gn (0) + g; (G) + к\а) 
k=] k=1 


ve Sai y dc 一 Zo Sah — nde = g'i (0) — ил (0) + g; (0) — 8,00) 
OH e=0 OH k=0 


上 式 可 以 改写 成 
Dd Ly diot — B/D) — gh (a) = gi (0) + (0) — У) 4, + nda)” 
k=1 k=1 


(Cor /Aon) >) (ds — Ye As O*+ By (1/0) — gilo) = 
° _ (10—81) 
g'i (0) — Bo (1/0) + Cor ГА) Dy (di —уй,)о* 


k=0 


上 式 的 左边 是 在 Q+ 解析 的 某 两 个 函数 的 边 值 , 右 边 也 是 某 两 个 在 Q 解析 的 函数 的 边 值 , 它 
们 通过 边界 工 相 互 解析 延 拓 ,成 为 整个 5 平面 上 的 解析 晴 数 , 即 存在 解析 函数 


оо 


(d, jy d) S Е (1/5) gG, ç € n 
=1 


k 


0, (6) 一 ө 
| єл (0) 一 Sd + у,1,) SHEAS, ç € Q” 
_ (10 — 82) 
Aor 2 (de — Yee) St +n Ba (1/6) — Aon gol), ç € 0" 
k=0 
0, (6) 一 


Доп g" (©) Fìor Sa — yid) > — Ап g, / S), 6 € 07 


k=0 


ЗВЕНЕ FF PG ДХ BS ра ҖЫ ЗЕ. Вр 0, (оо) = 0, (оо) = 0, 或 略 去 无 穷 远 处 可 能 存在 的 常 
数 , 则 按 Liouville 定理 ,有 4 (5) = (6) = 0。 由 此 导 得 下 列 关系 


Se + de) 6% = кз (1/5) + 6,69) 


k=] 


кеже wes 


со 


Aor Dy da ~ w da) St =— А Ет A/S) + Aor (©), ç € 0* 


k= 
„ (10-83) 
Sat nd 6 = gi O+R0/9) 
k=1 
Aor У), — Meda) S> =— А81 (©) А KAD ç € 07 
k=0 
由 上 式 解 得 
Уа + А24, + Aon — Act) Ne 4,] $* = Bon Bo (S) 
i= (10-84) 


л O 0/6 + WA tnd) 6 
由 上 式 便 可 求 得 d,, gi (9) ,然后 合适 地 把 6 替换 为 67 ,进一步 由 式 (10 -76) ,可 求 出 


8, Sr) = >)4,(6% + у, Sr), Sr € 人 一 人 
k=! 


g Gr) = ө 
Bin (бт) = gy (Sr) Rd O+ DS) de t+ yids) SF, Sr € 07 


k=] 


Эб, z.) = 2Reg (Sr), 6, (zr) =— CM/Andgy In (Sr — Sor) 
(10-85) 
利用 式 (10 - 73) ,由 式 (10 - 85) 可 求 出 z 平面 上 的 表达 式 g (zr)。g (zr) 由 g (zr) 积 分 得 到 


(кт) = [а Cer dder = fe CoD Io’ Grd бт = Га т Grd Gr = g (Gr) 


(10 - 86) 
由 式 (10 -85) 和 (10 - 86), 


ЕТ (6т) = a [cF (Sr, Sor) — zF, (Sr' 9 Sor) | +a [сЕ, (Sr, Sor) — 


СЕ, (ST, Sor) ] +a dtd ln Sr + Gu SH, Sr € 07 


k=1 


81 (Sr) = >) (Gu Sh + Gu ST), Sr € Qt— 0, (10 - 87) 


= 
式 中 

Е, (61, Sor) = (Sr 一 9r)[ln(5r — Sor) — 1] 

F, (Sr, Sor) = (бт! — Sob) In(Sr — бот) +S In Sr 


аф = (a —igmb), аф = Llatipnd), А = L, П 
(10-88) 
Gy = 一 [ders + Ун. Ян aP — (daa + yd, ar ]/k 


Gu 一 (а? drasa —a P din)/k 


з 一 一 (а? Yer dan — а? yde sn )/Ё 


A sa =1,k Als ss = 0, Ë = 1, 
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10.41 一 般 情形 


材料 开 存 在 点 热源 时 ,将 在 界面 上 产生 式 (10 - 67) 所 示 的 热流 和 式 (10 — 71) 所 示 的 面 力 
和 电位 移 。 因 此 ,必须 在 裂纹 面 上 施加 


一 二 =i датан —” 
qr o ==1 Fa [gs (21) — Bo (ri)] (10—89) 


t, =— E, 
来 满足 裂纹 面 上 无 广义 应 力 的 边界 条 件 。 从 而 问题 的 完全 解 为 


021) = ora el сакка an, + Z, (z+) C(z+) 
0 1 1 &т 


A hz) = Q(z) Ge 41 ба 7 (10 - 90) 


oi L Q* (x) Ca — z) 
ESC) = OE (21) = Aa) + t, (z) + me (х,у) + mo’ (х,)] 
由 上 式 可 知 ,点 热源 既 影 响 温 度 场 ,又 影响 广义 应 力 场 。 
10.4.2 单个 点 热源 和 单个 裂纹 的 相互 作用 


设 在 双 材料 (一 a, a) 中 存在 一 个 界面 裂纹 ,在 下 半 平面 S 的 z 处 有 一 强度 为 M 的 点 热 
源 且 有 下 述 边界 条 件 
®, 162.) == @y,, (zi) = 0, ду: (х1) = quelz) = 0, < € L. (10 — 91) 
且 在 无 穷 远 处 衰减 到 零 , 即 有 
@,. (zi) = Фү. (zi) = @:., (zi) = Orl) = 0, qg =Т= 0, | z |> co 
把 式 (10-89) 和 (10 - 6145 A (10 - 90) ,4848 


ат) = SE 812, (za) | ten [一 м ( 1 __1_ ye 


L, ат Fay Алдо NA\ZI — Zo 2 — Zo 


1 一 一 
п батну + Zo (zr)C(z+) = 
=) ауа 
4 ia” ет], 1 (= 一 Zo 21 — Zo ); уйт + Z, (zr) C(z+) 


(10-92) 
AP Ze (zr) = (zr —aty 1%, ERP HRD BA UA 


r=], L(x а n ==) laag — 


e 


FERE ie |) 


каже —@ 


Zo — Zo 


|, Zi (z) (x, — zr) (z — z) (x — z) 


dz, 


首先 讨论 下 述 积分 
1 
a= I, Zé (x) (m, — zr) (ху — #6) Cx, — Zo) 
(10 93) 
式 中 国 线 A 如 图 10 -1 所 示 。 在 围 线 内 被 积 函 数 有 三 
极点 :zr，zo, zo。 利用 留 数 定理 ,上 述 积 分 化 为 


dx. 


a= zril у27 — a уй — a" 
(z— zo) Cz — Zo) Czo — z) (zo — Zo) 
м2 — а? | 
(Zo — х) (Zo — z) 


10-1 积分 0Q 的 积分 路 径 


易于 证 明 , 围 线 的 沿 DEFGH 无 穷 远 部 分 的 积分 为 零 , 而 
iñ HJD 的 积分 2 = 27。 由 无 穷 远 处 的 衰减 条 件 和 温度 的 单 值 型 条 件 , 易 证 C(zr) = 0, 从 而 
式 (10 -92) 化 为 


6" Cer) — M 1 (х Ta 22 — а? J+ M ( 1 — 1 — ) 
Адо 22. — а? zr — Zo ZT — Zo Алдо ZT у) ZT — Zo 


(10 ~ 93) 
将 上 式 积分 后 ,再 应 用 无 穷 远 处 温度 为 零 的 边界 条 件 , 求 出 积分 常数 ,最 终 得 


0 (zr) = ini _— = V%—a +B VITA у —а 十 zzrzo 一 4 уш —а terza) (10-94) 
= — a +z мз а? Szi — а? + хт — а? 


把 式 (10 - 94) 代 人 (10 - 90) AT ROT A(z) ,进而 求 出 h(z)。 
类 似 地 可 以 讨论 桶 圆 夹 杂 外 部 基体 中 的 点 热源 时 的 电 弹 性 场 , 因 问题 过 于 复杂 ,此 处 
А. 


10.5 热 释 电 体 中 的 变 分 原理 


10.5.1 热 释 电 材料 的 广义 热传导 理论 概述 


工程 中 应 用 的 热 释 电 材料 ,通常 应 用 其 热电 效应 ,体积 内 也 不 存在 电流 ,不 考虑 电 致 伸缩 
效应 ,因而 属于 二 级 效应 的 Maxwell 应 力 无 需 考虑 ,从 而 小 变形 时 不 需 考虑 体积 的 变化 ,也 不 
需 考 虑 虚 位 移 引起 的 电势 的 变化 ;因此 ,介质 不 需 和 环境 一 起 讨论 ,只 需 单独 研究 , 变 分 原理 得 
到 很 大 的 简化 。 由 于 存在 温度 场 , 使 问题 成 为 非 保守 的 ,存在 能 量 耗 散 ,不 能 由 可 道 热 力学 完 
全 解决 ,需要 用 不 可 逆 热 力学 理论 来 处 理 。 本 书 3.2 节 中 曾 适 当地 讨论 过 一 些 不 可 道 过 程 的 
热 静 力学 问题 。 采 用 Fourier 热传导 定律 的 普通 热 弹性 和 热电 弹性 理论 ,得 不 到 温度 的 波动 
方程 ,或 温度 波 的 传播 速度 是 无 穷 大 。 但 热 脉冲 以 及 在 微 纳米 尺度 内 讨论 问题 时 , 热 波 的 传播 


速度 不 再 能 看 成 是 无 穷 大 ,而 是 有 限 速 度 传播 ,这 就 要 求 修 改 热 弹性 和 热电 弹性 的 基本 理论 。 
建立 一 个 简单 的 有 限 传播 速度 的 热传导 方程 ,这 可 以 有 多 种 方法 。 

1) L- S ж 0161 

按 式 (3 -22) 和 (3 -23), 认 为 热流 q MT ЕТЕНЕ SEE. Lord( 47 A Shulman 
( 苏 曼 ) 的 L-S 理论 属于 这 一 类 理论 ,更 早 一 些 , Cattaneofs9 Kaliski 以 及 其 他 一 些 学 者 
提出 过 类 似 的 理论 509 。 他 们 假设 在 温度 变化 范围 不 大 时 , 除 热传导 方程 改 用 下 述 Maxwell- 
Cattaneo 方程 (10 — 95) 外 ,其 余 连 续 介质 热力 学 的 方程 不 变 

qi +250; =— АТ; (10 - 95) 

式 中 =; AIR A ШИШ EE 88 А ПНТ АО АГА ЛА, TÉ 3 # tii Е А 2: ПА], 9 1А) А ЕЖ т, = 
nå 。 经 过 较 繁 的 推导 , 略 去 许多 精度 难以 确定 的 次 要 量 后 ,最终 对 各 向 同性 线 弹性 材料 线性 
化 后 得 


AT. = CCT + ro D) + (ЗА + 2waTo G; + ro Ey) (10-96) 


式 中 zw 是 松弛 时 间 常 数 ,C 是 单位 体积 的 比 热 , ro T, to Emn Жл {ЕЕ B) КЕ S| ЖЕ BJ B EE ЛП 
恋 形 的 惯性 项 。 在 二 -SS 理论 中 采用 式 (10 -95), 同 时 又 保留 经 典 理论 中 的 Tš 二 7 一 qi, 从 而 


可 以 推出 Ts 十 nmTs = АТ, (О? = 0), 那么 粹 便 具有 各 性 性 质 , 很 难 认为 是 状态 函数 了 。 
2) G-L 理论 De9] 
Green( 格 林 ) 和 Lindsay( 林 德 塞 ) 采 用 能 量 表达 式 (3 - 14) ,但 引信 一 个 新 的 和 温度 类 似 的 


函数 2 = (T, T, ORERE ,修正 了 经 典 的 炉 不 等 式 和 自由 能 。 他 们 讨论 了 有 限 变 形 和 
各 向 异性 的 一 般 情形 。 本 处 讨论 各 向 同性 材料 和 小 变形 ,此 时 采用 下 列 粹 不 等 式 和 自由 能 的 
表达 式 代 替 经 典 的 式 (3 -16) 和 (3 - 19) 


f sav — | сау + || Салаа >0, = ФТ, T), T = СТ, 0) 
g=u— gs, g = g(T, Т, є) (10-97) 
由 上 式 可 推出 
##—#+чы—@ф4/$ 290, —e—sptoti—agu/g 20 (10-98) 
把 上 和 8 展 成 自 变量 的 Taylor 级 数 ,通过 一 些 理论 分 析 和 推演 ,得 到 各 向 同性 材料 线性 化 后 
的 G-L 方程 
AT c= CCT+r P + BT. š, s = Amd; + 2р5 —B+n A (10-99) 


式 中 8 是 材料 常数 。 上 式 是 含 双 参 数 csn 的 方程 ,但 温度 波 方程 仍 只 含 一 个 参数 。 虽 然 一 
些 学 者 提出 种 种 可 能 的 不 可 道 热力 学 理论 ,但 和 经 典 理论 有 较 大 差别 , 仍 有 待 实验 验证 。 

3) G-N 理论 070] 

Green 和 Naghdi 提出 没有 能 量 耗 散 的 温度 波 理论 ,他 们 引入 热 位 移 ur Ë T = ùr MA 


位 移 梯度 B= дит/ Әх, B = Әйт/ OX = F - ӘТ/ Әх, 进一步 假设 存在 Helmholtz 自由 能 7, А. 
是 0, В, ЕКВ 


кей wee GQ 


киез —@ 


f= 300. В, F), 5=—Ә//908, в = ӘЈ/ Е, n=—əƏf/ƏÆ (10-100) 


由 于 自由 能 SESAR, HARRAH АКТЕ ЕНЕ Е, Ae 
假设 的 前 提 和 热传导 伴随 能 量 耗 散 的 事实 抵触 。 

He, Tian 和 Shen Y 采用 L-S 和 6G=-L 方 程 和 数值 方法 研究 了 压 电 板 的 多 种 热 冲击 问 
题 。 采 用 变 分 原理 研究 热 释 电 问 题 有 很 多 文章 ,如 文献 L172 一 174]j。 本 节 我 们 利用 惯性 炳 理 
论 来 构造 变 分 理论 ,并 得 到 温度 波 方程 。 


10.5.2 惯性 精 或 惯性 热 理 论 "” 


本 小 节 采 用 一 种 最 简单 且 物 理 意义 明确 的 方法 来 建立 广义 热电 弹性 波 理论 。 我 们 认为 任 
何 物理 量 随时 间 的 非 匀速 变化 ,都 需 环境 提供 额外 的 能 量 ,这 应 该 是 一 条 自然 定律 。 温 度 随时 
间 变 化 时 将 会 影响 热流 ,这 便 构 成 一 个 温度 动力 学 问题 。 为 此 我 们 引入 惯性 炉 , 惯 性 业 和 力学 
中 的 惯性 力 相 似 , 是 不 是 真实 的 箭 ,有 目前 可 以 存疑 。 温 度 作 加 速度 变化 时 要 额外 吸收 热量 , 它 


SIB HE TRE "的 乘积 。 可 以 假设 惯性 炉 的 变化 率 正比 于 温度 加 速度 , 即 59 = o T, 
о. 二 Cow Te, 59 = p T SEH р, T BER o ZAIRE Ж ЖК. АЧИ ДЕ]. s/m + КЎ, M po 的 


单位 是 时 间 量 纲 s。 因 而 因 温度 加 速度 引起 的 惯性 热 增 量 是 ТоТ. 这 一 方法 的 优点 是 不 需要 
修改 Fourier 定律 ,不 需要 修改 自由 能 等 式 和 粹 不 等 式 , 物 体 的 总 炉 仍 然 由 可 逆 部 分 和 不 可 逆 
部 分 组 成 ,而 且 只 有 热传导 方程 是 不 可 逆 的 ,比较 容易 处 理 。 同 时 也 不 排除 采用 Maxwell- 


Cattaneo 定律 。 采 用 电 Gibbs 函数 时 应 改 用 补 热 o, T8T。 因 此 ,在 热 传 播 动力 学 中 ,要 修改 
能 量 方程 式 (3 - 13), 即 取 用 


[73 Тау = | paC(T/T.)8 Тау = [arav—[ Тай. nda— 29. 

у М 

或 Q. + | Ti? av = [и | Tà- nda, h= 5, 59 pT (10-101) 
v а, 


上 式 表 示 环 境 提供 的 热流 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 用 来 增加 物体 内 部 吸收 的 热量 3Q ,一 部 分 用 
来 改变 温度 随时 间 的 变化 。 热 力学 第 一 定律 的 局 部 形式 (3 - 14) 相 应 地 修改 为 
ий= о: &#+Е-0—У-:9+7— Ti® (10-102) 
ЭЕ ИВ, BSR OHH RRS - 15) ~ 3 - 17 BALA 
;9 pjo = = 一 六 TCP 45°) =p Th =F qi, + nT, 
9 09 09 фа, ТӘ = TEHTI Ta Т2 0 
T8473" = фа =7— (TH) h, = ТӘ =—T,% (10-103) 
把 式 (10 - 103) PA r— Ts 代入 (10 - 102) , 便 得 
w=otéet+E-D+Ts, h, = TI? =— T, (10-104) 


上 式 中 的 第 一 式 和 式 (3 - 18b) 相 同 ERR ЗЕЕ ТНА ЕВЕ ГИ, РЧ ДЕ ЖП ЖГ 
是 状态 函数 ,h, 代表 不 可 六 过 程 在 介质 内 部 产生 的 耗 散 能 。 相 应 地 对 电 Gibbs 函数 有 


=u—Ts—E-D, g=e:é—D:.E—sT, hy =h—(—Ts®)' = yT. 
(10 — 105) 


AP hs 代表 不 可 逆 过 程 在 介质 内 部 产生 的 补 耗 散 能 。 
10.5.3 内 能 和 电 Gibbs 函数 
介质 作 刚 体 旋 转 时 и, hu 和 g, h, 应 是 不 变量 ,所 以 内 能 和 电 Gibbs 函数 取 下 列 形 式 


и (eu И D,» s) = = F Cine eu —hujDie, + 80, D; aye 55 — 2,0,5 + = Cs? 


3h, = АУТ 9389 (= T3s) (10 - 106) 


Суы = Oju 一 Cyn = Сы; , Ам; 一 hui ? Вы 一 Bu 9 ay = а, 9 Ay = aii 
+C 1 2 
g (eu ‚ E, 0) = Cae жє 一 e E, Ej 一 76Е:Е; 一 aye yo — rE? — aT, 09 
0 


dh, = 89, 一 一 (fas F9.udr) в 
Cju = Сш 一 Сш 一 Сы; » Crj 一 ee Cet Em Ay = Ais A; = Aji 
(10 - 107) 
Җә = T-T, To 是 环境 的 温度 .应 当 注 意 ,在 式 (10 -106) 中 ,没有 广义 位 移 时 , 工 一 0 时 
s= 0, T = Т, Bf = sa i #£sK (10-107) 中 , 设 了 = 一 Te 时 =0。 在 后 面 的 讨论 中 均 遵 守 这 
一 原则 。 和 式 (10 - 106) 对 应 的 本 构 方 程 为 


су = = = Снн 一 һр, 一 Rss 
ij 
E; = 5и. = B; D; — һы мн 一 人 5 
T = 8и =~ Ge, — D, + T, Ô | Е 
Os 
Т. =—Oh,/ Әр =—AyT g, =— А9; [т.а = rf; 和 市 dr 
和 式 (10 - 107)) 对 应 的 本 构 方程 为 
в; 一 əs _ = Сон Ен 一 e E, —a;9 
ў 
D, 一 一 w =6;E; + еш ш + тә 
ag (10-109) 
5 = or 5 2; + т,Е, +С9/Т, 


7: 一 一 e 一 一 fas 99е Т: = q; =—4;9,; 


BRAT, = 9, Т = 9, 由 式 (10 -103) 和 (10 - 109), 可 得 到 热传导 (能 量 ) 方 程 


жей KEN Â 


AEETIS) 


ii = — Tst+r—-Ts”, Ag T, = T(ayé Є; + =, Ё, T+ + es 5)—7 
. (10 - 110a) 
或 近似 地 有 
A Ta = Toa; g; + Toti Е, +C ++ Сол 9—# (10 -110b) 


上 式 是 一 个 具有 有 限 速度 传播 的 衰减 温度 波 方程 。 在 热 弹 性 问题 中 ,上 式 和 线性 化 后 的 L-S 
理论 式 (10 -96) 只 相差 一 项 含 gu 的 项 ,这 一 项 属于 阻尼 项 。 在 单纯 热传导 问题 中 ,上 式 和 和 - 
S 理论 一 致 。 式 (10 - 110a) 可 用 于 任何 温度 范围 。 


10.5.4 ЕВ Gibbs 函数 变 分 原理 


假设 位 移 .电势 和 温度 在 边界 a а, Mar 上 分 别 满足 边界 条 件 : u =u, реф. Т 
Т" ,同时 在 介质 内 有 es = (ш.ш, 0/2, E, =—e 和 本 构 方程 , 则 考虑 热 惯性 时 , 热 释 电 体 中 
的 电 Gibbs 函数 变 分 原理 可 表 为 


sur’ = |, 3(g+h,)dV—8Q" —8W' = 0 
a = 一 | f (£ )годуас | 7 a9dadr—| f §© g9dVde+ 
(10-111) 
f f, о. базама 
sw = | Cf. рӯӣ) вшау – | ospdy 十 | Т; аба f о°дрйа 
у a, ар 
AP g, h, 仍 由 式 (10- 107) ж. A 
引 gdV = | Comex 十 еш Pie oy5) usdV + | (ешш Tea E, + гыў)8ф„ау 一 
v 
[| aÍ + =E, + C9/To SOV = (10-112) 
| суп; диша 一 f z, Sa av + | Dyn, S¢da 一 Гр, аарау 7 f sasav 


| atav = f (Га Za п, }гвдда + | [| (а 3u )y ]вә‹ду 
完成 式 (10 - 111) 的 变 分 后 ,可 得 


ӨП! = |. (osn; — Т; )8u;da -Í (оз + fi — oii) 8u: У + 


[L (ot + туарда — | (Das — дру — |. ({ 3 Дл midr ар" )39da 一 


r lg. ye JI = 
| NI т (а 40 站 一 Jer }asav — ,pgdydrsgdY = 0 
(10 - 113) 


быыл + f, = pür» Dae = Pe 
‘Ty 1 -ci -. ; 
s+ сре 9 у= [ [5+ (a Zou) +50 |а, 或 ;十 天 Po Š= + — Ot RIN) 
oun, = Т; Ёа, E), Ding =— o* (在 ap E) (10-114) 
fas F9.njde 一 一 ’ RM yin; = ў ’ 或 qn; = 9° 《在 а, E) 
式 中 7“ = jini STF gin; = q", 

同时 根据 变 分 的 先决 条 件 , 还 要 加 上 

и=и* (Жа, E); ф= ф (Жа, E); Т= Т (ат 上 ) (10 - 115) 


若 所 有 的 边界 上 都 给 定 温度 ,介质 和 环境 没有 热量 交换 , 则 在 式 (10 - 114) 中 没有 热流 的 边界 
条 件 。 由 式 (10 -114) 可 以 直接 得 到 热传导 能 量 方程 或 温度 波 传播 方程 式 (10 - 110), 

如 < To, 则 瞬时 温度 工 可 用 Te。 代替。 如 采用 式 (10-111) 中 的 oh, = рдо; Жз (10- 
111) 化 为 


an’ = [cog 89,24 — sQ" —əW* =0 
SQ 一 一 =] ròsdv + Í п 89да — | sosody 十 | о. 9890У (10-116) 
odv a, у v 


aw’ = |, — e zO8 dv — | p. еду + | T; баба | о" Seda 


фр = (1/To)| q* dz。 上 式 中 不 包含 任何 时 间 积分 的 项 . 


10.5.5 内 能 变 分 原理 


设 位 移 、 电 位 移 和 炉 位 移 在 边界 a, ар Ma, 上 分 别 满足 边界 条 件 w = и", "р-п =— 0с" 
和 T° 一 7” ;同时 注意 到 在 介质 内 有 €; = (uj, j +и;,:)/2, ре = Di,; 和 本 构 方 程 ,由 物理 变 分 
原理 可 得 热 释 电 体 中 的 势能 变 分 原理 为 


SII = [аса hdd = aQ- aW = 0 


一 dy 一 | T* nd т, ay 一 | w ау 
šQ | ,> od gda F | Tudy yids (10 - 117) 


aw =| (fp раша + papdv +| Ti dudat| р" вайа 


式 中 8 = nën, 8 Q 是 环境 供给 电介质 内 部 的 热量 和 热传导 过 程 产 生 的 热量 之 和 ,T- 8y = 
q'a =a" , 8W 是 环境 对 电介质 做 的 功 . 式 (10 ~ 106) 中 的 项 | bn, dy 是 耗 散 能 增 量 ,一 | Туду 
是 热传导 过 程 产生 的 内 部 热量 增 量 , 变 分 泛 函 中 有 了 这 两 项 , 便 保 证 了 Fourier 热传导 定律 和 温 
度 边界 条 件 。 注 意 到 温度 工 可 以 用 表示 ,所 以 独立 变量 是 u, DA n. 注意 到 


s| иду 一 We = hu; D, = aaxudy 十 |， (— Аъ; + вир, = 2,5)8р, ау 一 


жеше waw 


aptera 


| Cases + +0, — T, Cs)8sdV = 
| Gansduda — fas „вау + [| E.dD.aV + | _Tasdy 
af adv = | т sm dv (10-118) 
把 式 (10 -118) 代 人 (10 - 117) , 4848 
ot = 7 da 一 | в. шу + | Е,8р, dy 十 | Tasdv — 
L r jgdy 一 | arav+ | T° syda 一 | Тарда + | Тарау + | Tas? av — 
[сл pi Oa dv — | waDav+| аара — | Tiaudae 一 | p" boda = 
‚ ; 
|, (ayn; — Tr duda | Cop. + fe —йди,д/ + | СЕ, + ф„8Р,дУ + 


| (ф—ф" )aoda 一 | (T— T° ddyda+ | (Tas + Ta | t __ 


TÁ, pöy + Tay, — ər) dV = 0 (10-119) 
利用 关系 = TX; 989: + Tm; =T. 8% + TŠ; = 《TS7 ) ,: 一 CT iSt) н = (qi9t).i 以 及 Suis 
3D 和 dy; 的 任意 性 , 便 得 

054 L fi три: = 0, E; 一 一 Ji (介质 内 ) 


Я (10 – 120a) 
Tës + Ts” + Ф192, — ёт = 0 
0 


或 ;十 im = -TENRA (10 - 120b) 


x 
T 
dojn; 一 T; (在 a, E), p= ф' (在 a, E), T= T* СТЕ ат E) (10 - 120c) 
ШИЖ Ts+Ts? — r qus 则 式 (9 一 119) 中 的 最 后 一 项 化 为 
| Cras + Tas® — TÁ, hem + Тар — DAV = | СТ. Thy арау 
所 以 得 到 T, =— TA, Ф. 
同时 根据 变 分 的 先决 条 件 , 还 要 加 上 


u= u(fEa, E), Dn, =—o* ар E), qni: = т Man; = q* ) Жа, 上) 
(10-121) 


由 于 和 7 的 关系 复杂 ,所 以 内 能 变 分 原理 不 如 电 Gibbs 函数 变 分 原理 更 适合 工程 应 用 。 
热 释 电 体 的 内 能 变 分 原理 在 以 往 的 文献 中 非常 少见 。 


10.5.6 Gibbs 函数 变 分 原理 


Gibbs MAE MH 
G=u Oye ; Ts E.D; + SC 一 一 (e; до; + D;8E; + së 9) (10 一 122) 


B o; Ф» 9 Фа,, Qos ат 上 满足 边界 条 件 osn; = Tř, ф 一 p“ , 9 =y ( 亦 可 等 于 0) ,介质 内 
满足 cr ,; 一 一 (f, —pu;), E; =~ Qui 和 Т ӯ; 一 q; =— AO 5s 同时 假设 本 构 方 程 可 由 G 导出 


Се ƏG __ ӘС _ 
Əs; , i ӘЕ, , $ a9 (10 - 123) 


并 设 CG 是 cz 的 对 称 函 数 , 所 以 ej; 是 对 称 张 量 , 则 Gibbs 函数 变 分 床 理 可 表示 为 


d(G+h,) dV — Q" —8w™ = 0 


a = 一 | (£ Javaver+ | | 条 5gdadr 一 | | 3®вәдуас+ 


| | 0: ,B89dVdr 

oly 

sw = 一 | ac 一 pz)dy 一 | 。 ospday 一 | ик OT,da -| 5 dpda 
a, an 


(10-124) 
利用 
s| Gav =- |, Єў a D,n,8¢da - |, Petey I s§odV 
| dts —pu,)dV aan | one шм dV 
WRA - 124) 化 为 
гп” = | (и; —щә8Т,йа+ | G, usa, (Din, +o” )8фЧа + 
a, а 
|, —Dinrogav — || (9 "+A, + 9 .njdr)8Sdade— (10 - 126) 
й © __ 
[ssoav+ | || LE 29 小 ++ ~p, 5 |de| sav 


= Fu + uji). Due = pe 


stod = [E+ (a 40.) + Jar, 或 ;十 p.5 = И) 
ут е mreta i kawa 
fas әтеп. Ba. Ba = q Оа, К) 
式 中 已 利用 了 应 变 的 对 称 性 质 。 如 用 G 代替 一 G, 则 可 得 到 更 简单 的 变 分 公式 。 
10.5.7 单纯 热传导 的 简单 例子 


对 于 温度 范围 变化 不 大 的 各 向 同性 体 的 单纯 热传导 问题 , 式 (9 - 110b) 化 为 


кеш wee 


ике ө 


Wie = CW+ ро 9) — + (10 ~ 128a) 
xF r = 0 沿 z, 方向 传播 的 问题 , 则 有 


Әд A/a oy 29 W, X9 
А55 = CE +оо 57), REE = X yg 
Ox} (5; бо өр ) Rar’ Or tor (10-128) 
= C = = + = |à 
2 x Ару CO 50 , ps , p. C 
AF r 为 量 纲 一 坐标 ,rz 为 量 纲 一 时 间 ,c 为 波 的 相 速 度 。 设 
边界 条 件 : ocd, t) = H(t), 9(оо, і) = 0, £—< 0 
初始 条 件 : 902,0) = 0, Kz, 0) = 0, х0 (10-129) 


式 中 НС) Heaviside ЗУ ШЕРИ,» 为 常数 。 上 式 的 解 为 


962, 0 = нао [е + xf es а 0) сЕ = Dac] C10 = 130) 
x =T 


式 中 L ( + ) 为 修正 的 第 一 类 一 阶 的 Bessel pA. EAR, д EMH BEM AERA z = г 
或 xz; = ct 处 ,5 存在 大 小 为 e = = ero 的 间断 , 且 这 一 间断 随 zx! = cz 的 增加 而 减 小 。 
对 于 没有 初始 条 件 的 问题 ,可 设 


9 = Өехр(Ах — wt) 
式 中 日 是 常数 振幅 。 把 上 式 代 人 (9 – 128) 的 第 一 式 , 便 得 
k = CA оѓ Cw! + ро) 


k=+ (CA pa) eo] а 十 V1 十 o po’) +i а — М1 +w po) ] 


从 而 得 


8 = Qexp[i(kz — ot) ] = Өехр(1Ё,х— Ё›х— wt) = Өехр(— k,x)explikiz — wt) 


kı =+ (CAT po)? w , |+ + VIF ш po), b = (CA os Fa, -+a- VI Fu po) 
= о |А 1 — = 
= e = сё / s+ Мара?) 


上 式 表明 没有 初始 条 件 问 题 的 温度 波 是 衰减 的 弥散 波 。 当 oo 一 0 FT > V2wA/C ,这 正 
是 经 典 热 传导 理论 中 的 结果 。 这 表明 当 oo 较 小 时 ,没有 初始 条 件 的 问题 可 以 不 考虑 惯性 
的 影响 。 


10.5.8 其 他 形式 的 变 分 原理 


在 热 释 电 材 料 中 有 8 个 特性 函数 ,所 以 可 以 有 8 种 基本 的 变 分 原理 ,其 中 独立 变量 最 少 的 
是 电 Gibbs 函数 变 分 原理 , 它 只 有 u, о, Т5 个 独立 变量 。 如 果 解 除 某 些 约束 , 则 可 以 有 更 多 
的 变 分 原理 ,读者 可 自行 讨论 。 


10.5.9 经 典 热电 弹性 理论 中 的 变 分 原理 


如 果 在 式 (10 - 111) 和 (10 — 117) 等 式 中 略 去 含 惯性 炳 的 项 , 便 得 到 经 典 热电 弹性 理论 中 
的 变 分 方程 ,此 时 温度 方程 不 再 是 波动 方程 。 


10.6 热 释 电 体 中 的 均匀 热 - 电 -弹性 平面 波 


10.6.1 控制 方程 


热 弹性 介质 中 省 的 传播 理论 已 有 许多 文献 研究 过 55 ,但 热 释 电 体 中 的 热 - 电 -弹性 波 传播 
的 研究 相对 较 少 975 , 它 和 上 压 电 体 中 的 电 弹 性 波 的 主要 差别 在 于 需要 考虑 温度 的 影响 。 热 的 
传播 总 是 伴随 着 能 量 耗 散 , 因 而 平面 波 的 波 矢 量 是 复数 矢量 , 波 矢量 的 虚数 部 分 代表 振幅 的 大 
减 , 实 数 部 分 和 波 的 传播 速度 矢量 相关 。 振 幅 的 衰减 矢量 方向 (垂直 等 振幅 平面 ) 和 波 的 传播 
方向 (垂直 等 相位 平面 ) 不 一 定 相同 ,衰减 矢量 方向 和 波 的 传播 方向 不 一 致 的 传播 波 称 为 非 均 
名 波 ;衰减 失 量 方向 和 波 的 传播 方向 一 致 的 传播 波 称 为 均匀 波 ,文献 [178j] 详 细 讨 论 了 无 限 热 
释 电 体 中 的 均匀 热 - 电 -弹性 波 。 

本 构 方 程 为 式 (10 - 109) ,热传导 时 的 焙 方 程 为 式 (10 - 103) ,不 考虑 热源 (r = 0) 时 则 有 


ау 一 Сым = e E, — a; D; =є;Е; + е ыы + та 


. А (10-131) 
S = ages +E; 十 C8/ To ， Ts 十 Ts? 一 一 9:,: 
CEE Ж ШР 论 中 ， = ps Т = Сре Т/Т, :但 在 工 - S 理论 中 ,59 一 0， 热传导 方程 取 
qi + to й: 一 一 A; Т; (10 ~ 132) 


10. 6. 2 RA и, Qs 9, а 为 自 变量 


把 上 列 诸 方程 代入 无 体积 力 的 运动 方程 和 无 自由 电荷 的 Gauss 电学 方程 ,不 考虑 内 热源 
(r = 0), 对 于 LL-S 理 论 ,可 得 到 


Суыт, 十 CrP ski T and; = puis CiUk, i — EGP ji + tů. = 0 


qii + Toa; и; — Tori фы 十 C8 =0, gto qi 一 一 人 5D (10 ~ 133) 
X t FE ЖЕ ,得 到 
Снн 十 €; Q. T >, 一 ой, 9 Teg 3 + TL; = 0 (10 ~ 134) 
Givi + Тоо» Hj; = Тот; Фи 十 Co 十 Со» 9 = 0, 9: =— 4;9,; 
对 于 无 限 空间 传播 的 热电 弹性 均匀 平面 波 ,可 设 
Uk = U, еі") ， @ = Bel mmen ; 9 = a men , q; = Q, е" eD 
(10 ~ 135) 


AF U,, Ф, Ө, О, 分 别 为 位 移 .电势 .温度 和 热流 的 待定 振幅 , 为 波 数 ,n; 为 波 的 传播 方向 


жеше KSO 


矢量 ,w 为 圆 频率 ,i 为 时 间 。 一 般 情况 下 波 数 为 复数 , 即 


=a + ips Fem wt) = e ё" een, r et) , ci 一 (w/a)n, 


(10 - 136) 


AP с 为 相 速度 矢量 ,8 为 衰减 系数 。 把 式 (10 - 135) 代 人 (10- 133) ,得 (L - S 理论 ) 


(Cyunin jk? — pw? 84 Uy + enjnanjk?® + iayn;kO = 0 
enn njk?U, —ean n k? — irn kO = 0 
Toasn ke U, — Tornikw® — iCw® + ikn Q; = 0 
Ayn: RO — (row + iQ; = 0 
式 (10 ~ 137) 29 8 HRAEU,, Ф, Ө, О, 的 8 个 方程 。 引 人 符号 
Г. = Суыпуп,, ег = епт, оѓ = ayn; 
тб = ту), є‘ epnmj, А; = Аут А" = Ап; 
则 式 (10 - 137) 可 简 记 为 
(Tink? — pw’ 8x )U, Herk’ B+ ia* kO = 0 
еШ, —e* КФ — iz" kO = 0 
Так RwU, — Тот" kw — iCwO + ikn;Q; = 0 
А; kO — (тоо + DQ; = 0 
上 式 称 为 Christoffel 方程 ,也 可 写成 矩阵 形式 
А'СЕ, w, nU’ = 0,U' = 0, Ur, Us, Ф, Ө, Qs Q, , QI" 


式 中 
| ACh, w n) |= 
Г. — ра? Гь 2 DP er k iaf k 0 0 
Tp, A? Tak? — ро? Taak? ež k? iaj k 0 0 
Tsik? Tzk? Г — pw? еў k? iat k 0 0 
ег k? ez k? еў k? — k? 一 这 0 0 
Таў kw Тоў kw Таў —Tor*kw —iCw kn ihn, 
0 0 0 0 ark —(towti) 0 
0 0 0 0 Ask 0 — (tow +i) 
0 0 0 0 À) k 0 0 


要 U AMF, detA Ck, w n) 二 0, 这 导致 下 述 特征 方程 


— (zo + D 


(10 – 137) 


(10 - 138) 


(10 - 139) 


(10 - 140) 


0 


(10 - 141) 


[Е, lws nk + F, (ш, 313 + Е, lw, nk‘ + Е, lw, n)k + F. (o, п) ]? 一 0 


(10—142) 


ЖЕ (о, n) ,由 上 式 便 可 解 出 外 ,得 到 Ar = k, i =1 人 一 4。 由 于 讨论 的 是 准 项 态 电磁 场 , 所 
以 没有 电磁 波 , 或 电磁 波 具 有 无 穷 大 的 波 速 , 这 对 应 于 А2 0 BTA. 6° 对 应 的 两 个 根 , 具 


有 相同 的 波 速 , 但 沿 相 反 的 方向 传播 ,因而 对 应 一 个 确定 的 方向 ,k 只 有 4 个 根 , 这 对 应 于 4 个 
波 速 , 即 在 热 释 电 体 中 存在 4 个 不 同 速度 的 波 , 和 压 电 体 相 比 , 增 加 了 一 个 温度 波 。 惯 性 箭 理 
论 可 作 类 似 讨 论 ,此 处 从 略 。 


10, 6. 3 取 用 u, Ф: 为 自 变量 
如 果 从 式 (10 -133) 中 消去 q (189) Н u, о, 9 表示 的 L-S 理 论 


Сым, ij + Cn QP skj — Qid = pu; » Cmte  Є;Ф. и + 70,; = 0 
| . (10 - 143) 
—Agd н 十 Toa; (Z; + To Ui,;) Tot: Cg.: + To Ф,:) + C9 + To D) = 0 
如 果 从 式 (10 - 134) 中 消去 q, EER RERE 
Cyt any F epa T od = piis Cutan Tepa FTG = 0 (10-144) 


— А59, + Туа Шуу — Toti @ + C(8 + ро 9) = 0 


对 比 式 (10 – 143) #1010 -144) 可 知 , 式 (10 -143) 中 的 第 三 个 方程 比 (10 - 144) 增 加 了 弹性 和 
电学 阻尼 项 ,但 式 (10 - 144) 中 的 系数 oo RGAE, RAO - 143) 中 的 т, 代表 阻尼 系数 。 
这 两 个 理论 可 以 统一 写成 下 列 方程 
Сый» ш 十 еыф.ы — ai; = рй», ёш, EXP ji + oj =0 
. " . .. (10-145) 
Toa; (ë; + т Ey) + Torti (E; +r Е;) + pCO + то 9) = Ag? ,i 
当 T1 — T2 = To 时 ,上 式 代表 L-SH@;4n=n=0,m = б» AY. E AR 38 Ha FE N E 
Ж. 
对 于 平面 波 , 设 
u, = U, ei Mtge yO , Ф = Bei tr mmo ， 19 == Өе" en (10 _ 146) 
把 式 (10 - 146) 代 人 (10 - 145) 后 , 便 得 Christoffel 方程 
(Pak? — pw ёа )U, +e7k’@-+ ia? kO = 0 
ef k’ U, —e* БФ — іт“ РӨ = 0 (10 - 147) 
Та Ra C1 — іт о), — Тот" hw (1 — іт–)Ф + СА“ A? 一 Crow’ — iCw)@ = 0 


其 矩阵 形式 为 


ACk, wU = 0, U = [U,, U,, Us, Ф, Ө] (10 - 148) 
式 中 
Tu k? 一 pw Tink? Tigh? er k lar k 
Dak? Tak? — pw? Гәз k? ez k? laz Ë 
АСЕ, w) = TR? Tak? Dak? — ро? ез k? igs k 
er k? ез k ez k’ —e* k’ —ir*k 


Toei Вот Тоз kom Toa; kwņ = Tor“ kwn2 д” k =T Cys 


m= linw, p= 1— ітзо, p = trow + iw (10 - 149) 


pose ace 


ETEENI 


要 UU 有 和 解 ,必须 detA (2, Ws n)=0, 
10.6.4 и, 9 为 自 变量 


从 式 (10 - 145) 中 再 消去 Ф485 Ни, 9 表示 的 统一 形式 的 方程 , 因 其 太 复杂 ,所 以 仍 分 开 
写 。 对 于 L-S 理 论 , 得 下 述 Christoffel 方程 


(Pak? — pw òa )U, + ika? Ө = 0 


* (10 - 150) 
[А —: Ce 一 А 2 — 
Тоё a. U, i(Tow nw ei je 0 
式 中 
Ta = Counjn р Cumi) Eran pMa) ， a = aan; ChiyT pen ЈП р 
Emnl nlm €, tnt nm 
(19-151) 
cm = C л? 
To Еһ. 1.1 л 
Xt ЕЙ НР ,得 下 述 Christoffel 方程 
(Pink? — pw’ Qa )U, + іда" Ө = 0 
(10 ~ 152) 


Towka? U, —_ T.C” wO + ГА" р? ~ Ср JO 一 0 


10.6.5 数值 例题 "3 


和 故 电 体 一 样 , 热 释 电 体 中 平面 波 的 传播 特性 也 常用 波 面 、 速 度 面 和 慢 度 面 来 刻画 。 现 讨 

论 BaTiO, Ж о = 2x X 10° s+ 下 的 特征 面 。 通 常 材料 手册 给 出 的 材料 常数 是 以 z, 轴 为 极 化 
eh FA Voigt 形式 给 出 的 二 阶 张 量 ,它们 和 四 阶 材料 弹性 常数 张 量 之 间 的 转换 关系 为 : 
Сы «9 Сусуу з АУС) RRA - 3) 中 应 力 的 下 标 转换 规则 转换 ,如 Case>Cvdavc = Съз 
三 阶 压 电 常数 张 量 的 转换 规则 为 :第 一 个 下 标 和 电场 对 应 ,是 单 下 标 ,符号 不 变 ; 后 两 个 下 标 和 
应 变 对 应 , 按 式 (1- 3) 中 应 力 的 下 标 转换 规则 转换 ,如 压 电 常数 зле. ЖД z; 轴 为 极 化 
轴 ,文献 中 给 出 的 材料 常数 需要 转换 ,在 Voigt 形式 中 , 即 把 下 标 3 和 2 互 换 ,5 和 6 互 换 。 本 
例题 取 用 (zk r) КЖ, HP BaTiO 的 材料 常数 如 下 : 

Cy = 150, Си = 66, Ca = 66, Ca = 146, Са = 44, Сы = 43 MPa; 

ез =— 4. 35, ез =17.55 es = 11. 4 C/m°; 

en = 9.87, ез = 11.15 C/V • m; 

а, = 8.53 * 1079, аз = 1.99 + 10 * /K; 

г = 5.53 * 102 C/m* • K; 

Aw = 1.1, Ав = 3. 5 J/m + K ° s. 

a = аъ = (Cy 十 Co) ап + (Си Tren) wss ass = 2Cu ап + (Css + C33 ) азз 


Athol, оъ 是 通常 的 热膨胀 系数 。 图 10 -2(a) 和 (b) 分 别 给 出 各 向 同性 平面 (x;，xz) 切 面 上 
的 弹性 波 和 温度 波 的 速度 面 ; 图 10 -3(a) 和 (b) 分 别 给 出 各 向 异性 平面 (zx:，xs) 切 面 上 的 弹性 
波 和 温度 波 的 速度 面 ;图 10 -4(a) 和 (b) 分 别 给 出 各 向 异性 平面 (zx1， x;) 切 面 上 的 弹性 波 和 温 
度 波 的 慢 度 面 ,图 上 的 虚线 表示 纯 弹 性 体 的 慢 度 面 。 
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图 10-2 各 向 同性 平面 (zi x) A AE E 
Са) 弹性 波 ; (b) 温度 波 
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图 10-3 各 向 异性 平面 (zl， zi) 内 的 速度 面 
(а) MER; (b) 温度 波 
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图 10-4 各 向 异性 平面 (xi， zx;) 内 的 慢 度 面 
(а) ВЕ: Cb) 温度 波 
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由 图 可 见 , 温 度 波 的 误 减 很 大 , 且 相 速度 很 小 ;而 弹性 波 的 衰减 则 很 小 。 在 原始 文献 [178] 
中 ,还 在 图 10 -2 一 图 10 -4 对 应 的 图 上 用 虚线 画 出 没有 压 电 效应 和 热 释 电 效应 时 的 情形 ,这 
样 和 热 释 电 材 料 的 实 线 比较 ,可 以 看 出 压 电 效应 和 热 释 电 效 应 的 影响 都 比较 小 。 

为 了 考虑 不 同 阻尼 项 的 影响 , 暂 设 mm A т, 是 3 个 相互 独立 的 系数 ,对 于 一 维 情形 有 


(ҮЕ? — pw’ )U + ek’? B+ iakO = 0 
ekU, —ek@ — ir = 0 (10 - 153) 
Toakw (1 — іт, 0)0 — Torkw (1 — ісго)Ф + (À Е? — Crow — Сао) = 0 


式 中 Y 为 弹性 模 量 。 Л т = 0, = = 0, 研 究 xo 的 影响 ;分 别 令 п = 0, = 0, 研 究 т. 的 
影响 ;分 别 令 m = 0, z = 0, WR т 的 影响 。 取 用 的 材料 常数 如 下 : 

由 一 2rX10 s”, Y = 150 МРа, o 一 5700kg/m , T, = 293К, a = 8. 53X10°1/K, e = 17. 5 C/nř , 
e = 9.87 C/V • m, z< = 5. 53 x 10° C/m + K, А = 3.5 J/m = Kes, C = 500 J/K + kg 
数值 计算 表明 ,= со 引起 弹性 波 的 衰减 ,r。 引起 温度 波 的 衰减 ,但 引起 弹性 波 的 增强 , 若 含 
Cr 项 的 增强 效果 超过 含 iC 项 减弱 的 效果 , 则 弹性 波 会 加 强 , 因 此 то 的 取 值 范围 受到 限制 。 
对 于 上 面 的 例子 ,L - S 理论 要 求 m < 10 ARBRE Rn < 10 ,这 种 差别 是 由 于 L-S 
理论 中 因 修 正 的 热传导 定律 中 的 共性 系数 zo 引起 弹性 阻尼 ту 和 热 释 电阻 尼 т; ,而 在 惯性 炉 
理论 中 , 炳 惯性 系数 ro 或 oo 不 会 引起 那些 阻尼 ,弹性 和 电学 过 程 是 可 逆 的 。 压 电 体 中 高 速 弹 
性 波 的 传播 可 能 存在 阻尼 , 即 要 考虑 黏 弹性 的 影响 ,这 需要 发 展 新 的 理论 。 


10.7 热 释 电 体 中 的 非 均匀 热 - 电 -弹性 平面 波 0"” 


10.7.1 非 均匀 波 的 一 般 概念 


当 波 矢量 k 为 复数 时 ,一般 讲 , 波 的 传播 矢量 方向 (等 相 全 一 кш 
位 面 的 法 线 ) 和 衰减 矢量 方向 (等 振幅 面 的 法 线 ) 是 不 一 致 的 ， 
称 这 种 波 为 非 均 匀 波 (图 10 -5)。 因 此 ,对 于 任 一 平面 波 , 其 
传播 方程 应 当 写 成 
f = ре = ребе), k = P+iA, P= Pn, А = Ат 
k; = P, +iA, = Ра, +iAm;, É = kek = P — А +2iP À 


(10 - 154) 
式 中 了 为 传播 矢量 ,n 为 传播 方向 单位 矢量 ;4 EE росс 非 均 名 波 中 的 
为 牌 直 等 振幅 面 的 单位 矢量 ,在 均匀 波 的 情形 有 "一 区. 今后 设 矢量 已 和 人 


п 和 纵 轴 的 夹 角 为 2, 即 六 = sind, n, = cos б„т MARSA 
为 9 十 7, n 和 m 的 夹 角 为 7, 但 如 何 确定 y, 尚 无 合适 理论 。 利 用 式 (10 - 154), 可 推 得 


п = [sin 0, cos0]1, m = [singt y), соѕ(0+- У) 7, n + m = cos y 
ki = Р, tiA = Pm +iAm,, А = P, tiA: = Рп, +iAm, (10—155) 


P= /P +P}, A= (А +A; 


对 于 均匀 波 , 由 于 nn 二 т, у = 0,1 ki = (P+iA)sing, ks 一 (P 十 iA)cosb, 所 以 只 需 用 一 
个 复数 (P 十 iA) 和 一 个 人 射 角 9 描 写 ; 但 对 于 非 均 匀 波 ,n 关 mm 所 以 需要 用 4 个 参数 (P, А, 
0, 7) 描 写 , 即 再 增加 一 个 参数 y。 非 均匀 波 的 理论 在 地 球 物理 及 地 质 力学 中 得 到 了 充分 研 
究 5 182] 。 下面 的 叙述 主要 根据 文献 [179]。 


10.7.2 无 限 空 间 的 非 均匀 波 


ЖЕШ и, o, 5 为 自 变量 的 统一 形式 的 方程 (10 - 145) ~ (10 - 149) 为 基础 讨论 问题 。 因 
为 现在 讨论 非 均 名 波 ,Christoffel 方程 式 (10 - 148) 和 (10 -149) 改 写 为 


Atk, w)U = 0, 0 = [0,, Uz, Uz, Uis 0,1", О, = Ф, U; = ө 


[ Tu (k) — pw? Г; Ck) Гу (k) er (k) lar (К) 
Pa Ck) Г» (k) — ро’ Г» (К) ez (k) iaz (k) 
A= Гз (k) Гу» Ck) Tz (k) 一 pw’ es (k) ia; (k) 
er (k) ег (k) es (k) —є* (К) —1т* (К) 
L Toar (k)& Toa? (Юё Тоз (DE 一 Tor (Юё А — iC 
(10 — 156) 
式 中 
Ta (k) = СшЁ,&,, ef (k) = ekrk;, а; (k) = azk; 
T* (k) = т; є" (k) =—=enkik;, А" (k) = ЁЁ, (10-157) 
& = wiwt, & = w— iw Tz, Ё = w— іа ro 
要 U 有 非 平 凡 解 ,必须 
|А|=0 (10—158а) 


代 人 Ё; 一 Pn; +iAm, FÆ | А |= 0 的 实 部 与 虚 部 分 开 , 便 得 求解 (P， А, 0, 7) 的 耦合 的 实 
方程 


Re|A|=0, Im|A|=0 (10 - 158b) 


对 于 非 均 匀 波 , 需 给 定 (9, у? ,并 由 上 式 给 出 足够 的 方程 求解 (P, А), АТГ 48 (6, А), Н 
方程 (10 - 158b) 过 于 繁 元 , 放 略 去 ,但 易于 进行 数值 计算 。 为 使 (P，A4A) 不 取 负 值 , 要 求 
—т/2< y < n/20 18) 。 但 目前 还 缺乏 如 何 确定 y 的 理论 。 

和 均匀 波 一 样 , 式 (10 -156) 只 有 4 个 独立 的 本 征 值 ; К, = Рп 十 iAim G = 1, 2, 3, 4), 
对 应 于 4 个 相 速 度 


с; = 0/Р,, Р; = /(Pm Y + (Pm)? (10 - 159) 


对 应 于 每 个 复 值 的 ,可 由 式 (10 -145) 求 出 对 应 的 振幅 Ui;( 或 本 征 矢 量 ) ,每 个 U; 中 只 有 
一 个 振幅 分 量 是 可 以 任意 的 , 即 比值 i; : Un : Us : @, : @, 是 确定 的 , 亦 即 总 体 只 有 5 个 待 
定 的 振幅 未 知 分 量 。 波 传播 问题 的 一 般 解 可 以 写成 


4 4 4 
и, = > BU, е tim tm OD e= >)ВФ, el z e Y= S380; elk z Od) 
j=l j=l j=l 


КЁ Z I wt) — el PjntiAym) к-г] = e Ajm" 


еб еі?" хон) (10 _ 160) 


к= wes-@ 


ГЕРТИ) 


AF 8 G = 1, 2, 3, 4) 是 待定 系数 ,可 以 令 U; 中 的 某 个 分 量 为 1 而 完全 确定 U,。 


10.7.3 数值 例题 


作为 例题 ,仍然 讨论 BaTiO, 材料 。 图 10 -6(a) 和 (b) 分 别 给 出 不 同人 射 角 Ө TERA y 
对 温度 波 的 相 速度 ст 和 衰减 系数 Ar 影响 ,图 10 -7(a) 和 (b) 分 别 给 出 不 同 衰减 角 y 时 各 向 
异性 平面 (z:，zs) 上 的 弹性 波 和 温度 波 的 速度 面 :图 10-8(a) 和 (b) 分 别 给 出 不 同 y J ë [al lal 
性 平面 (zx! ，xs) 上 的 弹性 波 和 温度 波 的 速度 面 。 由 图 可 见 ,Y 对 弹性 波 的 速度 面 影响 甚 小 ,但 
对 温度 波 的 速度 面 有 一 定 影响 ,而 对 衰减 系数 都 有 影响 。 
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图 10 -7 不 同 衰减 角 时 各 向 异性 平面 (zx!， xz:) 上 的 速度 面 
(а) 弹性 波 速度 面 ; (b) 温度 波 速度 面 


= 一 拟 纵向 波 
e 一 拟 横向 波 1 ° 
5600ms --- RIT 5s600ms — 25 ms --- ¥=30" 2.5 m/s 
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图 10~8 不 同 衰减 角 时 各 向 同性 平面 (zk，zz) 上 的 速度 面 
(a) 弹性 波 速 度 面 ;(b) BERR 


10. 7. 4” 非 均匀 波 在 界面 的 反射 和 透射 "” 


现在 讨论 位 于 (zi， Zz) 平面 的 拟 纵 向 弹性 人 射流 从 下 半 平 面 zs << 0 进入 介质 工 , 在 界面 
ж» 一 0 处 反射 回 介 质 工 ,和 透射 到 上 半 平 面 z, 2 0 介质 了 [的 问题 。 应 当 注 意 的 是 ,根据 本 构 
方程 ,伴随 人 射 拟 纵 向 弹性 波 时 必 有 拟 横 向 弹性 人 射 波 ,电势 波 和 温度 波 。 图 10 - 9 EAR АЯ 
角 ( 和 x, 轴 的 夹 角 ) 为 8 的 人 射 拟 纵向 弹性 波 CPI” ，4i ,产生 三 个 弹性 反射 波 (Pi , AP; 
PP, AP; P$? ,A 和 8) 一 个 温度 反射 波 (Pi? , AMM- КСРО, AP) ;以 及 三 个 弹性 透 
PEPP, AP; PP, AP; PP, APM —- TPB CPL, AP APRA CPS, AP), 
为 清楚 起 见 , 图 10 — 9 (а) Л. БЕЙ] BMA. TA 10 - 9(b) 中 只 画 出 了 
WA RER ТАГО, AERA BH. WRC L - S 理论 ,要 采用 各 自 的 弹性 
波 速 和 衰减 系数 。 界 面 x; = 0 上 的 连接 条 件 是 


u SU s ф = Фф, 91 = 91 


(10-161) 
oan? + olnl = о, Din! + Din} = 0, Ag Olin} +Aazgotnt =0 


Ky 


拟 剪 切 透 射 波 2 А? 
拟 剪 切 透射 波 1 А," 


| 拟 纵 向 反射 波 ке 
| {ИЕГИ ЕНИП де 


ARTE HSS TN А,” 


(а) 均匀 波 (b) 非 均 匀 波 
图 10-9 波 在 界面 的 反射 和 透射 


кеш asa 


式 中 AL OS MALO ASH T al Al qi! ,其 中 п! =— пі о 
设 波 矢量 为 大 "的 人 射 波 位 于 下 半 平 面 I，zs 和 0, 并 可 表示 为 


u® = UY екш) А р? = GP gis, —) 90 GO Qik ren ,m=1,2 
= , 
(10-162) 
AP UP, O”, Of ЯП Р 都 是 已 知 的 ,在 半 平 面 工 的 反射 波 可 表 成 
N 
и 一 = apup СНЕ -=›, г? = poG69 еш zm et) 
j=1 
N ; (10—163) 
© — af) D ia о 
9°? = 8! 28" el hin #90 
在 半 平 面 工 的 透射 波 可 表 成 
Ш (0 N 
и? = 278; U e ez e ， e = > pP ек Нет» =) 
一 (10-164) 


N 
9 一 Se ae elim Fm 00 
2 


式 (10 – 163) #1010 -164) 中 的 N=5 是 包括 独立 的 体 波 和 表面 波 的 总 数 ,8,” 是 第 ; 个 波 的 振 
幅 反 射 系数 ,8, ”是 第 j 个 波 的 振幅 透射 系数 。 显 然 有 


ий = иќ +u, ul = = и? , g! = р? +g’ N ge! 一 Ф, 191 一 9%) + 8°” , gl 一 99 
od = оў? + о? ， оў = оў? , D} = ро + DY? N D! = D? 
(10 - 165) 


4058 (10 - 162) ~ (10 -165) 代 人 (10 - 161) , 便 得 | 
RO = RP = RP, RP = Р HARP = PPn -+1А{°т, (10 ~ 166a) 
式 中 a 一 0, r, ti j=l1~N, Ho=OM j 消失。 把 上 式 分 成 实 部 与 虚 部 后 , 便 可 得 到 
Р“ ѕіп 0% = P sing? = PP sing, j= 1— N 


(10 – 166b) 
Am sin(@+ у“? ) = AP sin P+ у?) = А? sin(@j?+ у?) 
由 上 式 可 以 推出 广义 Snell’s 定律 
0% /co) 一 09 /с® 一 0° Je 
sin 0°? /с sin 05” /c; sin 05° /c} (10 - 167) 


с“ = wfP®, ce > 一 w PP, с? =w/P,j=1~N 


MER ,讨论 波 的 反射 和 透射 时 ,所 有 波 的 波 矢 量 在 x, 方向 的 分 量 都 相同 , 即 存 在 RP = 
RP 一 AL = REO = kP ,因而 Christoffel 方程 式 (10 - 158) 要 求 的 未 知 量 是 复 常数 bi? 和 
k? ,此 时 由 Christoffel 方程 可 求 出 5 种 波 , 除 4 种 在 均匀 空间 内 也 存在 的 体 波 外 ,还 出 现 了 新 
的 接近 表面 波 的 拟 表面 波 。 波 的 反射 和 透射 问题 和 在 均匀 空间 里 传播 的 情形 不 同 ,在 均匀 空 
间 里 传播 的 波 是 给 定 0 和 7y ,寻找 两 个 实 常数 ( 卫 , А), HET RB (А, Rye) ,此 时 Ёл # k; BER 
数 ,但 由 两 个 实 常数 确定 ,& 和 &z 需 同时 确定 。 而 在 波 的 反射 和 透射 问题 中 ,An 和 ky SI 
不 相关 的 ,kj 是 给 定 的 ,是 待定 的 复 常数 , 波 传播 的 特征 方程 是 满 秩 的 ,这 便 导 致 拟 表面 波 
的 出 现 。 所 以 在 式 (10 - 166) 中 ,含有 体积 反射 和 透射 波 的 8 和 8 名 0 一 1 一 4)8 个 复 未 知 量 ， 


同时 还 含有 拟 表面 波 的 两 个 未 知 量 057 = BY? ABS? = BY, AMRA 10 个 未 知 量 ,正好 满足 式 
(10 - 161) 表 示 的 界面 上 的 10 个 复 连 接 条 件 , 所 以 问题 可 解 。 
文献 [183] 也 讨论 了 热 释 电 材料 中 的 波 的 反射 和 透射 。 


10.7.5 二 维 非 均匀 波 在 真空 /电介质 界面 的 反射 


如 果 介 质 开 是 真空 ,那么 人 射 波 会 从 真空 界面 反射 回来 ,没有 透射 现象 。 栈 去 介质 工 的 上 
标 ( 工 ), 对 于 二 维 问题 , 对 应 于 无 限 空间 非 均 匀 波 的 Christoffel 方程 (10 -156) 现 在 化 为 


АСЕ, wU = 0, U = [0,, Uns Ui, и, 1, U, = @, U; = @ 


Tn (k) — pw’ Г,, (К) er Ck) iat (k) 
Ia (k) Г» (k) — рш? ез (k) iay Ck) 
A= | | (10 - 168) 
ег (k) ez (k) —є* (k) —1г* (k) 
Тоат (k>ë, Toaz (к) Тот" (к), д“ wu ipCé 


AP & 见 式 (10 -157)。 对 于 波 矢量 为 k* 的 入 射 波 , 式 (10 – 168) А = А (у= 1-4), 
边界 条 件 简化 为 
оў +o =0, DP DP =0, А099 +9)=0,j=1,2 
WAAL во, BP. pP, ро =P, 的 方程 是 
Cauk i? UP 十 enzkt DO 十 iazG@ + 


4 
> (r) ñ . 
B; (Ciuk UP 十 enske DP + ia;s @? ) 一 0, 1 一 l, 2 

j=1 
4 

0 0 0 0 : 0 (r) . __ 

eouk} UL > —є;;Ё| ›Фф‹ ) 一 їтг@“ › 十 > 7 (езыЁР UP —ezk PB}? — їт, @? ) = 0 

j=} 


12 RO + УВА ӨРЕ 一 0 
= (10 - 169) 
式 (10 - 169) FEA 4 “ЖЯ 61°, BS? 07, В 的 4 个 方程 , 故 可 解 ,以 下 省 去 8; 中 的 上 标 (r) 。 
作为 例题 ,讨论 真空 /BiTiOs 材料 的 二 维 情形 ,材料 常数 和 10. 6. 5 节 的 例题 相同 ,现在 以 
хо 轴 为 极 化 轴 , 故 那里 的 z, 轴 改 为 xz 轴 , 从 而 材料 常数 的 下 标 3、5 改 为 下 标 2、6 ,热机 械 耦 
BBB aj PATE 
an = (Cu +С») an + (Ci Аел) azs аш = 26 а + (Cz + ez) аз 


对 于 0= 20°, у = 0° 的 情形 ,体积 波 的 波 矢量 、 相 速度 和 振幅 比 是 


k, = (390. 37, 1072. 537i), су = 5 504. 97 
k, = (774.57 +1.14 X 107i, 2 128. 11 +3. 12 X 107i), с; = 2 774. 42 
k, = (570 019. 87 + 569 661. 831, 1. 57 X 10° + 1.57 X 10%), ca = 3.77 


U Un : @ : @, = (2.11 X 107 — 2, 51 107181) : (6. 28 X 1079 — 6. 14 X 10711) : 
(— 1.27 x 107" — 0, 000 0541) : (1. 0) 

U : Uza : @, : Ф, = (— 3. 25 X 10 — 2.18 X 107171) : (1.09 X 107° + 6. 63 X 107181) + 
(2.70 X 107? +0. 000 291) : (1. 0) | 

Шз : Un : @, : Ф, = (1.81 X 1079 — 1.53 X 107181) : (2. 22 X 107 + 3, 03 X 10710) : 
(— 32. 75 + 32. 771) : (1. 0) 


жш Hes 


上 式 中 的 任 一 种 波 都 可 以 作为 人 射 波 。 现 讨论 拟 纵向 人 射 波 。 设 人 射 波 为 
и = UW een 2ш), WO = UR elt Fm 00) ‚ 6% 一 OO cite Em we) А Ф = фо е 2700) 
СЛР : US OP : Фі? = (2.11 X 1079 — 2.51 X 107% 1) : (6.28 X 100 — 6.14 X 10%): 
` (— 1.27 X 107" — 0. 000 0541) : (1. 0) 
由 Christoffel 方程 得 到 的 反射 波 的 波 矢 量 和 相 速度 为 
КЇ? = (390. 37, —1072.53—4.04 107%), а = 5 504. 97 
К? = (390. 37, — 2 229. 26 — 9. 56 X 1071), с, = 2 776. 26 
КЇ? = (390. 37, — 1 597 811. 46 — 1 596 807. 851), cs = 3. 93 
ke = (390.37, 8. 68 X 10° — 368. 071), с, = 16 095. 46 


式 中 ki? = КО, c, = c4, 是 表面 波 的 波 矢量 和 波 速 .9 = 20°, у = 0° 时 的 波 的 振幅 比 是 


6x10“ 

5x10“ 
= | 4x10 _ 
s£ 2. < 
š ak 
z 3x10% š 
R e 
Кы E 
= 2x 10° 
u 

1x10“ 

0 


10-10 у= 0 的 拟 纵向 人 射 波 ,反射 和 表面 波 的 
振幅 系数 之 模 18 1 随 人 射 角 6 的 变化 

USP : UD + Of : P = (— 2.11 X 107" +1. 50 X 107%): 

(6. 28 X 107° — 3. 24 X 107/91) : (1.27 X 101 +5.39 X 10%): (1.0) 
US : USP + OP : BP = (6.78 X 1079 45.07 х 107170): ` 

(1.11 X 10° 4-7. 61 X 10711) : (— 2. 97 x 107° — 3. 05 X 107*1) : (1. 0) 
US : US : OP : ØP = (— 6.32 х 10“ + 6. 32 X 10 Mi): 

(5. 80 x 107! — 4. 54 X 107i) : (29. 27 — 29. 291) : (1.0) 
US :UB : @f : GP = (—1. 18 x 107 — 4.57 X 10711) : 

(— 2,92 x 10 12 + 3.92 X 1071) + (0.000 021 + 3.55 X 10 í + (1.0) 


对 于 不 同 的 (9，y) ,上 列 诸 式 中 的 数值 是 不 同 的 ,每 种 情形 的 具体 数值 要 由 数值 计算 确定 。 图 
10-10 表示 y = 0 时 反射 波 的 振幅 系数 (8 6. p) 和 表面 波 的 振幅 系数 及 随 人 射 角 0 的 变 


化 .y=0 和 7 和 0 的 结果 相差 甚 徽 。 由 图 可 见 : 四 和 人 射 波 能 激发 出 表面 波 。 由 广义 Snell 定律 
和 计算 表明 ,表面 波 的 相 速度 强烈 依赖 于 人 射 波 的 人 射 角 , 96 一 х/2 时 , C, > С, (人 射 波 速 ); 
9 一 0 时 ,C, — со, 但 振幅 系数 8 ->0。 加 当 入 射 波 是 弹性 波 时 ,计算 表明 ,从 界面 z, = 0 反射 
的 沿 z, 方向 的 能 量 流 , 主 要 由 弹性 波 模式 引起 ,表面 波 和 温度 波 模 式 引 起 的 非常 小 ,这 说 明 此 
两 种 模式 具有 表面 传播 的 性 质 。@ 9 = 0 的 拟 纵 向 人 射 , 只 有 拟 纵 向 反射 波 。 加 当 入 射 波 是 
弹性 波 时 ,衰减 角 Y 的 作用 极 小 。 


10.7.6 弹性 波 和 电波 的 耦合 问题 


在 所 有 上 面 的 讨论 中 ,只 考虑 了 似 稳 电场 ,但 这 是 不 完全 的 。 如 果 完 整地 考虑 变形 电介质 
中 的 热电 弹性 波 , 那 么 ,除了 前 面 讨 论 过 的 弹性 波 和 温度 波 有 自己 的 独立 波 速 外 ,电磁 波 也 有 
自己 独立 的 波 速 。 按 式 (2- 32) , 当 介质 内 没有 自由 电荷 和 电流 时 ,Maxwell 方程 为 


v.p=o, ухЕ=—®9Р, V-B=0, VxH=2P (10 - 170) 


在 电介质 中 ,一 般 压 磁 和 热 释 磁 现 象 较 小 ,所 以 本 构 方 程式 (10 -135) 修 改 为 
oi 一 Сн ы 一 e É E, 一 ay ， S$ = ay Ey + aE; + C/T» 


р; =E; tewen tr, В, = pH; (10-170) 
由 式 (I0 – 170) 1010 -171) ,可 推出 
VXE=—B=—pH, H=—-p'VXE, D=VXH 
由 上 式 和 式 (10 – 170) ,立即 推出 
D=VXH=—VX('VXE), V-D=0 
或 а (сЕ, Hemen тад) 一 一 pa Erp ёњ Ёш (10 - 172a) 


(е;Е; + ешєы 十 te): =e; Ë,;,., + ешыиһи тад: = 0 


式 中 色 ; 是 三 指标 排列 符号 ,当下 标 ijk 按 123 顺序 偶 置换 时 它 取 1, 奇 置换 时 取 一 1, 其 余 排 列 
取 0。 上 式 便 是 热 释 电 介质 中 的 电磁 学 波动 方程 。 特 别 是 当 介质 具有 各 向 同性 磁性 性 质 
рь =и8, 时 ,利用 矢量 恒等式 V х (V X E) = V(V Е) 一 VE, 上 式 中 的 第 一 式 可 化 为 


D =— p` уу Ы Е) +p WE, Э Е, + exe x + тад) = LO СЕ, mm w Emm) 
(10 - 172b) 
由 于 现在 不 存在 E, =— ф„ 的 关系 ,所 以 运动 方程 应 写 为 


Сим; = eE nj ЕЕ adj = pti , — АЎ я 十 Toay м + Tor; É, + СӘ = 0 


(10-173) 
式 (10 -172) 和 (10 -173) 便 是 同时 考虑 电磁 波 和 弹性 波 与 温度 波 的 基本 方程 。 对 于 平面 波 ,可 设 
Ur = U, ermine) А 9 一 Өен 90) , Е, 一 Ey, mtn et) (10 _ 174) 


把 式 (10 -174) 代 人 (10 -172) 和 (10 -173), 便 得 一 个 复杂 的 七 阶 的 矩阵 方程 。 但 研究 表明 ， 


FENE иза — 9 


жанаа 0 


电磁 波 在 电介质 中 以 光速 传播 , 远 远大 于 弹性 波 和 温度 波 的 波 速 。 由 于 两 者 波 速 相差 非常 大 ， 
形成 两 组 波 ,相互 之 间 影 响 较 小 ,因此 讨论 无 限 介质 中 的 弹性 波 和 温度 波 时 ,可 以 不 考虑 电波 
的 影响 。 在 讨论 波 在 界面 的 反射 和 透射 时 ,出 现 了 表面 弹性 波 ,也 不 需要 考虑 电磁 波 。 但 是 表 
面 波 的 形成 ,是 否 和 这 种 电磁 波 激励 相关 ,还 需 深 入 研究 。 由 于 电磁 波 速度 非常 高 ,如 认为 是 
在 绝热 和 不 变形 的 情况 下 进行 ,本 构 方 程 可 写成 卫 二 eyE;, 这 样 便 使 电场 波 和 弹性 波 、 温 度 波 
之 间 不 耦合 ,成 为 不 相关 的 独立 方程 ,可 以 各 自 独 立 求解 ,使 问题 大 大 人 简化。 在 各 向 异性 介质 
中 ,电磁 波 有 两 个 独立 的 波 速 。Kyamer'*1 曾 讨论 过 变形 电介质 中 Maxwell 电磁 波 和 弹性 波 
同时 存在 的 个 别 特殊 情况 的 理论 ,没有 做 上 述 简 化 。 


10.7.7 弹性 波 在 压 电 介质 界面 上 的 反射 和 透射 


在 热 释 电 材 料 中 , 令 和 热 相关 的 系数 为 零 , 即 令 ay tis Ay, G, то 等 均 为 零 , 便 得 到 压 电 
介质 中 波 在 界面 上 的 反射 和 透射 理论 。 由 于 热 释 电 材料 波动 问题 的 波 数 本 来 就 是 复数 ,所 以 
讨论 波 的 反射 和 透射 问题 时 ,可 以 采用 原来 的 无 限 空间 非 均匀 波 的 Christoffel 方程 ,不 过 ,和 
无 限 空间 的 非 均 匀 波 比较 ,反射 和 透射 间 题 自动 增加 了 一 个 表面 波 。 但 对 于 均匀 压 电 介质 中 
的 体积 波 是 没有 衰减 的 , 波 数 是 实数 ,而 压 电介质 中 波 在 界面 上 的 反射 和 透射 ,为 了 满足 边界 
条 件 , 必 然 存在 表面 波 , 因 此 和 需 用 复 波 数 统一 讨论 ,从 而 需 用 复 波 数 的 Christoffel 方程 讨论 ,不 
能 再 用 实 波 数 的 Christoffel 方程 讨论 ,这 就 凸显 出 表面 波 的 作用 。 


10.8 热 释 电 体 中 的 热 扩散 理论 


10.8.1 含 化 学 反应 的 经 典 不 可 遂 热 力学 的 基本 概念 


文献 [185] 讨 论 了 热流 和 质量 扩散 流 互 不 耦合 的 情况 ,[186] 讨 论 了 热 弹 塑 性 体 中 的 扩散 理 
论 。 本 节 是 按照 Kuang 的 论文 "中 写成 的 。 
含 化 学 反应 的 经 典 不 可 逆 热 力学 的 基本 理论 是 假设 下 述 Gibbs 方程 成 立 
du = Tds +0: de tyde, w=ote—gitrtyc 
Ts = r— qu + ud, Ts + ye = F— quis dii =—¢ 
式 中 是 化 学 势 ,d 是 扩散 质量 流 矢 量 ,c 是 浓度 。 式 (10 -175 ЖЕНЯ, ИНАЛ 
流 的 散 度 相 关 ,而且 和 浓度 和 化 学 势 的 乘积 相关 。 利 用 关系 
T a, = (Т? дӘ н +T q Ти, Tdi, = (T lad,),, —d,(T Wp, 


(10-175) 


(10-176) 
Mat (10 - 175) (10 — 176), AEB 29; 251 
$a TORE (T iq Та) = T AT aT Ws = 5° 
或 ра о $5, 5 = F/T-V I, Ј, = (9/7 pd/T) (10-170 


йз ATARA s ARTAR sP A A, SO ИИА. GRAO - 177) ,得 


Ts? 一 了 一 ТО = а.) as uw = pf Т 


2) , Al r E 
Ts? = h, = Тара X: t+ Х„+ 0 (10-178) 


Xr =— VT, Х,=— Уи, n=4/T, n= | qdr/T, Ё = Та, ё = | Td dr 
0 0 


AE ОНКИ, QR. RRA MM Se , n] 3⁄4 2) Tu Á B] ЕА И 
例 , 因 此 可 得 下 列 演化 方程 


Тт: =— À; (ТУТ — La (T) Tulis Te 一 一 D; CT) Tgi 一 L; (DT. 


(10 - 179a) 
或 Ta =— 4, CDT h Ё, (ТТ, ра DDT EL (ТТ, 
KD, 是 扩散 系数 , 为 扩散 和 热传导 之 间 的 耦合 系数 。 或 等 价 地 有 
а == A  CT)T, — L, (D Ти, d, =— D, (Т) Ty’: L; ТТ, 
(10 - 179b) 


或 T. =— Â; (Dq — Ё, Ddi Te’ =— 0, (Dd: — Ё, (Da: 


线性 不 可 逆 热 力学 理论 只 能 给 出 演化 方程 的 一 般 形式 ,其 精确 形式 应 由 实验 确定 。 考 虑 到 
实验 事实 和 变 分 公式 具有 简单 形式 的 要 求 , 当 工 变 化 范围 不 是 太 大 时 , 式 (10 一 179a) 可 近似 为 
Ti? a Xr X. ЁТ, рна Ё 220, Х, = 9и, Ё = а 
. . (10 — 179c) 
T 7: = À; (T) Т.; 一 Ly (Тун. 9 ё, 一 D; (Ty; —_ Ly (T) T. 
或 T, =— Âs (DT h ED Ё, pa =— D, (T) & Ё СТТ, 


特别 是 式 (10 -1790 PR RM Ay» Ly, DJ 可 以 认为 是 常数 ,下 面 将 采用 这 一 假设 。 式 (10 - 
179) 是 Fourier 定律 和 Fick 定律 的 推广 。 

式 (10 -175) 同 样 可 认为 是 7 一 g 产 生 工 5 和 Ac。 所 以 类 似 于 文献 L175] 中 的 惯性 箭 理 
论 ,可 引入 广义 惯性 精 理 论 , 式 (10 - 101) 修 正 为 


Q, = | Т, 3 — jo eyav—| TH „паа, T, š =p. Ë, poe? = pit 
(10 - 180) 


UF o Alo, 是 常 系数 ,To 是 参考 温度 ,uo 是 参考 化 学 势 。 式 (10 - 180) 指 出 环境 提供 的 热 用 
来 平衡 物体 吸收 的 热 增 量 和 介质 中 温度 和 和 浓度 的 改变 ,从 而 在 广义 惯性 炉 理 论 中 , 式 (10 - 
175) 和 (10 -178) 分 别 化 为 


TG 十 3) 十 pc = qui Hudis ТС 59) + plete?) = r— qi (10 - 181a) 
~ (a) : . 
- _ ома e _ т йы | йы — r qi qiTa pdi E | 
GSO Ap TT T T (т), T? HF), (F) 4, 
a . А . А А , 10 - 181b) 
Tšs=Tsš@ Т5, TGO Hs) type? = r+ ТО pdi) ( 
Ti® = 工人 十 im) +e” — TG? + 5% у — pe” 一 T; 7: — ER T, ў: — hi ё, > 0 


4010-1810) += 5° +° BPR PMR. Шҗ(10-181)›ЖШ. ЕГ CREB, 
环境 和 内 热源 产生 的 热 增 率 7 一 gi, Hudi: HETESTE A ВО n] š АЭЖ Т 5, КОЯ 


жей weg 


ик —Ө 


WR T sO 以 及 惯性 热 增 率 工 ;和 惯性 浓度 增 率 uc” 所 平衡。 
由 于 机 械 和 电 过 程 假设 是 可 逆 的 ,内 能 和 婵 是 应 变 e, 电 位 移 D Nš s AYR BE c 的 状态 函数 , 故 


有 
du=@:de+E. dD+ Tds+ ade, t=o:ée+E.D+Ts+ue (10-182) 
10.8.2 电 - 化 学 GIBBS 函数 
利用 Legendre 变换 ,可 以 得 到 电 - 化 学 Gibbs 函数 g, 为 
ge = giles D, T, и) = и Т ис -Е• D, g.=0té—D-+E-sd3—cp 
(10-183) 
类 似 地 , 补 耗 散 能 为 
he =— 8° T = ТӘ — (Т9) = Хт+т-+Х„+ё&—(Хт+т-+Х„, &@ ` 
一 一 本。 NT X, = рТ, ра OTHER =—з Ты (10 - 184) 
可 设 


1 
Ec (єн 9 Е, , 9, н) = + Caue ne 一 ery E, E — 76Е:Е; — ayeyd 一 TE 9 一 


me A- zh ° — bjeyp — БЕ и — apd 


Shc =— 50 So 一 一 „|, Q T” Di + L572 de— би] (Lid; + Dypidde = 


9580.5 + & op; 
ёш = Chji s Gat TEk’ аз = анз b; = bis Ag = Ау» D, = Das L; = Lj 


(10 - 185) 
式 中 C， Сы э Cai reqs Qj» Tir b, б ‚ bis a 是 材料 常数 。 
由 式 (10 - 185) 推 出 的 本 构 方 程 和 演化 方程 分 别 为 
бу 一 = 56 = = Cyuen еш E, — 059 — Бун. D, =— see ==; EÉ; + ereu + та + бш 


5 -— = а: + aE; + C™3/T, + au , с 一 一 2 一 bu + byes + bE; + ald 


(10 — 186a) 
Hi 一 Әһ, / OD i = 一 | Qu T 9 +L;T pj) des & = oh, / Oni = f (Lad.,; + Dap,) dr 
(10 – 186b) 
10.8.3 电 - 化 学 GIBBS 函数 变 分 原理 


设 机 械 位 移 ui, 电势 ,湿度 TAES p 满足 各 自 的 边界 条 件 , 即 在 aus ay, ar Ma, 上 
分 别 满足 usu, реф", 8 一 % 和 pz 一 。 由 物理 变 分 原理 ,可 得 广义 惯性 粹 理论 中 对 热 - 
电 - 扩 散 - 弹 性 问题 的 电 - 化 学 Gibbs 函数 变 分 原理 为 


sr, = | .ae.+he)dy 一 Qi —aQ; —BW" =0 
—3Qr = {fir гаогдду — | s agav — | c” ви — | 9" soda — |e Syeda 
-aW =— | (у, —piidduav + | pdpav — [te Sada | o Seda 

о = | de, =„Т,с® =] de, e = pp (10 - 187) 

式 中 
s| e.av = | дуп,ди,да — (аздау + | Рул,ёрйа 一 | Dayay 一 

| sseav 一 | сёнйу 

a| huay =— | [ss ast. +L T de + paf 9. + Dyp „24е |av 
(= | 85. 十 名 8w)dV) (10-188) 


AP 05, Drs s, с 由 式 (10 -186a) 表 示 。 式 (10 - 187) 和 (10 - 188) 中 的 frs Tis pes os 
六 = рп RIE" = En BAZH LIR. MARO - 187) 和 (10 - 188) ,可 得 


8П,. = | ace. +t hye) AV —8W* 807 —80; = ӘП, + Hyr =0 


Seer = | (оп; — T? )ди, да = |, + fi — pit, 8udV + | (o* + D,n,)d8¢da 一 


ap 
f Daa — году = 0 
Ú , ‚ (10-189) 
sma =— | [sən | дат, + L T pdr + бип, { (Lyd u + Бун „4е1ЧУ + 
[вә датто, + LT pd sde + yf Сад. + Рон.) de ]dV — 
[saadav — | copay —80: —80; = Haen + Haer, = 0 
把 式 (10 - 187) HAY 8О FLA (10 -189) 并 利用 (10 ~ 186b) , 便 得 
П.з, = |, f [— Q T 10, + L;T lu, Jn; — 9" Jdrd dda — f sasav + 
Ni CT р р, 9) de89dV — | GuT-9 + L T tu.) dr80dV — 8 Q, 
ŠIT,a, = | | [— (Lyd + Dyn; — 2° Jdrduda 一 | canar 一 
|, Гь, jidrðudV 一 | ‚|, (Lyd + Dau) drdudV — SQ: (10-190) 
式 中 SQ = 804 十 8Q2,。 由 于 du; 和 sp 的 任意 性 ,由 Er = 0, 得 


ды. + f, = pür» D,a = pe St SP) 


(10-191) 
бып, = T; (在 a, E> , Dın, 二 一 gog” (在 ap E> 


‘Fees Wes: 


给 定 20; 是 一 个 难题 。 本 处 令 


sQ; 一 一 5Q5 —— | | трд, А) асау, 80, =0 (10-192 


上 式 表示 Q 由 热流 和 质量 扩散 流产 生 。 利 用 关系 一世， T PIa = Tq 和 
f savav = |. sdr8d0dV, 完成 3 了 ,的 计算 , 便 得 


[7 一 | 2 — 7 ) тё 9da -jf (++ Т 一 т r+ T 'q;,; — Тиё.) drè 90У 
9. o 


ST yea, = | f Cn; — Ë" )drëuda — |. e+, й +5. drdudV 


(10-193) 
由 于 oT # ди 的 任意 性 ,由 ӘП, = ӘП, о, = 0, 便 得 
[| Gto Sarav = | т Та Тиё асау 
O 
Ni (¿+ p, ti)dedV 一 一 |, 人 5drdV 《介质 内 ) (10 - 194a) 
mn; =m, 或 gq; = qi? (在 a, E> 
ёт, =é, at d, = di (在 aa E) 
式 (10 - 194a) 的 头 两 式 可 写成 
io 9 = Tir T qu L T pbs ¿+o = ё, 
Р # pe , (10 - 194b) 


TG o. 9) +ulet+p, й) = #4; SrA) 
利用 式 (10 - 186) ,由 上 式 可 得 
Tay йы — tiou + CT9/T, tap tC po #/ Те) = 
(Ан 4109.5 + Lit uD ung ++ (10 - 195) 
ba tbs ti; —b pu Tag +p, ü = 1,9. - Рум, (t RIN) 
式 (10 -194b) 中 的 第 三 式 和 式 (10 - 181) 中 的 第 一 式 相同 ,这 也 说 明 式 (10 - 194) 是 一 个 正确 
的 选择 。 变 分 原理 的 先决 条 件 要 求 


u = и“ (Фа, E), 9 =g Ea, E), T= T* (M9 = 9” )( 在 ar E), p= р" Еа, 上) 

(10—196) 
式 (10-191》、(C10-194)、 (10-195) 和 (10 -196) 组 成 热 释 电 材 料 中 的 广义 热 扩 散 理 论 的 控制 
方程 。 式 (10 -195) 中 的 第 一 和 第 二 式 分 别 是 温度 波 和 化 学 势 波 的 具有 有 限 传播 速度 的 波动 


方程 ,其 中 5 和 是 彼 些 高度 耦 合 的 。 
由 式 (I0-192) 和 (10 -188) ,还 可 得 


—го; +] s av =- f [T Gudu ау + | (акд, + | Бадр) = 


| | Tnidrddda 一 | (Та; Т &p)drd9dV + 
м. .. (10—197) 
| | Snidrdpda Е Ni &,,drdudV = Š Qz + ë Qz, 


由 式 (10 -187) 可 见 ,8Q; а аро тга | (| T Faa sav, п] {ЕЗ 
|,Ч е. їФогөду, [ (| piidr)3ndV 和 由 可 复 炳 流 与 扩散 质量 流通 过 边界 传人 的 热量 .由 式 
‹10-197) 可 知 ,8Q; 一 | зл, Фу 平衡 由 边界 传人 的 可 道 炉 流 | ў абва 和 扩散 质量 流 
| E Seda, 以 及 介质 内 因 不 可 得 过 程 产生 的 不 可 道 热 。 由 式 (10 -175) 还 可 看 出 ,T: 依 闲 于 


we 所 以 现在 的 变 分 原理 是 非 线性 的 ,本 处 的 讨论 做 了 一 定 的 简化 。 
如 在 式 (10 -175) 中 略 去 二 阶 小 量 udia Ж Ts= r— qk; M ë Qz, = 0 和 ë Q: 一 


— Q; =—| | T .69draV。 此 时 得 


stpd = iT р T ад. Witos =T Т, 
tto ü = 6, ЖР 

рт, = р, Ra: = 4 Æa 上) 

én, = Е, а, = а (Жа Жа, E) 


如 进一步 假设 Т.и, 相互 独立 , 即 设 7: = AT OIT, Ё, = Dau.» W4r = 0 时 ， 式 
(10-198) 中 的 头 两 式 化 为 


(10 - 198) 


Tay шз пф. +С#/Т, tape tC po /To) = Ау, 
ba tb; ún — bioi tað tp ü = Dyuga PRA) 
上 式 便 和 文献 L185] 相 类 似 了 。 
10.8.4 В GIBBS 函数 变 分 原理 
类 似 于 电 -化 学 Gibbs 聘 数 变 分 原理 的 讨论 ,有 


(10 – 199) 


а = в(е, D, Т, с) = и Т-Е- 0, g=0:é—-D-E-sTH+pe 


- . : А . : (10 – 200) 
h, = Xr* n+ X, + ë — (Xr + n) = 99,3 k Se 
取 
_ 1 _ 1 Е 
gen s Eps 9, с) 一 p Сви ле е Еһ P e EE, age yd r E 2 
l cr L ĝe ес D.E, +à 10—201 
ТС 9 十 2 bc b;e;c — b,E,c +â co (10 - 201) 


oh, = WOD, — y, Ё; =—35,| CAT: +L;,T и.) dr + (Da Ё, +Ë, T 73% 


ке aw 


азва 


本 构 方程 和 演化 方程 分 别 为 
a ñ 人 ~ A 
G; 一 Be, = Cie a — e; E, — ajv — бус » OD, =— SE =e; E, + ёш; u + тай + бс 
s =— Be = ayey БЕ, +C79/Toa— âc, „= 9#© = be —бує, — DE +â 
一 D8 = Aye iy TIL; o а, p= Эс c Ev Б.Е, rag, 
р = Əh,, / 39， =- [ (А5779, L T а), py =— Oh, / 35 =—LyT n — D, š, 


(10 — 202) 


设 机 械 位 移 uw, 电势 o RE 工 和 扩散 质量 流 = e" 满足 各 自 的 边界 条 件 , 即 在 a,, aps 
ат Жа, EIIN и = и, p= g, THT (或 8= 9*) 和 c 二 c*。 由 物理 变 分 原理 ,可 
得 广义 惯性 箭 理 论 中 对 热 - 电 -扩散 -弹性 问题 的 电 Gibbs 函数 变 分 原理 为 


all, = [ace + hi)dy — sqr — aQ — 8W* =0 
— 8Qr = | f T ranasav— | sasav +f ¿pasay — | п 89844 | и" 56а 
5" = 一 | cr 一 pz)audv+| p.dpav—| т; вада + | с" pda 

a, а 


t es ee 
5% 一 | 3 dr, 559) 一 р: Т, и -一 ps ё; 
° 


(10-203) 
式 中 
s| gav 一 | on; duda 一 | ovsduav + | Dn, 8¢da 一 | D..sedv — 
f sasav + | udcdV 
у У 
| „А.У = | L so, | (АТ, + LT padde + (Da & +Ë T ni)88,1dV 
(= КО? — pòg) dV) 

(10 — 204) 


式 中 o, Р, s, р 由 式 (10 ~ 202) RA u 为 给 定 的 化 学 势 ,wp 和 p. 是 常数 。 由 于 自 变量 
的 不 同 , 在 式 (10 -203) 中 使 用 了 | EdV 取代 式 (10-187) 中 的 | ce swdV。 虽然 惯性 


化 学 势 的 物理 意义 不 如 惯性 浓度 的 物理 意义 明确 ,但 在 数学 上 可 以 得 到 所 需要 的 方 
程 。 取 


—гог ——sq; = | | TC iu drdddV, SQF =0 (10-205) 
0 


由 式 (10- 203) 一 (10- 205) ,并 注意 到 gc =— бё, 完成 变 分 便 可 得 到 


all, = | a(g + hg)dV — 50° — 8Q 一 8Q; = BIL, + Mp, + Ble, = 0 


oll: =Í (ayn; — T? вида — | (ms + fi 一 pi)audy 十 | (о0* + Dyn.) dpda 一 


f, Daa —pr8edv = 0 


&П = | Оп; — 9" 2д9да 一 | [| (stp, 下 一 下 -十 Т9; 一 T 2 &:,.)dr80dV =0 


OL z, = | (CA — п)т, ёё da 十 | Си, + р, 9) + (Ô;V; +£,T 7:) Jë 6 dV =0 


由 变 分 Ou; » дф, 89, бё, 的 任意 性 ,可 导出 
амы fi = ой» Di,s = pe《 介 质 内 )》 
сып = Ti Æ a, kE), Ding =—s* (在 co E) 
;十 ps = Ti Tq + T la (介质 内 ) 
п = 7 ， Ka = 4 Æa E) 
Bai + е, Ё, + D, š, +Í T о, 一 0( 介 质 内 ) 
p= р" а, E) 
由 式 (10 — 209) ,还 可 推出 
из + pe En + Ds ё +Ë, СТ) 5 = 0 
~~ fe ё, ~~ Ds ё, — Ë; T ais = (bc — Бє + big, + ad) 5 (介质 内 ) 
mi Ô; = Ёё, А; = Ад, Ё; 二 0, 则 对 7 = 0 的 情形 , 式 (10- 210) 化 为 


pe ¿+ D = (bc — Open + bg,: +ad) i 《介质 内 ) 
式 (10 -211) 和 文献 [185,，186 | 中 有 关公 式 相 类 似 。 


(10-206) 


(10 - 207) 


(10 — 208) 


(10 - 209) 


(10 ~ 210) 


(10 - 211) 


SERE sss 


三 维 问题 与 菜 些 结构 元 件 分 析 


11.1 横 观 各 向 同性 压 电 体 三 维 分 析 的 势 函数 法 


11.1.1 基本 方程 


本 章 涉及 的 内 容 太 多 ,难以 详细 研究 , 仅 做 简单 讨论 ,有 关 详 情 请 读者 查阅 相关 文献 。 本 
节 讨 论 横 观 各 向 同性 压 电 体 。 在 材料 主 坐标 系 中 的 本 构 方程 (紧凑 形式 ) 见 式 (4 - 72) ,为 


ву = Сиш + Cruz, + Сзиз,з + ёззфФ з, б; = Сил, 十 Cu tg, 十 Cits, + ез @,3 
оз = Си, 十 Сузи, 十 Castss 十 csD,3， 04 T oz 一 Caa (12,3 F Ws,2) + е @.2 


05 = озу = Cu Cti, F u3) Heip» os = ош = Ces Cuz, 1 КМ) 
D, = es (i, 3 + us, 1) —єпфл› Dz = ем (изз 十 изг) eng,l 
D; = eaui,1 十 esltz,s 十 essta,s —єззф,з, Coe = (Cu —С„)/2 
(11-1) 


电介质 的 运动 方程 和 电位 移 的 Gauss 方程 为 
01. 十 6,2 Tos, = pur ， 66,1 1 02,2 十 aas = Pur» бл б; 163.3 = pus (11-2) 
把 式 (11 -1) 代 入 (11 -2), 便 得 用 广义 位 移 表 示 的 横 观 各 向 同性 压 电 体 的 广义 运动 方程 


Casa 十 Свт. + Си tti, 十 《Ca + Cse Juz,12 + СС, + Cas излз + Се + es Gas = рм 

(С + С) шл: 十 Сиг, 十 Суум», + Си us, Í a 十 (Cis + Сы) Ws,zs T+ Сез TT ез) 8,23 = риз,„ 

СС, 十 Сы) (ш is 十 ta) + Са Жиз + Casus,ss + ез Vot e338.33 = pusa 

Ceis + езу) (ш лз + zz) + eu Veus + ests, ~en Мф 十 cssp,as = 0 | 
(11-3) 


К Уи = wu 十 wz， 以 后 一 直 采 用 这 一 符号 。 
11.1.2 静态 问题 的 通 解 
Wang 和 Zheng") fy Т RCL - 3) 的 静态 问题 的 通 解 。 他 们 令 
иу = фа Хау ш = фа Ха ш = bs, p= Eda (11-4) 
stk, Ak, 为 待定 常数 ,gp 和 X 为 势 函数 。 把 式 (11 一 4) 代入 (11 - 3), 便 得 
Ces Vi X +- Ca Xss = 0 (11-5) 


Cu Veg + [Ca + ki (Сз + Ca) + keles 十 en) Jg. = 0 
[ (С + Cy) + ki Cu 十 kzeis | Уу 十 (ki Cag + ke eas ) 33 一 0 (11-6) 
[Ceis +e) + kies — kren] Vig (kiess — keer da = 0 
要 式 (11-6) 成 立 , 必 须 三 个 方程 相同 ,所 以 有 
Cu + ki (Cy, + Cu) + kz (е1; + ез) — kı Css + Ё, езз __ 
С (Ci; + Cu) + ki Cu + kz eis 
key 一 ko ea3 
Ceis + ёзу) + kies — kzen 
从 上 式 消去 kis k, , 便 得 和 的 三 次 代数 方程 


АА? + ВА + СА + D = 0 
А = e, +Cuens D =— Сп (е. Cu Без С Css ) 
В = Ст! [2е% Cis — е Сы + 2е Сез Сз — ез Си) ten (Cis + 2C Cu) 一 
e11 Cr Cas е Си Си] (11-8) 
С = С {Ceis + ез) Cag — 2е3: Ceis + ез) (Cis + Си) — (Си + Са) * 
[ (е + ез Cag — Ceis + en 2С ]Cu es ten СиСзз + еззСи 一 
ea (Сз 十 Са) +ess (Ct, + С. Сз: )} 


WAG = 1, 2,3) 是 式 (11- 8) 的 三 个 根 , 并 设 Л, 是 实数 ,1?， Аз 是 实数 或 是 实 部 大 于 零 的 复 
数 。 对 应 每 一 个 及, 式 (11 – 6) 存在 一 个 势 函 数 y, 且 满足 方程 


=A (11-7) 


2 2 
Vig, +a, SH = vey, + SH = 0, Z; = 5,23» s = 1/Д;,)=1› 2, 3 (11-9) 
2 


式 (11-5) 也 可 写成 
Ve AHF y / ƏZ = 0, ж = Sota, % = l/o» Ao = Са / Св (11-10) 
Ea 代入 式 (11 -7), 便 可 求 出 kyi Ao; AAAS BRS A BJ (11 - 3) 的 通 解 为 
и, = (дф Hp F j) Хон ш = (b Hg + в) 2 tX 
из = buda + kiyes Thisgsss p= kag, + Roy a.s + Ros pss 


式 中 的 势 函数 py 和 X 需 分 别 满足 式 (11-9) 和 (11-10)。 这 样 , 便 把 求解 三 维 电 弹性 问题 简化 
为 求解 4 个 势 函 数 yj 和 X 了 ,使 问题 得 到 很 大 简化 。 由 于 式 (11 - 8) 非 常 复杂 ,很 难得 到 А, 的 
理论 解 ,数值 计算 是 可 行 的 办 法 。 如 对 PZT - 6B 材料 , 求 得 的 和 ; A Ar = 3.92, А = 
0.73 0. 871, А, = 0.73 — 0. 871, PZT - 6B 的 材料 常数 为 


(11-11) 


Cu = 168, Cas = 163, Cu 一 27. 1, С = 60, С = 60 MPa 
ез1 =— 0.9, es = 7.1, e = 4. 6 C/m° 
Єі) 一 36 x 107° Єз 一 34 x 10 1° F/m 
11.1.3 动态 问题 的 通 解 
Ding, Chen 和 Liang[s 引 人 位 移 势 (和 上 节 用 相同 的 符号 ,意义 不 一 定 相同 , 不 要 混淆 ) : 


— 
= 


I 


# 


ЕСЕ rr TIN 


иу = фо Жл, из =— d. Ху (11-12) 


把 上 式 代 入 式 (11 - 3) 的 头 两 式 , 得 
Bs—A,i=0, Bi+A,:=0, B= CG, Vegt Caps — pn 
А = Cu Vi X+ Ca Яаа — p Xu — (Сз + C. изз — (eu Fen Qs 
#5 A= Hz, B= Н, ЕУ Н = 0, НЕ H = 常数,A 一 0,B 一 0。 把 
式 (11-12) 代 人 (11-3) 的 后 两 式 , 联 合式 (11 - 13) ,最 终 式 式 (11 - 3) 化 为 
Css Veg + Сиф„з — popu = 0 
DG =0,G=[X, us, pl" 


(11-13) 


(11-14) 


— ә г 3 ə _ 
Ca Ve F Cu ат Car Cat См) Sr — (ез +) sr 
is) г 2 2 
= = — (C С, 2 Ca V2 + Сз —— — o — 2 -一 一 
О = La; ] 一 (Cis 十 Са) V Эх, а W2 + Gss ant = eis №? + езз 32 
г 2 
| (eu + ёзу) V? x 一 (ez У: + ез; 51) en V + eas =. | 


(11-15) 
先 计算 上 式 中 的 | о |, | | 为 8 的 行列 式 ,再 引入 一 个 新 函数 下 . 求 | Q | F = он, нЕ 
(11 -15) 可 得 


oa а а 
Е = (а 2 Бь№ v = ау ву: а +ay Š + 
10 | а 2; 十 十 c 十 +g =" s 


Ox 
jy 2 ә ea, a a Lm a аур (11-16) 
Әх ә? Ax} ar” Әх? ar! 
式 中 
а = Cu (ess + Css ss) 
b = Сы [Су en + (ев + en)? Ње Си Ca + Ch — (Сз + См) 1+ 
езз[2Си е + Caes — 2(C,s + Са) (es + es) 2 ] 
c = CulCuess + (е + e31)? ] ten [Си Cas + Cig 一 (Cu + Cy? ] + (11-17) 
е&[2С\ууезз + Сие 一 2(Cu + Сы) (ers 十 ea)] 
d = С. (ets T Ca en), g = pen s h 一 一 Геї + (Cy + Се] 
k =— р[2е5ез + (Ca + Са) ез 十 (Ca + Cus ess + Сев + en)? J 
L =— р[6 + (Cys + Cu ers], m = pes 
求 出 下 后 , 则 下 面 的 三 组 X, из, o 都 是 解 , 即 
X=AaF, и = А.Е, ф= AsF,i=1,2, 3 (11-18) 


式 (11 -18) FH A; | Q | PICK a; 的 代数 余子 式 , 即 有 


—еЭ:) (en № 十 sss 2) G Ve + es, 2) 


3 


2 
An = (Cu + Crs 2 


a 


3 


Аш = КЕ V: 十 css Z) Cs + Cy) + (er V: + езз 2 усе, ten) V 


a ° 
А» = | (e Ve + ezz Эл ) Cs +Ca)— (Cu Vz + C; Š: = SE ) es ten) |v: 2 


(11-19) 


1 = | ex V? ess Z) Cu +С.) + (er Vi + ез; Z) се ten) |2- 3 


T3 


А, = (Cu Ve + Cu Sp 2) en у: 十 ess CAN 十 )? ve ə° 
22 Әх? or Әх? ĉis €31 Элї 


кз 
а 2 
Аз = (Са ү: + Са 2- ) (en Vv? +s <3)- (Cis + Сы) (ем + ез) V2 = 
(11 - 20) 
д 
fay [би аа) e bead (a He Ze) Cy со], 
Аз = (es + en) (C, + C ) Ve 9" — (Си Y 二 ce 8. - а ) (eis Ve + en 2) 
32 15 31 13 44 Әл! 0р Әх? 
ә 全 ё г 
= (Cn V + Cu = — Ca V? + C. S _ 2y2 — 
As ( 11 “ Әл2 P 5 7) ( 44 = 2 ar 7 一 (Сз + Ca) Ve 22. 
(11-21) 


把 式 (11 -16) 代 回 (11 - 12) , 便 得 问题 的 通 解 
ш = фо АЕ, ш =— фа АЕ, и = А.Е, g=AsF,i=1, 2,3 
(11 — 22) 
RE, BE d sk AR = ҖЕ Fa, s PE On ORT ОЕ Т, 
对 于 轴 对 称 问题 ,其 通 解 可 由 式 (11 -1D rB у = 0 和 下 与 0 无 关 得 到 。 对 于 无 压 电 效应 


的 电 弹 性 体 , 有 es = es = es = 0, 则 由 式 (11 -7) 可 知 ,此 时 弹性 问题 和 静电 问题 解 看 ,化 为 
两 组 相互 独立 的 方程 组 ,可 以 各 自 独立 求解 。 


11.1.4 静 力 学 方程 的 通 解 
静 力 学 问题 和 时 间 无 关 , 其 解 可 在 上 一 节 的 结果 中 令 所 有 的 函数 都 和 时 间 无 关 得 到 ,这 使 


Гар HAEE, HRC - 14) 得 到 


(V: +0°/ dzio = 0, 22 一 5222, 52 一 С / Саа (11 — 23) 


式 (11-16) 可 以 化 为 


(vet Sy (9:2, )( у: +£ )F=o 2=sx?,i=-1, 2,3 (11 - 24) 
Oz? 22 Әх? И сез, mo 


式 中 st 是 下 列 方程 的 根 


ass—bst++cs:—d=0 (11-25) 


事实 上 如 果 展 开 式 (11 -24) ,可 得 


6 
Е V+ ld tabs tiD ve So + Gi +š +) Vs 2 tg] = 0 


个 


= 


SS PAS REM В 


比较 上 式 和 式 (11 - 16) ,可 得 
515253 =d/a, 555 Hss tss = c/a, 8 +52 4-52 = b/a 


ВЕ зї, 52, sf 是 式 (11 - 25) 的 根 , 显 然 其 中 至 少 有 一 个 是 实数 ,今后 取 Re(s,) > 0, BR 
足下 述 方程 的 F, 都 是 方程 式 (11 - 24) Be 


(+ JF, = 0, 2? = sz}, i=1, 2,3 (11-26) 

根据 是 否 有 重 根 , 解 又 可 分 为 以 下 三 种 形式 (可 适当 参阅 第 4 章 4.2.5 节 ): 
(2) st =Z 52 == HEN Е = Е, + Е, + zx, Е, (11 - 28a) 
(3) 52 = 52 = s HEH F = Е, + x, F, +F, (11 — 28b) 


因此 ,只 需 解 出 式 (11 -26) 二 阶 方程 中 的 已 ,ii 一 1, 2, 3, 代 入 式 (11-27) 或 (11-28) ,再 
代 人 人 式 (11 - 22), 便 可 得 原 问 题 的 三 组 通 解 。 

形式 上 由 式 (11 - 26) НУ: =d, Ə/ ас; = 59/9z;, 以 此 代入 A; ,可 使 其 简化 。 
如 对 式 (11 - 20) ,有 


An = (AV Th 27). = (в — ps, 2, 


4 
Az = Cuen Vt + ñ, VW on 8 z T Cues a = (Cugsssi — 88 + Cuen) 21 
Zi 

> (11-29) 
Аз = Cuer V: +В у? 2. + Cues = 一 (Сад езз 5; — Busi + С: єз) 32! 


Z3 Zi 
В =en (Сз + Cu) + ез Кез + és) B, = езз (Cys + Саа) + езз Ceis + esi) 
Вз = Cres + Cuen + Ces 十 ез)? , В = Сез Ce — (Cis + Cu) (es 十 esl) 


所 以 这 一 组 解 可 以 写成 


Ə F _ Әр 
uy - 22 S 十 Yeas аг; Эт SZ ， и 一 -+ Doas 598. а = 
3 
ФЕ, (11 - 30) 
из = 23а Oz! , = Soo ZE = = 


qa 一 В — 88 ‚а 一 Chen — 5 + Crs E33 5! ‚ аз = Cii eis — ys? + Cues s$ 
ES ausi O F,/ Әз) = фу, p =— р, 则 上 式 又 可 写成 


am | wr Әр – аһ Әр 
=——_2 у=”, -+ ba 26 oP 
Е Әх; i Өл, “ у, 2% ar,” - у š Zi 
(11-31) 
3 Oy 
9 一 了 > pa 3 ~, ka = @n/aasis ke = аз/@п$: 
i=1 i 


式 (11-31) 和 (11 -11) 形 式 上 是 一 样 的 。 
Fabrikanttlso0 用 势 论 详细 研究 过 弹性 问题 ,得 到 过 一 些 用 势 函 数 F, 表示 解 的 有 价值 的 公 
式 及 许多 应 用 ,并 指出 在 许多 情况 下 , F, 可 用 一 个 函数 表 成 Е; == C.F (z, ‚ Zo, 8). 


11.2 三 维 硬币 (薄片 ) 形 裂纹 


11.21 绝缘 硬币 (薄片 ) 形 裂纹 问题 概述 


讨论 一 横 观 各 向 同性 压 电 体 ,在 zs = 0 的 平面 上 有 
一 半径 为 a 的 绝缘 薄片 形 裂纹 ,占据 区 域 5, 其 上 作用 沿 
T3 方向 的 机 械 压 力 一 p(xi， zz) 和 电荷 g(x ° xo), (AAT 
采用 直角 坐标 系 (zi，za，zs) 和 圆柱 坐标 系 (r，0，z)，, 裂 
纹 面 为 (r, 0, 0) (图 11 - 1) 。 这 是 个 轴 对 称 的 混合 边 值 
问题 ,其 边界 条 件 为 :无 穷 远 处 广义 应 力 为 零 , 以 及 
633 =— p(s 22), D, = дб, 22), (ту, IES 
w= и = р= 0, (rz, zx) € S (11 - 32) 
бт = баз = 0, — оо < (тү, 1) < co 
Chen 和 Shioya "HEJ Fabrikantf0 有关 弹性 问题 
的 理论 ,比较 简单 地 解决 了 这 一 问题 。 引 入 切 向 复位 移 
U = uy + ites 和 符号 A 一 Ә/ Әх, +ið/ ar, ,并 记忆 = из, 
z= x3， 则 用 切 向 复位 移 表示 的 运动 方程 为 
(1/2) (Cn + Css) VU + CuaU ss + (1/2) (C, — Css) A? U + 
(Cis + Cau Aw з + Сез +e Ag.s = 0 
(1/2) (C 十 Cu) (АШ +A U). F Caa Viw + C33 w,33 + ел5 Уо + еззф,зз = 0 
(1/2) (eu + en) (AU +AU) з Нез Vw H enw, 一 cn Мф —ess pas = 0 


ВА 11-1 硬币 形 裂 纹 


(11-33) 
式 中 U 和 A 分 别 表 示 U 和 A KIME, HAARA - 31) 表 示 , 按 现在 的 符号 应 改写 为 
3 3 | 3 | 
U=A( >) oi +), w= Ika Әр p= Ske SH (11 - 34) 
i=1 i=1 Әх; i=l Oz; 
广义 应 力 为 
3 
оп Боз = 2%? > (Cu 一 Cog 一 Cis skin — esi Siki ) Gi 
i=l 
gu — 22 + iow = 2СвЛ* (л + 9 gs + igo) 
. 2 Әф |. oy 
Озі + 1032 = Аус, (Ёл +s) + eski | де, + із, Cu De, | 
(11-35) 


3 . 
D, + iD, = A| Ble (Ra + 5) —enke J Æ Lises æ) 


3 3 
gz =— V? Dy Vagi» D; =— V? SS) Yagi» (у? +Ә / Әх?) 4, = 0 
і=1 i=] 


ж —@ 


i= 


(Жр а ИИ 


: 电 : 
ш 
НЕ: 
: 理 
论 


Yu 一 一 С 十 Css sika + €33 SiR з 7з 一 一 231 十 ёзз ska — E33 sik 2 


11.2.2 一 般 形 状 薄片 型 裂纹 问题 的 解 
满足 边界 条 件 式 (11 - 32) 的 解 , 可 用 两 个 调和 函数 G, H 来 表示 
@ (z) = aG +diH(z;),i=1, 2,3; фб) = 0 (11-36) 
AF с, 4 ARERR. CMH 可 用 单 层 势 表示 为 


N) 
5 pM, N) 
N(r, 0, 0) 是 裂纹 面 上 的 点 ,其 中 (r, 站 是 裂纹 面 上 的 极 坐 标 ,M(r, 9, z) 是 压 电 体 中 的 任 一 


GO, @, z) = |, êN) 5, H(r, Ө, z) = | ds (11-37) 


осм, N) N 和 M 两 点 间 的 距离 。 根 据 单 层 势 理论 AC - 37) 表 示 的 单 层 势 自动 满足 


式 (11-32) 中 = 一 0 平面 上 的 裂纹 外 部 刀 = с = 0 的 边界 条 件 。 同时 ,在 裂纹 的 内 部 有 
(OG/ dz) =—2хй, (ӘН/ Əz); =—2тф (11-38) 
(11-34), (11-36) #1011 - 38) ,得 


3 


3 3 3 
Seika =- 2, Didka =0, У\св = 0, Vaiks =- 2 (11-39) 
i=1 т i=1 i=1 us 


i=l 

为 满足 式 (11 ~ 32) 中 的 有 关 O31 032 的 边界 条 件 , 有 
3 3 
> ус. Си Ca +s) Hesk] = 0, >)а[ Си Cka + si) + eska] =0 (11-40) 
i=1 i=1 


联 立 式 (11-39) 和 (11 - 40), 便 得 


су sl S S ] [1 d, з 59 5 ] fews/Cu 
а ku kn J | ЕК ka 可 | 0 | (11-41) 
2n 2n 
C3 kız kaz ksz 0 аз kiz Roe kaz —1 
# F ЇЙ ДЕ Ж Be LAR ORE ERAN) MACN). 20 (11 - 32) РЯ 


纹 面 上 的 边界 条 件 ,得 


P(N») = q Wf] 00-45 m v: || ÊN?) ds 


so No; N) S eNe, М) 
—— âN) N) _ (11-42 
9%) J kali СМ», SN, NYO т v| -一 р“, Nye ) 


一 Dyn, р 一 一 Уа. т = Years, д 一 Узал» 
式 中 No Cros 9,2, Мот, 0)ES, 积 分 遍及 裂纹 面 S 上 的 所 有 点 N. 由 上 式 可 解 得 


М) 
ni P©No) 一 7TzgCNo) = TA "i NON Ny? 


BCN) 1 
— Y «М.М N) dS, А = (р — 0278) 


(11-43) 


14° TN.) 一 3 ФС№) 


上 述 公式 对 于 任意 形状 的 薄片 形 黎 纹 都 适用 , 至少 可 采用 数值 解法 。 
11.2.3 BABAR AOR 
对 于 直径 为 2а HB HG BSC, Al НЇЗСЕКГ 1908) EA EA - 43) 的 解 为 


a= 2 六 т )Enplrs, b) — редба 00)Jrodro dB, 
p= Ar ,Darctan( 2) мас, 6) — nsplros бай 1748 
р = 万 +r emt ‚= Ja — r°) (а? — ш) Ја 
AF о = pCN, №), 把 式 (11 一 44) 代 入 (11 - 37) EB 
G(r, 0, z) = АГ f Kcr, 0, єз ras Om рС 6) — malro» б) ]rodro dO, 


Нс, 0, z) 一 ФАГ" | er， а, Zj Tos %)[т,4Ото› o) — mplro, 8s ) Jro dro 40, 
(11-45) 
I F AY РА (Green Р) К 为 


VG (a Cri) | 74740 


(N, NƏ (M, N) 
“pees Р (11-46) 


K(M, N.) = arctan| 


2т fa 1 
|, f о“ №) 
= K(r, 0. =; ros A) 


式 (11 -45) 的 导数 为 


ӘС __ “|. 1 А Е 
> — ms | “м, NO Naretan| м, Np |20: 00) — n: g(ro > A) Jro droda 


ox h 
— 4A) f ЖМ, N.) чм, руа таи, хр та", 0,) — аз b (ro 9 8) Jro dro аб 
h = f(@—P)(@—r)/a, 1 = [/G +a) +=? — /(Gr— a) + z 1/2 


(11-47) 


式 中 已 利用 了 ӘК/ az =— Г2л/обМ, N.) ЈагстапГА/осм, №) JEI, 从 而 所 有 电 弹 性 场 的 变 
量 都 可 以 表 成 初等 函数 。 


11.2.4 集中 广义 载荷 作用 下 圆 片 形 有 裂纹 问题 的 解 (Green 函数 ) 


设 在 裂纹 面 上 的 点 (ro。， 负 ，0”) 处 作用 广义 集中 载荷 (P,Q), PP 沿 z; 方 向。 利用 上 一 小 
节 的 公式 ,把 积分 积 出 后 ,最 终 得 到 广义 位 移 和 广义 法 向 应 力 


3 
U= 4A > [za fi («ӘР + с» fi (е) О] 
w=—4A X, kalin fez P + ta fr (z,) Q] 
i=] 


3 
p =— 4А У). [та felz) P + та fr (2 Q] (11 ~ 48а) 
i=1 


= 


КЕ 


Ps EATEN кү Л 


ааваа 8 


Б 
оз = 4А > уун та fs (zi) P + ть fa (z 2 Q) 
=1 


D, = 4A Dy Valea fs (2) P + za fa 009] 
其 他 的 分 量 表达 式 此 处 略 去 。 式 中 
Ja = 


arctan( a=) |, Р (®;) = L arctan ho 
ao m R, 


| = h _ 
fila) to R ar ctan R É 


08) 


= Jarctan b (иа 9 
Р Се) Rctan р. SCE ID (noe в). а 


= МЕҢ тосо 0) T Z , m= HUV Рау T Z + /(r—a) + =° ] 
та = сим — даз, та = dim — сар» ho = у (а? — É )(a*° — r) /а, to = re — r e it 


а? — тое” 


(11 - 48b) 
应 力 强 度 因子 为 
o и _ Р ма? —r 
Kı = lim( r ааз |o) = x уда а tro — 2ar,cos(4 — 6) 11-49 
= lim(/r—aD, |.) Q va т 
п йз lamo эа а? + ri — 2ar,cos(d— ) 
MPRA BT LAREO p, — ,其 广义 应 力 强度 因子 为 
_ [ T Pros 0) va a’ —т% ro dr, 40 
Kı д? = o а? +r — 2ar,cos(@ — 0) ° ° (11 50) 
Ky =— PE- 40%, 0) уа т a ag 
了 — о a? +r, — 2ar,cos(0 — 6, ) ° ° ° 
当 广 义 载荷 为 均匀 载荷 (一 po。，Do) 时 ,广义 应 力 强 度 因子 简化 为 
к, = 20 Уа, Ko = P> а (11-51) 
x 


由 上 面 的 公式 可 见 , 和 二 维 情形 一 样 ,机 械 载 荷 决 定 机 械 应 力 强 度 因子 , 电 载 荷 决定 电学 强度 
因子 ,两 者 互 不 影响 。 


11.2.5 传导 薄片 形 和 裂纹 


Chen 和 Lim 讨论 了 传导 硬币 型 裂纹 问题 。 传 导 薄 片 形 裂纹 和 绝缘 裂纹 的 主要 差别 在 
于 在 裂纹 面 上 需 用 p = 0 代替 式 (11- 32) 中 的 D, = qlr zx), 从 而 其 边界 条 件 为 


O33 =— p(x, 2»), из = 0, (т\, 2›) e S 
9 一 0， Оз = бз; = 0, — °° < (уу, Z2) < оо 


根据 上 述 边界 条 件 , 式 (11-36) 和 (11-37) 中 的 互 一 0。 式 (11 -42) 化 为 


(11-52) 


мә =— q 200 аз, = Soy, _ 
РОМ) =— q VJ), SN, 99, m су, (11 - 53) 
式 (11 -45) 化 为 
1 2r fa 
G(r, 0, z) = s], „КС, 0, Ж; Tos д.) рСт 0, Dro dro d0, (11 — 54) 


WP Kr, 0, z; ros b) 仍 由 式 (11-46) 表 示 。 圆 片 形 裂 纹 在 集中 载荷 作用 下 的 位 移 和 广义 法 
向 应 力 为 


P y P < рог 
U= ; rae 一 iCi ids 一 一 С. | 
xm аЛ “з xm 20 bc fa (2) ф 元 下 >,КиС,/з (zi) 
P < з 
O33 = тї Хуму), D, = a Утыз ш) 
(11-55) 


其 中 的 函数 仍 由 式 (11 -48b) 表 示 。 求 得 的 广义 应 力 强度 因子 为 
Р ма? = r _ В Fuss: 


о K 
д? 2а а ró — 2ат,соз(0 — 0) p x a а? + — 2arocos(0 — Q) 
(11-56) 


= 


AP B=— > ya ei m 。 由 上 式 可 知 ,应力 强 度 因 子 和 绝缘 裂纹 的 相同 ,但 电位 移 强势 因子 却 大 


不 相同 ,此 时 机 械 载 荷 产 生 电 位 移 强度 因子 。 上 面 的 结果 对 应 于 式 (11 -27) 中 s; 没有 重 根 的 
情形 ,文献 [192] 还 讨论 了 有 重 根 的 情形 。 


11.3 三 维 压 电 体 中 的 椭 球 夹 质 和 夹杂 


11.3.1 电 弹 性 Green 24 


1) 基本 概念 
三 维 压 电 体 中 的 本 征 应 变 夹 质 (inclusion) 问 题 ,通常 是 指 夹 质 和 基体 具有 相同 的 电 弹 性 性 

质 , 但 在 夹 质 中 存在 本 征 应 变 。 本 征 应 变 是 多 种 物理 现象 的 抽象 表述 ,如 自由 相 变 应 变 . 自 由 热 

应 变 、 塑 性 应 变 ,自发 极 化 引起 的 无 电位 移 的 电场 等 ,在 基体 约束 的 情况 下 产生 自 平衡 的 应 力 体 

系 。 夹 杂 (inhomogeneity) 指 的 是 基体 和 夹杂 具有 不 同 的 材料 性 质 ,引起 物质 错 配 ,在 外 载荷 作用 

下 产生 不 均匀 广义 应 力 , 这 里 的 中 文 定义 并 未 完全 统一 。 夹 质 和 夹杂 理 

论 在 压 电 体 理论 中 有 许多 重要 应 用 ,特别 是 对 于 材料 的 微观 理论 ,研究 ff 


文章 非常 多 ,如 文献 [193 一 198]。 
为 书写 方便 起 见 , 本 节 采 用 第 4 章 式 (4 - 10b) 的 符号 ,同时 遵守 | E D , 


那里 的 规则 , 即 式 中 小 写字 母 下 标 取 值 1, 2, 3; 大 写字 母 下 标 了 到 值 1， 
2, 3, 4。 图 11 -2 表示 三 维 R, 物体 中 有 一 椭 球 夹 质 ,该 夹 质 占据 区 11-2 椭 球 夹 质 


ECT | 


зина 9 


域 2, 具 有 广义 本 征 应 变 Z (Z; = ejs Zy =— Е; ,没有 Zu)。 存在 广义 本 征 应 变 时 的 本 构 方 
程 为 


Z; = Ege (Ze — Zk); 2кбх) = Zee x € 05 Zale) = 0, x EM (11-57) 
KH Zk = Ока, U = Lu» Фї. 广义 平衡 方程 可 写成 
Zui =— fjs EyrUgs = EygkiZ u, (x) — fy; (11 - 58) 


式 中 fis fos fs 为 体积 力 ， f. = — Pe 为 自 由 体积 电荷 。 Ек кн Сх) Ж Ж ЯП Л) 同样 的 作用 。 
无 限 压 电 体内 的 Green 函数 Gre (x 一 x ) 满 足下 述 平衡 方程 


EyxiGxri (х — x) + Srel x") = 0 (11-59) 


式 中 Sjx 为 广义 的 Kronecker delta, 8(x 一 x ) 为 三 维 的 Dirac delta 函数 ,该 函数 除 x = х 外 处 
处 为 零 , 且 对 任意 函数 f(x) ,服从 下 述 关系 


| /(х')8(х— x dx = f(x) (11-60) 


显然 由 式 (11 - 59) 定 义 的 Green 函数 ,满足 | x 一 x | 一 со Hf, Gy (x — x) 和 它 的 一 阶 导 数 均 
趋 于 零 的 边界 条 件 。 

电 弹 性 Green 函数 Gy (x 一 x ) 被 广泛 使 用 来 研究 压 电介质 中 的 夹 质问 题 。 无 限 压 电 体 
内 的 Green 函数 是 源 点 x 和 观察 点 x 的 相对 位 置 (x 一 x ) ВВ. Gar (x 一 x ) 表示 作用 在 
x ЙУ zg 方向 的 单位 广义 集中 力 引 起 的 在 点 x 沿 zm 方向 的 广义 位 移 , 但 下 标 4 代 表 电 学 
量 , 没 有 方向 ,如 Gs (хх) 表示 在 点 x W zx 方向 的 单位 广义 集中 力 引 起 的 在 点 x 的 
电势 。 

研究 本 征 应 变 问 题 有 多 种 方法 ,关键 是 寻求 Green 函数 ,常用 的 有 Fourier 和 Radon Œ 
登 ) 变 换 法 。 

2) Fourier 变换 方法 

首先 设 广 义 本 征 应 变 和 广义 位 称 可 以 分 别 表 成 Fourier 级 数 


д.0) = Zh (ert, Un (x) = Ux Ee (11-61) 
把 式 (11 -61) 代 入 不 计 体 力 的 平衡 方程 式 (11 - 58) ,类 似 于 纯 弹 性 情形 re] ,可 得 


Пк СЕ) Ux 一 E; CE) 9 Пк (2) 一 Emeéé 9 = (2) 一 一 Шука Zb, 


一 (11-62) 
Ux = SN x/D, Nw () = + ёш € jun I км ш » D =| Пкм | 


式 中 mn 为 三 指标 置换 符号 ,Nw ЖИРЕП PER Пы 的 代数 余子 式 , | Mee | 表示 I 的 行列 
式 。 对 于 一 般 情形 ,可 把 广义 本 征 应 变 和 广义 位 移 表 示 为 Fourier 积分 的 形式 


гоо = [| Zucpesds Zil® = 5 Ze werd 


- _ _ ` (11-63) 
Око = [7 бена, Tce = | Uk Ge ах 


2r’ J- 


类 似 于 纯 弹 性 情形 ,把 式 (11 - 63) 代 人 平衡 方程 式 (11 - 58) ,利用 式 (11 - 62) ,可 得 


Ом(х) 一 一 i Ек! ZEEN w (€) D (2) е! de 


x Um) =— | Esa Zh (x! Gu (x хах, (11-64) 
Guy (х—х)= =F Nw (©) D 1 (6) еке de 


RP Gu, (x — x’) = OGuy (x — x’) / Әх; =—ƏGu (x — x’) / Ox’, 

3) Radon 积分 变换 方法 

Radon 积分 变换 方法 在 图 形 重建 ,医学 中 的 CT ARS, BBS BMA. Deeg, 
Dunni’ #1 Dunn 和 Тауаг%136 Н, Н ФЕ Green 函数 Gy (x 一 x) 同 样 可 以 通过 对 式 (11 -59) 
作 Radon 积分 变换 得 到 。 Gy (x— x) BY Radon 积分 变换 是 


Gu (Es 2+ x) = | Gu x daca) (11 - 65a) 


AF &, о 是 变换 空间 的 变量 ,积分 域 是 二 维 无 限 平面 &，x = о. Radon 积分 反 变换 是 


1 
Gy (x— x’) = 8x. 


Е Gy (Ë, o — ë х) 
l€|=1 


аё) (11 - 65b) 
| 


式 中 积分 域 是 单位 球 1 上 | 一 1 的 表面 。 对 式 (11 - 59) (Е Radon 积分 变换 并 做 一 些 推演 后 ,可 得 


2 


Кум) =a Gur (Ë, w— £ * х') + dn w— E+ x") = 0 (11-66) 


式 中 Км () = Ем... 利用 式 (11 - 65b), 反 演 上 式 并 做 一 些 推 演 后 , 便 得 
у 1 1 . Е 
баб) = тт ПИС 224408) (11-67) 


式 中 Ki (S) Ку (8) = бк, t e x -x 方向 的 单位 矢量 。 在 相互 正 交 的 坐标 系 1-m -n 中 , 利 
用 Dirac delta BRM HEM, Deeg 把 上 式 中 的 积分 变换 成 下 述 围 线 积分 


Gur (x — x’) Kik (E)3(E + Ddal) (11-68) 


= 11|, 
Bx? | x—x |J= 


Җир | xz| 一 1 是 垂直 于 x-x 的 m -n ЕМ | ë | = 1 的 围 线 。 M Fourier 变换 相 比 ,上 式 是 
一 个 求 Green 函数 的 较为 简便 有 效 的 方法 。 式 (11 - 67) 的 二 阶 导 数 为 


Смк,ы (х 一 x’) = 


1 2 _ _ 
8x’ | x—x | Әл, Far) gunn EEK te DOLE (x — х) Jda ($) 


(11-69) 


11.3.2 单个 椭 球 夹 质 


对 于 带 有 半 轴 长 度 为 a; а, аз 的 单个 椭 球 夹 质 的 电介质 ,可 采用 Eshelby 的 方法 处 理 。 
为 方便 计 ,坐标 轴 取 成 和 椭 球 主轴 一 致 。 首 先 把 区 域 0 中 的 夹 质 沿 其 边界 切 开 , 再 移 开 ,从 而 
椭 球 夹 质 和 基体 均 处 在 自由 状态 ,在 自由 状态 下 便 得 到 椭 球 夹 质 无 应 力 时 的 本 征 应 变 Z"。 然 


EE | 


каа Ө 


后 在 椭 球 夹 质 的 边界 上 施加 广义 应 力 
Ty =— 5р * nis Eg = EgmZ m (11-70) 


再 把 受 力 后 的 椭 球 夹 质 放 人 入 基体 内 焊 好 。 这 样 一 来 , 椭 球 夹 质 问题 化 为 在 Q 内 没有 本 征 应 
变 , 但 在 其 边界 上 作用 有 面 力 一 T) = EymZin 的 问题 。 
对 于 椭 球 夹 质 ,如 在 ASS = Елми 是 均匀 的 , 由 式 (11 - 64) 可 推 得 


U m.n (х) =— Ешкй || G Mj in (x— x’) dV( x’) (11-71) 
n 


Deegt™], Dunn 和 Taya’) #8 H ,利用 式 (11 - 69) ,由 上 式 可 得 


Urals) 一 BR Z | К 8а), а 一 VAR Fal + ale 
(11-72) 


和 弹性 椭 球 夹 质问 题 类 似 , 由 本 征 应 变 引 起 的 酉 圆 内 部 点 的 广义 应 变 是 本 征 应 变 的 线性 函 
数 , 即 


= 


ZMn (2) 一 Smki к 
(1/82) Ezri СЇмһ + Inm)» M= 1, 2, 3 
(1/40) Egri Га ，AM = 4 


Su, = | (11-73) 


1с, ас), Gunn (8) = Ef KA E) 
1@ 


Twin 一 аааз), 


式 中 Sm 称 为 电 弹 性 Eshelby 8719, МТОК a AE Eshelby 张 量 Sur 的 关键 问题 便 是 
确定 积分 Tin 6) 。 为 此 ,把 In (6) 变 换 为 更 便于 计算 的 形式 。 引 入 变换 


у; = а/а, i= 1, 2, 3, 对 i 不 求 和 (11 - 74a) 
BR угу: = 1, 面 元 da (y) fl da(E) 之 间 的 关系 为 
daly) = (a,a,a,/a )da(ë) (11-75) 


采用 上 述 变 换 后 , 式 (11 ~ 73) 变 换 为 


Gasp | [ LL, C + Ty CE)Jd9dé, M=1, 2, 3 
8x a] Ki iso mjin nj im 39 , ° a1 ) 
Susa = -76 
Мак! ауагаз 1 Qn _ 
Еу Lijn 624342,, М = 4 
An -1J0 


在 上 式 中 ,ITw(€) 是 零 次 齐 次 函数 ,所 以 变换 式 (11 -74a) 可 改 为 


; 5 yi/ais i= 1, 2， з, ЖФ. (11-741) 
从 而 у, уг 可 用 ys 和 球 坐标 中 的 极 角 Ө 表示 为 
yi = /1— у;со5@, у = /l—yssin@, уз = уз (11-77) 


式 (11-76) 和 (11-77) 是 计算 Eshelby 张 量 的 较为 简单 而 有 效 的 公式 。 


11.3.3 横 观 各 向 同性 介质 中 单个 本 征 应 变 椭 球 的 Eshelby 张 量 


利用 式 (4 - 72b) 中 的 本 构 关 系 ,和 上 面 诸 式 ,Mikatarve 算 得 式 (11 - 722 81 (11 -73) 中 的 
Км № 
К = [Км ] 
Ky ~ Cu уй + Си уз 十 去 (Cn — С), Ky, = $n + С) уу 
Kis = (Сз Б Са) узу, Ku = (е + ез) уз У: 
1 (11—78) 
Ky = > “Си = С,» ) yi + Сп уз + Си уз » К» = (Суз + Cu) уз уз 


Kos = (еу; + ez) уг Уз » Кз = Cy (ут + у) + Сау? 

Ky = е Cy} + у) + езз У$ » Ка 一 一 Et (yi + y2) 一 <33 у? 
算出 Kw 后 ,Iuiwn 易 于 算出 。 Гм (¿) 中 不 为 零 的 只 4 有 1.2, Llais Tanu Гозз» Гзы 和 Limm (对 
i, MARA) STÆTT T3 轴 的 片 状 裂纹 ,只 有 Iamm OF M 不 求 和 ) 和 T5334 不 为 零 ， Eshelby 
张 量 为 


Siz = Sia = S313 = $з1з1 一 S2323 一 S2332 一 S3223 = S, = 1/2 


Cig єзз + ёз ёзз 
Сззєзз + ess (11-79) 


. @15 
Sisn = 53 = заз 一 S3a2 一 op? 5з = $3322 = 
2Cu 


Сз ёзз 一 Сззез\ 
$зззз = Sang 一 1， Saar 一 5,32 = ç 其 余 Sayin = 0 
C3a es3 + езз 


Mikatar 还 计算 了 其 他 一 些 情况 。 
11.3.4 ” 椭 球 夹杂 或 椭 球 非 均匀 体 


对 于 椭 球 夹杂 ,许多 文献 称 之 为 椭 球 非 均 匀 体 (inhomogeneity) ,夹杂 的 材料 常数 和 基体 
的 不 同 ,与 弹性 夹杂 问题 类 似 , 在 广义 外 载荷 作用 下 ,其 解 可 用 等 效 夹 质 法 处 理 。 设 基体 中 的 
材料 常数 为 ESR, , 椭 球 夹杂 中 的 材料 常数 为 FE a ce Zin ,显然 , 当 没 
有 椭 球 非 均匀 体 时 ,电介质 中 的 广义 应 力也 是 X A Zia CEG E i o ВЕЙ 
夹杂 区 域 O 存在 夹杂 而 引起 的 扰动 应 变 为 Zw , 则 基体 和 夹杂 内 的 广义 应 en 


SM (x) = EM, [ZL + Zune], 59° x) = EGU, LZ t Za GJ (11~ 80) 
等 效 夹 质 法 的 核心 是 令 夹杂 和 基体 的 材料 常数 相同 ,但 在 夹杂 内 加 入 虚拟 本 征 应 变 Zin ,使 
Sd? (x) = ЕЧ, [ZRA Zm (х) ] = EW, LZ Zu (x) + Zin] (11-81) 
由 于 在 夹 质 内 Хм, (x) = SusaZ k. BOR EAH 
Zi = KEM, — ESR) Sma + ESR 1 CEG — Eg, )Z Ma (11-82) 


因此 ,只 要 求 出 Zh , 便 求 得 了 问题 的 解 。 关 于 夹 质 和 夹杂 问题 的 详细 研究 ,请 查看 有 关 
文献 。 
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11.41 基本 概念 与 方程 


早期 压 电 调 制 器 是 利用 上 下 表面 带 有 压 电 注 层 的 层 合 梁 来 调控 振动 , 压 电 葡 层 沿 梁 的 厚 

度 方向 极 化 ,在 上 下 薄 层 之 间 施 加 电压 。 利 用 梁 的 弯曲 变形 引起 压 电 注 层 的 变形 ,通过 本 构 关 
系 产生 电压 或 电流 变化 ,进而 通过 控制 器 对 结构 的 工作 状态 进行 调控 。 随 后 发 展 了 层 状 压 电 
板 和 壳 等 多 种 类 型 的 压 电 器 件 ,并 对 梁 、 板 和 壳 等 压 电 元 件 的 振动 进行 了 大 量 的 分 析 研 
Зо ,许多 工程 研究 采用 类 似 经 典 弹性 板 过 的 简化 理论 ,对 于 较 厚 的 或 多 层 层 合 梁 、 板 和 
壳 也 采用 较 精 确 的 高 阶 理论 ,对 于 一 些 很 简单 的 情形 , 求 其 精确 解 , 以 便 评 价 简单 理论 的 结果 。 
本 章 仅 研究 其 中 的 一 小 部 分 ,有 兴趣 的 读者 可 阅读 相关 文献 。 设 层 合板 由 N 层 组 成 ,每 层 厚 
hi, 总 厚度 为 开 , 极 化 沿 厚 度 方向 的 zs 轴 , 由 正 交 各 向 异性 压 电 体 的 本 构 方 程式 (4 -72) 知 ， 
Voigt 符号 下 的 9 个 弹性 常数 为 Cis Cars Cias Со, Сз, Cass Са» Css, Css + 5 个 压 电 常数 为 
Eiss C249 Eny Eaz» ез» З 个 介 电 常数 为 <n 7 E229 €33 о 对 于 横 观 各 向 同性 体 , 材 料 系 数 服从 关系 
式 (4-72c)。 用 广义 位 移 表 示 的 正 交 各 向 异性 材料 的 广义 平衡 方程 为 

Cuita. 十 Сва, 十 Css tiga + (Ci 十 Cee м», 十 (Cis + Css 3,13 F Ceis 十 ез фз = 0 

(С + Cog) ил,» + Coe Want 十 Caz Wz,22 十 Ca4 tz,33 十 (Сз + Cu ) Us,23 + Сем 十 езг) ,23 = 0 

(Cis 十 Сил,» Б (Са Ca ) uz,zs 十 Сиз. 十 Caa Us,22 十 Css из зз + ез, 9 ,22 十 еззФ,зз 一 0 

(ea + eis )t1,13 + (езг 十 ег) 2,23 F eis Из, 十 ёа 3.22 十 ess U3,33 一 


єпф.1п E29,22 TEn Фф, зз 一 0 


(11-83) 


TARRE Н ИДЕ LSE L, 的 NN 层 多 层 压 电 体 , 沿 厚度 方向 极 化 ,第 i 层 厚 三 ,并 取 厚 
度 方向 为 整体 坐标 系 的 z, Boa. z, 位 于 层 板 的 平面 内 ;除去 一 整体 坐标 系 之 外 ,每 层 还 取 一 通 
过 层 的 中 面 的 局 部 坐标 系 (x1 mo z) ,通常 假设 层 间 是 理想 连接 ,对 于 从 下 往 上 编号 的 多 层 板 ， 
Ж h, 的 第 i 层 和 厚 hi1 的 第 i 十 1 层 之 间 的 连接 条 件 是 广义 位 移 和 广义 应 力 连 续 ( 图 11 - 3), 即 


U® (лу, хо, hi/2) = UPP (z, , £23 — ha /2) 


| | (11-84) 
X°? (2 » Hos h;/2) 一 5р (xy ‚ £29 — his, /2) 


T (z) 


图 11-3 多 层 压 电 结构 
式 中 i 二 1 ~ (N 一 1)。 对 应 每 一 层 均 有 8 个 连接 条 件 , 故 对 于 N 层 的 板 共有 8(N 一 1) 个 连接 


条 件 。 在 底层 1 的 下 表面 (zx; = 一 请 /2) 和 顶层 N 的 上 表面 (zs = Ay /2) 处 ,分别 给 出 4 个 外 
加 边界 条 件 ,所 以 总 体 上 给 出 8N 个 条 件 , 用 以 确定 BN 个 待定 量 。 


11.4.2 正 交 各 向 异性 多 层 矩 形 简 支 板 的 弯曲 
设 和 矩形 板 总 板 厚 为 Н ‚ЛУ ЯНЕ 工 和 工 :下 表面 没有 广义 载荷 ,上 表面 作用 广义 载荷 


gla» 22) 一 qosin Parisin pyres p(x» х2) 一 Ф, sin pixisin Рә Z; (11 85) 
pı = (nx/L), р; = (mx/L2), хз = H 
ITELE IR E ЕЙ н. Heyliger "RRR Н у 
uy, = ию е*з cos Pi 21 sin P: x; 9 и; = из “ sin pi = COS bo Zo (11 _ 86) 
из = Uge sin рулузїп pxs, Фф = Qe sin pixisin b;X2 
RP ww，qgo，s 是 待定 常数 。 把 上 式 代入 广义 平衡 方程 (11 -83) , 便 得 
AU=0, U, = Гао, Uzo » Изо » Ф 1", А = 
Cu pi + Ces pi — Съ 《Ca + Coe) Pr b: — (Сз + Су) pis — (е5 + ёзу) pis 
(С + Ces ) bi b: Css + Cor pi — Сиз — (Сз + Cu) pzs (ем + ezz) Pas 
(Cig + С) pis (Сз + Ca) pos Css pi + Cu pi — Css sÀ | ess Pi + en b: — eas 
(eu + eal pis (ex, 十 esz ) pas eis Pi F en pi — ss S° en Pi —e22 pi Hens 
(11-87) 


要 上 式 有 非 平 凡 解 ,必须 行列 式 | A |= 0, 由 此 可 解 出 s( 本 征 值 ;», s 有 8 个 根 , 记 为 si j = 
1~8, 对 应 于 每 个 s;, 均 有 一 组 本 征 矢 量 Uo; ;而 Uzoj s Uso; 9 goj 均 可 用 ило; 表示。 因此 每 一 层 有 
8 个 待定 量 , 它 们 正好 由 该 层 的 上 、 下 表面 的 8 个 连接 条 件 确定 ;最 终 剩 下 的 8 个 待定 常数 由 
层 1 和 层 N 的 外 表面 各 自给 定 的 4 个 边界 条 件 确 定 。 具 体 公 式 从 略 。 


11.4.3 正 交 各 向 异性 多 层 矩 形 简 支 板 的 圆柱 弯曲 振动 
下 面 讨 论 正 交 各 向 异性 多 层 矩 形 简 支 板 在 (x ，zs ) 平 面 内 的 圆柱 弯曲 振动 , 设 z, 方向 无 
限 长 ,所 有 变量 均 和 zi AA 11-3). $ u = 0, 从 而 按 式 (11-83) ,此 时 的 运动 方程 为 


Cop и» 十 Caatzss3 + СС» + Са изз T Cen 十 C32 ) @,25 一 Pur 
(Cos 十 Cu )uz,2s 十 Си из,» 十 Сззиз,зз 十 еза ,22 十 €33 ,33 一 0з (11-88) 


(es 十 ez ) 2,23 十 el5 3,11 十 esa Ua,22 十 зз 3,33 一 E22 @,22 E3 P,33 一 0 


界面 连接 条 件 仍 是 式 (11 - 84), 对 于 自由 振动 ,第 一 层 的 下 表面 和 第 N 层 的 上 表面 的 机 械 边 
界 条 件 均 为 应 力 自由 , 即 
озз (22, hy/2) = 03 (£2, —h,/2) = 023 (225 hy/2) = az (225 —h,/2) =0 
(11-89) 


电学 边界 条 件 存 在 两 种 情况 :电势 为 零 和 法 向 电位 移 为 零 , 它 们 分 别 是 


grr» hn /2) = ф(х» —h,/2) 一 0, 或 D. (xz; ， hy /2) 一 D; (z; , —h,/2) = 0 
(11 ~ 90) 


= 
= 


Е 


ASRS ЕПИ 


кие —Ө 


对 于 圆柱 弯 晶 振动 ,其 侧面 的 边界 条 件 是 
oza (05 zx) = 622 (Le , х3) = 0, из (0, 23) 一 u3(L,, x3) =0, ф\0, хз) 一 16 oe x3) = 0 
(11-91) 
H TE u = 0, 所 以 现在 每 一 层 只 有 6 个 待定 量 , 且 也 只 有 6 个 连接 条 件 , 在 上 .下 外 表面 总 共 
也 只 有 6 个 边界 条 件 ,所 以 问题 是 适 定 的 , 恒 满 足 式 (11 - 91) 的 解 。Heyliger 和 Brooks Ruy 
(из, из, ф) = (¿COS pxr2s изоѕіп prs, posin pre)e™s ele (11-92) 
RH р = nr/L。( 图 11 - 3) 。 把 上 式 代入 运动 方程 式 (11 - 88) , 便 得 
一 Cy p° + Сыз + ро? СС» + Cu) ps Сем + esz) ps Uz20 0 
Po 0 
(11-93) 


— (Ca + Сиа) ps 一 Cup? + Gss s + pw’ 一 eup + ss s 
— (ез 十 ез) ps — enu b° + ens Enp ss S° 

要 上 式 有 非 平凡 解 ,必须 让 其 系数 行列 式 为 零 , 由 此 可 解 出 s( 本 征 值 ),s 有 6 个 根 , 记 为 s;， 

7 一 1 一 6。 对 应 于 每 个 S; ; 均 有 一 组 本 征 矢 量 Us; ,而 Uzoj » Uzoj » goj 均 可 用 из; RIR. 因此 每 一 

BA 6 个 待定 量 ,它们 正好 由 该 层 的 上 .下 表面 的 6 个 连接 条 件 确 定 ;因为 层 1 和 层 N 的 外 表 

面 的 边界 条 件 都 是 零 , 所 以 最 终 剩 下 的 6 个 待定 常数 需要 满足 6 个 齐 次 方程 ,其 系数 行列 式 为 

零 的 条 件 组 成 确定 自 振 频率 的 方程 。 具 体 公 式 从 略 。 


11.5 中 等 厚度 板 的 高 阶 近 似 方 程 


11.5.1 中 等 厚度 板 弯 曲 的 Mindlin 型 方程 


本 节 讨 论 正 交 各 向 异性 中 等 厚度 板 弯曲 问题 ,假设 (zi ，zs ) 取 在 板 的 中 面 上 ，zs 沿 板 中 
面 的 法 线 。 由 于 是 中 等 厚度 板 ,特别 是 薄板 , 设 沿 厚 度 方向 的 应 力 ss 可 以 忽略 ,因此 只 讨论 5 
个 应 力 分 量 , 本 构 方 程式 (4 -72) 可 以 简化 为 

бу = Ф 一 Сина + Сиг + ез Ф,з ‚б; = 022 一 Cu “1,1 + Сиг, 十 езг Ф.з 

б, 一 623 一 Cu (шз + из,2) Feng.: ° 05 = 01 一 Cos (шз из) + еф 


б6 一 біз 一 Cos (ил + 1,2) 5 Dy = és (шз + 3,1) —є1пф,1 (11-94) 
D, = ез, Сыз 十 zaz) E2209,1 . D, = еп и + ёзи, 一 E33 g.s 
式 中 带 “ 一 ”的 系数 ,是 消去 ws 后 的 折算 材料 系数 ,它们 是 
T. = — Ca Ca = e — s Ca =e —__ — 6; _ 
C; C; Cas 9 е; ey om » Ej = 6; Сэ» (11-95) 


下 面 讨论 多 层 板 ,我 们 希望 通过 等 效 的 办 法 ,把 多 层 板 等 效 为 单 层 板 研究 。 上 式 表 示 的 折算 材 
料 系数 只 有 13 个 。 设 变形 后 中 面 法 线 仍 保持 为 直线 ,但 不 再 垂直 于 中 面 , 相 对 于 zz 和 一 2 
轴 分 别 旋转 了 一 个 角度 p 和 几 ; 设 中 面 上 点 的 位 移 为 好 (zi，z), 则 变形 后 等 效 板 中 任 一 点 
的 位 移 和 应 变 可 以 写成 


ш = ui + tsps Wi 二 二 xp из = uf 
єп 一 йл T Zada s €z = и: F Zada a Уз = и. toe (11 -96) 
Уз = Usa tors Ne = ule uka T zs Cgi p.) 

把 式 (11-96) 代 入 (11-94) 并 沿 厚 度 积分 , 便 得 等 效 压 电 板 的 合力 和 合力 矩 的 本 构 方 程 


М, [Ан Ar 0 Ba By 07 ui, Nie 
М, Ay Ax 0 By Bz 0 из, М 
Nu 0 0 Ав 0 0 Bs ЖЕ 十 U2,1 Му, 
一 1 全 > 
\м В By о Du Dy 0 ,1 1м, 
М, В; В» о р, Dey 0 42,2 Mi 
Mi, LO 0 Be 0 0 Ded 2 л Mize (11-97) 


Ф| FSu 0 7 {% | Е |“ | 
ir | 0 Ss ii 91е 
式 中 Nis Nos Ni 为 薄膜 力 , Mi , M, , My AA a» q2 为 切 力 ,广义 刚度 为 


М __ М __ 
CAs, By» Ds) = >| CPU, rs, dzs, S; = >| Ф, Ф. CP das 
к=” he е1” h 


№. M. ер м 2 g EW . 
N qie 1 €z Гед 
№. Ma = >| # ЕЗ? (1, za) drs, | 2 | Е 
М Mo - pelt h 0 92е k=1 hk, Ф et EP 
(11-98) 
式 中 Ф,-:, G ;为 剪 切 因子 ,Nie， Mies Nees Maes М.» Му.» Qes qz 为 压 电 性 质 引起 的 量 。 
对 于 电学 量 ,通常 采用 分 层 研究 后 春 加 的 方法 ,对 每 一 层 ,通常 考虑 以 下 两 种 电学 边界 条 件 : 
(1) 电学 开路 。 给 定 每 层 上 下 边 的 面 电荷 密度 c” 。 通 常 认 为 电位 移 的 面 内 分 量 рр 和 
D? 是 次 要 量 , 可 以 略 去 ,只 保留 分 量 DP ,从 而 由 Gauss 定律 рӯ, = 0 HEM Dia 一 0, 所 以 电位 
移 分 量 DP 沿 厚 度 方向 均匀 分 布 
Dn; = DË =— g? , ЕФ =— g? /en (11 - 99) 
(2) 电学 短路 。 给 定 各 层 上 下 边 的 电势 VO ,为 使 问题 简化 ,假设 电势 在 层 内 均匀 分 布 , 且 
进一步 假设 电场 的 面 内 分 量 EP MEP 可 以 略 去 ,只 保留 分 量 ЕР 
Е? = yo /h; ， De = ESVE fh; (11 一 100) 
在 这 些 近 似 计算 中 ,应 变 对 电场 或 电位 移 的 影响 已 经 略 去 。 
等 效 单 层 板 的 Mindlin 理论 中 的 运动 方程 是 
Po и? 十 aa À = Ni, + №2, Po uz +o Фф = №: + Nias Po из = йыл +92 + р 
pı uy +e ТА = Mi 十 Ms 一 9， pı u? +o фе = М, + Miz,1 — ge 
(11-101) 


上 式 的 前 三 式 是 动量 方程 ,后 两 式 是 动量 手 方 程 ,请 是 横向 外 载荷 。 式 中 


М 
(ж, pis р = >], ply zs, хал, (11-102) 
к=1” № 


= 
an 


28:8 


ж 


Pops r Fay n кр 


кие —Ө 


式 411-96) 一 (11-102)? 组 成 完整 的 微分 方程 组 。 对 于 由 横 观 各 向 同性 材料 构成 的 对 称 
配置 的 多 层 板 , 板 的 弯曲 和 拉 伸 变形 是 解 耦 的 ,此 时 存在 关系 式 (4- ?72c) ,从 而 有 


Cu = Cz, Ca = Cs, Co = >. — Сы); Zn = Za, Es = и; u= =ë 
D. = Dz, De = (D. —Dy)/23 Su = Ss; Mie = М» 
(11-103) 
若 从 式 (11 -97) 和 (11 -101) 中 消去 截面 转动 加 Ae MSHA as 的 四 阶 方程 
Dy Vi Veus — [ (Du / 54 + oz J V2 из + po US + Соор / 84) “WS = 
p— (Di /S.) Vep + (p, /S.) P — V: Mi。 
Жн узш = мй uo в, WS = O'uS/ dt AIW MATH р = рое“, Mi. = Moe” 时 ， 
以 之 代 人 式 (11 - 104) ,并 令 Hwee, 消去 公共 因子 е" 后 , 便 得 弯曲 振动 方程 
Dy Ve V2u + [СЮ / 8н) + pla Vu? — pow [1 — Со; /Sa)e ји? = 
poll — (о/а)? ] — 100/54) Po + Mio] 


(11-104) 


(11-105) 
Krommer 和 Irschik 2 讨论 了 更 一 般 的 热 释 电 材料 ,并 力图 考虑 应 变 对 电场 或 电位 移 的 影 
响 。 在 他 们 的 研究 中 ,把 电场 和 温度 引起 的 应 变 称 为 本 征 应 变 , 分 开 单独 写 , 有 兴趣 的 读者 可 
参考 该 文 进一步 研究 。 


11.5.2 三 阶 前 切 变 形 理 论 


以 下 讨论 等 温 线 性 压 电 材料 , 故 Maxwell 应 力 和 环境 都 不 予 考 虑 。 第 3 章 和 第 10 章 详细 
地 讨论 了 各 种 变 分 理论 ,本 节 取 由 式 (3 - 49) 中 1a 表示 的 变 分 原理 。 不 计 体积 力 和 体 电 荷 
时 ,动力 学 的 变 分 方程 为 


òla = | sadurdV + | DidgrdV + | ¿aa dV — | T; du,da +Í с“ Spda = 0 
v a a, 


(11 - 106) 
对 正 交 各 向 异性 中 等 厚度 板 , Mitchell 和 Reddy?) фа Je AR АЛИИ 


и = UY (2 s 255 t) +m (z, ) dn Сал » £39 t) — m Сз) йз (лт, x T23 t) 
из = из (21 » Xo» 1) + m (=s) d Сх » T29 t) T h (23) м$ (11-107) 
us = ибх» 22) 
m (23) = z; — Cx, баз) = схі, с = 4/3Н? 
ЖФ (ы, и? › us) Fe ТУ, Ch» gn BNW 28 zz Җ >, 轴 的 转动 ,zs 从 中 面 算 起 ,和 式 
C11 — 107) 对 应 的 应 变 是 


p — 2 — na? = 
en = ula + а C pun, Ez = U2,2 + Mye, T Muza» Ess = 0 


Узз = Ugg 十 ts. = Mage T 12,3032 + ue. Ya = шз Биз = т.з 一 72,3431 + 3,1 
yu = the 十 zs = (uta Tuza) 十 Vil Cpr + pa) 一 тр Сиз 12 + из.) 
(11 - 108) 


ЮН 26411 - 107) #1611 – 108) 知 ,给 出 的 M (23), %2 (zs) 使 横向 切 应 变 Nis> Уз TERRA Е \ 下 表面 


为 零 ,在 厚度 方向 按 zs 的 2 次 方 变化 ,同时 没有 沿 厚 度 方向 的 法 向 应 变 。 电 势 按 分 层 离 散 的 
形式 给 出 较为 方便 ,每 层 厚 hi ,多 层 板 总 厚度 为 五 , 设 电势 分 布 为 


N m 
gr» T29 X35 t) = >) >f, (аз) фр? (л, ‚ T29 t) (11 — 109) 


k=1 j=1 
上 式 表示 多 层 板 共 有 NE. BE PA m 个 揪 点 ;在 第 & 层 第 j 个 捅 点 的 电势 为 pH. Hp 
fi(zx;) 根 据 具体 情况 设 定 。 但 要 注意 ,第 一 1 层 上 表面 的 电荷 要 等 于 第 & 层 下 表面 的 电荷 。 
把 式 (11 - 107) 和 (11 - 109) 代 人 式 (11 -106) ,并 忽略 os ,从 而 得 到 以 下 各 项 变 分 。 
机 械 能 变 分 ， 
| On Qu | dV 一 | {Mew + М, ёф, — Рди) + (N28 u2,2 + M, yz, 一 Pò u3,22 ) + 
у 
[Ni i (800: + ди) +M, (6 diye + ёф) 一 2P,ëu3a) J + 
Q. (64 + Sus,2) + Qs Sgr + 8u3,i)}dA = 
-| ССМ, dud 十 Mi 内 — Р,,.8и3) + С, биз + M;,2:6 = Р;,зёиз) + 
А 
(Мв»8ё ui + Nenu? + М, 十 Me 内 = 2P..is @ 3 2 + (О, ёф — Q..: Š us) + 
CQ: È i 一 Qiaau8)]4A 十 | {CN 8 + Мёд — (Pidula — Pia dus) jm + 
[№ ёиз + M28 ys — (P28 u3.: — Pz,2 3 ) In + (М, диз + М, 84 )т] + 
СМ, дш + М,ӧёф) т 一 [Р,диз,гт + Рьёиз,ул» — (Pome + Pom )8 u3] + 
(Q.n; + Q; )8z43 ) dL 


(11-110) 
式 中 
h/2 h/2 h/2 . 
N. = | ndr М, = | ойуу dz; » р, = | ,Ti dx， i=1, 2,6 
w ~ (11-111) 
О, = | „еп —4(=/Н)* ахз, i = 4, 5 
电能 变 分 : 
N m 
| D.se. ay = >] „ 2, (Dip agia? + DE? BGI? AV = 
£=1 j=1 
(eD __ (k,)) (k,j) ч Chop (kj) dL | 
DL], Urn’ 一 cg A+ |. D Pene 


к. h 
Po = N D.f, az ) dz, , СК? = Ñ D; fis (a3) dz, 
hy 


jl 1—3 


(11-112) 
惯性 力 项 变 分 : 
| ойгшщду = | (Ch Wt + b h — 1, йэй + Аф h BBG + 
LUI, ui + I, gh — 1, Wada + (I, u: + I, the — І, 15). + L. wy lous + 


[CN ul + L, фо — L u$) + (L, u? + L. be — Ts 8,2084 ЈА 
(11 - 113) 


9:9 


КЕ 


ЕЕ 17 Л 


‘sua ea: 


式 中 


һ/2 h/2 h2 
1, = | oda: » Í, = | pmp (х;)ах;, L, = | ет (zs) (zs)dzs 

ы? A/? км? (11-114) 
I, = | er (za)dza，T = 2978 , L = | „ей (zs )dzs 


外 力 功 变 分 :对 于 机 械 力 ,等 效 单 屋 板 的 外 表面 要 分 成 两 个 部 分 分 别 研究 :A 为 板 的 中 面 ， 
T; 是 转换 到 中 面 上 单位 面积 上 的 面 力 ,a 为 板 的 端面 ,tt 为 端面 上 的 合力 。 对 于 电 载 荷 ,多 层 
板 的 每 层 要 分 成 两 个 部 分 分 别 研究 :每 层 的 中 表面 和 每 层 的 端面 ,o”“ 为 第 上 层 的 面 电荷 密 
5.42" 为 第 & 层 端 面 的 面 电 荷 。 所 以 有 


-| Tč šu, da +] с“ ёра = 一 | cri Su? + Т; диб + Т ди) ад — 
4, а, 
М (11-115) 
[cet aug Hei dug Hes bud + У) (| oo арад + | a” fapdL) 
k=l 
把 式 (11 -109)~(11-115) 代 人 (11 - 106) ,由 变 分 方程 得 场 方程 
ёи: №. + Мы» + Tr = L ut + L, gh — І, з. 
диз : №, + Nea + Т; =f, и? +1, gh — І, U3,2 
бизе : Pi, + P22 + 2Р, 1: + ©»; + $, —Т = 
Е фа I Oa Hh b U аа hu (11-116) 
БГА : M... Mee — Q; = L, ut + IL, д I; us,1 
8ф»:М»„„ + Мєл — Q, = I, из + I, фз І; из, 


т 
(&,j) > (ap) (Py 100) * 
$ ИЕ (Р? — Су?) = oa" fi 

. j=l 


自然 边界 条 件 为 
Bw №п + Nem Hti = 0, диз: №т, + Nem +t 一 0 
Sus : Piam + Poeem + Penn + P. n + Qn: +Qsm + tš — 0 
š : Min + Мт = 0, бф :M;,n, + Meni = 0 (11-117a) 
Sul, :Pin + Pen, 一 0， диз, :Р,п, + Poem =0 


5000: DO PHPn, — 49° filaa) = 0 
ў=1 


在 给 定位 移 边 界 上 有 
duo = дий = Sul = ёи = дий, = Sh = 84 = 0 (11-117b) 


Mitchell 和 Reddy) 2 HJ Hamilton 原理 ( 即 式 (3 – 64) 中 的 581) 推导 相关 公式 ,有 关 动 能 部 
分 的 变 分 显得 很 复杂 ,本 处 采用 物理 变 分 原理 ,惯性 力 部 分 的 变 分 较为 简单 。 根 据 具 体 情 况 ， 
上 列 诸 公 式 可 简化 。 

利用 式 (11 -111) 和 正 交 各 向 异性 材料 的 本 构 关系 式 (11 - 94), 可 求 出 广义 力 的 表达 式 。 
由 于 和 压 电 效 应 相关 的 量 和 纯 弹 性 量 之 间 , 表 达 形 式 差 异 较 大 ,分 开 写 有 一 定好 处 , 即 令 "** 


Ni 一 NTNP，M =M; +MP, Р,=Р,+Р?, © = 9+9 


式 中 各 量 含 上 短 横 “ 一 


N) [An Az 0 Ah Ak 0 Ат AR OJ]f ш. 
М, Ar An 0 Аһ Ад 0 A AZ 0 ий» 
N; 0 0 Ag 0 0 & O 0 a | jw, tad, 
M, An Ab 0 Bn Ba 0 Bh В 0 rat 
M: >= | Aù Ab 0 Be В. 0 Bh Bh 0 |4 ws 
M; 0 0 Ag 0 0 Be O о Bš | | Az: + g, 
P, Ay Аў 0 Bh Bh о р D, 0 — ubu 
Р, AZ AZ 0 BL В; 0 D, D, 0 — 1 
P. | 0 0 с о о Bs 0 0 Dee] | — 2и: 


= г“ 0 И + mt 
Qs 0 Fs ga 十 иза 


(11 -118a) 


”的 量 表 示 纯 弹性 量 , 含 上 标 “p” 的 量 表示 和 压 电 效应 相关 的 量 。 其 中 


> (11-118b) 


(11—118c) 


N m 
= k Ck, Choi) (р) — (k) СПАС] (p) 一 
NP = Уе DPN, МР = > 278" gs NP = 0 
k=l j = 


j=l 
m 
dye У) kei) Ce) б= De Narr? (рр — 
М? — е BS ә 7] , Ме? е B J 1 М? = 0 


k=1 j=l i=l 


N m 
.ј .ј 一 Ck (&,j) CR) (р) — 
pp = Sra Samrat. рә = Sey Darren, Ри =o 


1 ; j=1 


m 
QP = Wee Das Pag” ?/ Әт, QP = dee > В? ag? / Әл, 
7 一 1 


式 中 


һ,/2 h /2 h, /2 h 
A® =|" ‚Саш, Ae = f" Спів, Aen = |” Cydz;, В = |" 
—h,/2 —h,/2 一 


—h, / 


hy /2 


w (人 _ [a 2 = 2 
B 一 „© te dz, , р 一 ©? de 9 Fa 一 À „Си т, 3 dz; 
-A = ah, / 


hye 
Fss _ Css ,3 drs » ge „Jin ds ве? = [| m fis dz; 
—h /2 


hy /2 
Cu С 0 
| hi /2 шр hf? — 
в = | „p h fia dz B, = [| „p Таха: C= | С, Cz 0 
PR с — 
0 0 Css 


N 
(A, А`, А“, В, B*) = Ya”, А" , AP”! , B®, B®”) 


k=1 


式 (11-116) 一 式 (11-119) 组 成 完整 的 控制 方程 组 。 


(11 - 118d) 
/2 tg 
ып 73 
(11-119) 
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11.6 压 电 复 合 梁 的 近似 方程 


11.6.1 Bernoulli – Euler 梁 弯曲 的 基本 理论 


图 11 -4 为 一 长 2L 的 压 电 传感器 示意 图 ,图 (a) 由 基体 梁 、 上 下 糙 结 层 和 上 下 压 电 陶 瓷 片 
组 成 。zi 轴 沿 纵向 ,xs 轴 沿 厚度 方向 。 通常 基体 厚 约 为 1 mm 量 级 , 粘 结 层 厚 约 0.1 一 
0.3 mm 量 级 , 压 电 陶瓷 片 厚 约 О. 2 mm 量 级 , 压 电 层 的 上 下 表面 沉积 金属 电极 ,外 电源 接 通电 
极 后 ,产生 厚度 方向 的 作用 力 ,引起 滁 变 形 ;反之 ,在 机 械 载 荷 作用 下 , 梁 的 变形 将 在 压 电 陶 资 
片 内 产生 电荷 ,可 从 电极 引出 ,作为 控制 信号 。 上 下 压 电 层 的 电场 方向 相同 ,将 引起 粱 的 弯曲 ， 
上 下 压 电 层 的 电场 方向 相反 ,将 引起 梁 的 拉 伸 ;图 (b) 为 压 电 层 埋 人 基体 梁 中 的 传感器 。 已 有 
大 量 文献 讨论 压 电器 件 的 工程 控制 理论 ~” 。 通 常 假设 压 电 复 合 梁 弯曲 时 ,产生 单 轴 变 形 ， 
基体 梁 按 Bernoulli - Euler 假设 变形 ,应 力 沿 厚 度 线性 分 布 ,在 任何 机 械 载荷 作用 下 ,复合 梁 
或 带 有 压 电 片 梁 的 变形 和 应 力 分 析 可 按 通常 材料 力学 方法 进行 ,本 处 只 对 因 压 电 片 引起 的 变 
形 作 较为 详细 的 研究 。Crawley 和 Luis 2271341 Grawley 和 Lazarus[29 假 设 讨 电 层 均匀 变形 ,应 
力 沿 其 厚度 均匀 分 布 ;基体 粱 视 情 况 可 以 是 弯曲 变形 或 拉 伸 变 形 ; 粘 结 层 只 有 剪 切 变形 y 和 切 
应 力 r, 从 基体 梁 的 变形 过 滤 到 压 电 层 的 变形 , 即 有 


应 力 分 布 


| | 
ҮЙ | 
(b) 
图 11-4 压 电 传 感 器 结构 示意 图 
y= Cu —u®)/h, t= Gy (11-120) 


хс ДНО AF A EE“ p A” Ж 
电 层 和 基体 梁 的 变量 。 假 设 梁 的 宽度 为 1 单位 , 按 单元 体力 学 平衡 条 件 有 


АР —т=0, AMG? ar = 0 (11-121) 
上 式 中 的 第 一 式 是 压 电 层 中 力 的 平衡 方程 ?第 二 式 是 基体 梁 的 平衡 方程 ,对 于 弯曲 变形 的 基体 
梁 是 力矩 平衡 方程 , 式 中 c 岂 是 基体 层 上 表面 的 弯曲 应 力 , 按 Bernoulli - Euler 变形 理论 ,系数 
a= 6; 对 于 拉 压 变形 的 基体 梁 是 力 的 平衡 方程 , a = 2, 基体 梁 的 两 种 情形 可 统一 讨论 。 压 电 
层 和 基体 梁 的 一 维 本 构 方 程 分 别 为 
D — YP (eP — p ;二 ea V/YP hP „eP = uP; oP = yo є ， sc 一 — u® 
(11-122) 
式 中 V/h 是 压 电 层 中 的 电场 强度 ,Y* 和 YY 分别 为 压 电 层 和 基体 梁 的 弹性 模 量 。 式 (11 - 
120)~(11 一 122) 组 成 含 8 AS RAB (и? 9 u“ a . et 9 ef? ‚ 7, av? 9 с“ ’ ow 8 个 方程 。 把 式 
(11 一 120) 代 入 (11 一 121) ,并 利用 式 (11 - 122) V., = 0, 便 得 
APY? tp — Gee — et )/h 一 0， Re YO O + aG (eP — ef yh = 0 


(11 - 123) 
述 二 阶 联 立方 程 的 通 解 是 
eP 一 cl 十 caZl 一 Ca3 X sinh Pri 一 cy ~ cosh Ix, 

和 (11-124) 

人 (b) tb) 

etb = c, 十 czzl 十 cassinh Txi 十 cicosh Peris Г? = зүр =, Y= Erro 

边界 条 件 是 | 

EP = р, Е =e, ту =+ L (11-125) 


式 中 et 为 已 知 的 基体 梁 在 右 ( 十 ) . 左 (一 ) 端 的 应 变 。 把 式 (11 -124) 代 人 (11- 125)， 得 


b+) (b—) 
ech?) + gf 
с = 


= 571 2 + $1); 2 Ffa 2L 


"> b+) (b-) 
Y е0 一 6 


а ЕЮ gO а eh) 4 gtk (11-126) 
Єз — ~ - 8 5 s , Ca 一 一 s > Е] — 7 
СҮ + а) ѕіпЬ TL (Y 十 w)cosh ГІ. 
把 式 (L1-124) 和 (11-126) 代 入 (11-120), 并 利用 位 移 和 应 变 之 间 的 关系 , 便 得 
_ Grek? —et cosh Ге, ELP 十 Et) sinh I, _ 
F ral 2 sinh PL š (® 2 п) 01-120) 
如 果 只 有 压 电 效应 引起 的 应 变 , 则 有 
є) а Ycosh Pr, ei? а acosh Pr, 
7 Ў+а (YtocoshTL 7 Y+a (+adcoshTL ур 128) 
_ Gy sinh I>, 
Ar cosh ГЇ, 


对 于 理想 粘 结 情形 ,> со, 由 式 (11-124) 和 (11-126) 知 , 当 <z ALLA | zi ILA, 
有 sinh Pr,/coshPL = cosh Ix /sinh TL = 0, 则 得 


7 (bi) Cb—) (bt) Cb—) 
(р) — Е = Y (= 十 ss Es — Є =) a i 


Ta. 2 5 L (11-129) 


€ 
@ 


=®—Ө 


ЕЕ 


SS SSSR Л си 


sees 


此 时 由 基体 梁 传 向 压 电 片 的 前 切 力 集中 在 压 电 片 的 端点 z, =+ L, 20 (11-121) 和 (11 - 
127) ,并 利用 z, =+ LATA sinh Ге, /cosh PL = xi/L, cosh Pr, /sinh PL = 1, 可 得 
tb) _ 1, ch _ 1, ar _ aY ® Б? — 607 ЕР + eh? xy 
7s [Rdz = Le йл, 多 2 +Í 2 1) z] 
(11 — 130) 


此 力 施 加 给 单位 厚度 基体 梁 的 力矩 为 
M = oh (11-131) 
JER ЖШ АЗЕКЕН: {ЙЕ RS OY HR Bernoulli - Euler 梁 进 行 类 似 的 分 析 。 
11.6.2 考虑 剪 切 变形 的 Timoshenko 梁 的 弯曲 理论 


对 于 很 窗 的 中 等 厚度 板 , 可 以 将 其 看 成 粱 ,考虑 剪 切 变形 的 粱 弯曲 的 Timoshenko 方程 ， 
可 由 11. 5.1 4989 Mindlin 板 的 方程 直接 推出 。 令 Mindlin 板 理论 中 没有 坐标 zz 方向 的 分 量 ， 
且 所 有 的 物理 量 都 和 坐标 Tz 无 关 , 即 只 讨论 бп (x1; Ys) 和 013 ОХ 5 23). 本 构 方 程式 (11 — 94) 
化 为 


бі = оуу = Yuin + ёф, 65 = dnu = С (илз + изл) + eisso, (11-132) 
D, = ei; Ga,s F usai) —engis Ds = €z ui, ——Єззф,з 


APY, G 为 弹性 模 量 。 对 应 于 式 (11 - 96) ,假设 Timoshenko 变形 为 
Еп 一 u$, + хзф,1 > Yu = из, + ó (11-133) 


当 y =— ul NEA Уз = 0, Timoshenko %46 X Bernoulli - Euler 梁 。 对 应 于 式 (11 - 97) 和 
(11- 98), 有 


М та N. 
мг ol sees 


(A, В, D) = >| 


k=l 


N 
YC, ж. жаз, G= D| Gdn (17180 
k 21+ h, 


h 


N 


N 
(Na, M.) = >| е ES (1, зз.) qe = >| Pel? EP dz, 
k=l h, À 


式 中 符号 的 意义 可 参照 11. 5. 1 节 。 对 应 于 式 (11- 101), 有 
e Фо ф= Na, а = qap ой Коф = Му д (11-135) 
po» pr» ре 仍 由 式 (11 - 102) 表 示 , 电 位 移 和 电场 仍 由 式 (11 -99) 和 (11 - 100) ж. 
11.6.3 利用 广义 变 分 原理 推导 含 侧 向 应 力 效 应 的 压 电 梁 的 弯曲 理论 


上 述 梁 的 理论 已 做 了 一 些 简 化 假设 ,不 能 严格 符合 电 弹 性 的 基本 方程 ,特别 是 本 构 方 程 。 
本 书 作者 1964 年 在 一 篇 科学 报告 [28] 和 文献 [209] 中 , 曾 利用 广义 变 分 原理 推导 板 的 高 阶 近 
似 方 程 ,广义 变 分 可 自动 寻找 最 佳 的 近似 理论 方程 。 类 似 于 第 3 章 中 的 变 分 原理 ,不 计 体 积 力 
和 体 电荷 时 ,易于 得 到 广义 位 称 和 广义 应 力 都 可 以 自由 变 分 的 广义 变 分 方程 。 文 献 [210] 提 出 
的 广义 变 分 原理 为 


ac. 1 
SI = 0, F= 7-5ы0001 — + puDsD, + &ыоьР, 


(11-136) 
П = |, Ге, 0) 6-2-0. ЕЈВУ + | Ti изда — | pe ФаУ = 0 
а, ap 


AF FHERR, oa a ШАВ A RRE T; ARAN po 为 表面 电荷 。 图 11 - 
3 中 ,整体 坐标 系 (za s х2» x3) „БАЊЕ (х » X25 z) ,局 部 坐标 系 的 原点 取 为 хз = Z; + Zi 为 
第 ; 层 的 中 面 的 zs 坐标 。 两 种 坐标 系 的 单位 矢量 均 取 用 el е, е. Maurini, Pouget 和 
dell'Isola 认为 侧 向 正 应 力 cz 对 粱 的 变形 有 较为 重要 的 作用 ,因而 利用 式 (11 - 136335 2 
考虑 切 应 变 ,但 考虑 oo 的 梁 的 理论 。 为 此 ,他 们 提出 下 列 假设 : 

(1) 机 械 位 移 适 用 等 效 单 层 梁 的 Euler - Bernoulli 变形 的 假设 , 即 


UCT» Tz» ху) = Cul) — zsus, i (х) Je; + из Ca )ез (11-137) 
略 去 厚度 方向 的 应 变 , 由 上 式 可 求 出 


Еб» 23, хь) = [ef (х) — zr (х,у) Je Oe 


ef? = м 2000, (0 = изу, ©; = Ху — Z, (11-138) 


AP к (x1) 为 梁 弯 曲 的 曲率 半径 的 xi 分 量 。 
(2) 电势 沿 层 厚 度 线性 分 布 , 不 同 屋 之 间 并 行 连接 , 故 对 任 一 : 层 有 


| s T29 х3) 一 (1/2 + nzi/hdV> E = EY es 一 一 m V /h, (11 - 139) 


AP V 是 梁 的 两 个 电学 端点 间 的 电势 差 , 沁 是 常数 。 
(3) 层 内 应 力 线性 分 布 , 计 及 侧 向 应 力 ,但 不 计 切 应 力 , 即 


ao? (zi > Trs ла) = Lot? Cx1) — z; çP (21) Jer @ € + Los” (21) — z; $$? (21) Jes 69) е; 
(11-140) 


式 中 of?, of? 代表 层 内 常 应 力 项 ,zx; 61”, z 5 多 代表 层 内 线性 分 布 应 力 项 。 
(4) 层 内 电位 移 沿 厚度 均匀 分 布 , 且 只 有 分 量 Ds , Вр 


D°” (x, » Los хз) 一 DY e, (11 一 141) 


根据 上 述 假设 ,广义 应 力 可 表 为 go = [of? 610, 057, GP Ja D = {DY Ar. 
粱 上 作用 的 外 力 有 


F=T*e,+P*e, M=——M'e, ф= V* (sü D, = Q*) (11-142) 
zs 方向 梁 的 端面 的 边界 条 件 可 分 为 儿 种 。 自 由 弯曲 模式 : 侧 向 法 应 力 满足 合力 为 零 的 条 件 
М, = |. odas =0, M, --[. toda; = 0 (11-143) 


式 中 as 是 垂直 z, 方向 梁 的 法 截面 。 平 面 应 变 和 平面 应 力 的 端面 条 件 分 别 为 
E22 一 0( 平 面 应 变 ) > Or 一 一 0( 平 面 应 力 ) (11-144) 


利用 假设 (1) 一 (4) , 按 本 构 方 程 (3-32) 中 的 第 四 式 .(11-140) 和 (11- 141), 梁 的 单位 长 
Ж ЕА E ДШЕ Фф) 


= 
= 


w+ Ü 


К 


EDE ps a a ri n 


N 
1 G) WG . А | А А А А ; А ` . 
F, 一 >) [z4 i s$ agi? + JO 9 609600) HAP gal? DE __ FA pe ре” | 
i=l 


(11-145) 


KPA? = LA? 是 梁 的 每 一 层 的 横 截 面 的 面积 ,J = L.A /12 是 每 一 层 的 横 截 面 的 惯性 
E.L, ABE zs 方向 的 宽度 。 首 先 讨 论 自 由 弯曲 模式 。 为 了 满足 条 件 (11 - 143), 引 入 
Lagrange RF À 和 A，, 则 修正 后 的 广义 变 分 原理 式 为 


ol” = 0 
N N 
IT` = |, 2,06 В) дт, — >| A® DP EP ат, — У}, (A® gf e 十 了 ск? уал, 十 
1 i=l 1 i=l 1 


| (fynu: + fuus t fru, )dx, + (N° uy, + М“ uit T* Us dot, 一 和 ”YY 一 


[acer дв, Jer + | иб (| ordas Jaz: 


(11-146) 
AF LERET 方向 的 长 度 。 
ГА - | Tidl, fu = 一 | ата, f, =| Ti df 
Ф g£ Fa 
(11-147) 
N: = | T? daz, М" =- | Tida, T° = | Т; da, 
а а а 
式 中 SABAH а, HERR., ES 
es? = ACz) — Z; K> ° K; = p(x) (11 — 148) 


则 有 


N 
ia (x) (1. oz даг а. + [а (=) (小 z362 daz СЕ = [А 2) CAP oP e + JP GPP dz 


由 上 式 可 见 ,zs 方向 的 0， OA SA 21 方向 的 (zi ’ za) 相 类 似 的 意义 。 
由 式 (11 -146) 关 于 ил, р 的 首次 变 分 为 零 ,可 得 平衡 方程 


futNin = 0, fua — fr Ми = 0, | adn —Q" =。 


N, = STAM of? м, =— УЛА 2 of? + SEP, q= SAO уру 
(11 - 149) 
和 两 端的 自然 边界 条 件 
(N, —N*)8u, =0, (M, 一 M dusa +(T* + М, + /м)8и = 0 (11-150) 
由 式 (11 - MORFE, D 的 首次 变 分 为 零 ,可 得 局 部 本 构 方程 
© = а? арР, KP = SP SP, Ep =— gol? +В D 


ә ~ 
i Da Ci SG) FD G) FO COD G) we ZG. (D о рО 
o? = СР Pe —е EPs 61 = Сик, P == — ере) tHe Ез 


(11-151) 


由 式 (11 ~146) 关 于 4，, 的 首次 变 分 为 零 , 可 得 式 (11 - 143). 011-1410 HCY, 8, VR 
一 些 折算 后 的 材料 常数 (对 应 于 e -ez 面 内 的 平面 应 力 和 沿 e 的 单 轴 电 位 移 ), 易 于 求 得 


~ ~ 
(E) _ su (ЕУ __ S12 ~ аз 
Cu 2 ?9 С — 3 25 езу 一 


— ° Єзз 二 8 一 一 2 
511 512 $11 一 Siz S11 二 S12 В 


зз Su + Siz 

~ ~ ~ ~ (11-152) 
Cy = CP +ë, / E33 9 Cr = CP + ey / E33 

除去 式 (11 -143) 代 表 的 自由 弯曲 模式 ,对 于 宽 梁 ,常用 平面 应 变 模式 , 妈 ez = 0, 此 时 变 分 公 

式 (11-146) 中 没有 含 Lagrange 乘 子 的 项 。 对 于 罕 梁 ,常用 平面 应 力 模 式 , 即 o2 = 0, 此 时 变 


分 公式 (11- 147) 6 Lagrange 乘 子 的 项 应 当政 为 
N 
=f ID Gayo] (ал) + pu Ca) SP (a) Jda: (11 - 153) 


上 述 理论 提供 了 获得 更 好 方程 的 方法 。 


11. 7 电磁 非 线 性 薄板 的 一 阶 近 似 理论 


11.7.1 基本 假设 


工程 中 大 量 使 用 置 于 空气 中 的 电磁 非 线 性 薄板 ,但 现 有 文献 中 存在 的 理论 差别 明显 ,本 节 
在 小 变形 的 情况 下 讨论 电磁 薄板 的 一 阶 近似 理论 。 令 坐标 系 原点 和 жу, z, RF PE zs 
垂直 于 中 面向 上 , 板 向 上 弯曲 。 在 薄板 理论 中 ,zs 的 作用 和 (zx;， zz) 不 同 ,将 单独 写 出 讨论 。 
薄板 理论 并 不 严格 服从 三 维 理论 , 需 做 近似 处 理 , 取 用 以 下 基本 假设 : 

(1) 和 经 典 理论 一 样 , 设 Kirchhoff 假设 成 立 ,变形 前 的 中 面 法 线 变形 后 仍 垂直 于 中 
Щщ. 212] ‚р 


— 0 0 0 — 0 0 — — 
Uk = Ug — Z3 U3, ko МЕ = uk (ZX1, x; 9 t), ГА = 0, k=], 2, 3 


或 Ws 一 好 (Ta 有 一 2 из = Wz, Zx, t), a = 1, 2 (11-154) 


= —, — 0 — 
Ега 一 Ма Uga C Хз Ыз, ә E33 一 O, us, 十 U3,2 = 0 


Wi1,3 十 za 一 0， te 十 lz, 一 (ui,e + wu2,1) — х3 (thn + Иң) 


thw! 是 中 面 上 点 的 位 移 ,u 是 板 内 任 一 点 的 位 移 。 本 节 中 希腊 字母 的 下 标 取 值 (1，2) ,英文 
字母 的 下 标 取 值 (1, 2, 3)。 

(2) 和 经 典 理论 一 样 ,假设 cs (а = 1, 2) Шоп, oz» oz 小 一 个 数量 级 ,因而 只 计 cs 本 身 ， 
不 计 它 产生 的 应 变 ; 完 全 略 去 oss 。 

(3) 设 电 磁场 仍然 服从 三 维 理论 ,不 受 位 移 近 似 的 影响 。 但 为 了 和 经 典 板 理论 一 致 ,把 电 
势 和 磁 势 因 迁 移 变 分 而 产生 的 电磁 力 简化 到 中 面 S 上 或 其 边界 线 L Е, dS = алах. 


11.7.2 控制 方程 


置 于 空气 中 的 电磁 板 , 完 全 被 空气 所 包围 ,所 以 只 存在 界面 ,没有 自己 独立 的 边界 ,同时 空 
气 不 承受 机 械 力 ,所 以 环境 中 只 有 电磁 场 的 作用 ,没有 机 械 力作 用 。 对 于 不 考虑 体积 力 ,无穷 


EEE а-а: —Ө 


жаа е—Ө 


远 处 作用 有 均匀 磁场 的 小 变形 问题 ,第 三 章 中 有 限 变形 一 般 理论 的 变 分 方程 (3-83) 可 简化 为 
òH = П, + òl — Wt = 0 


ФП, = Jl ,8dV — 20°, òl = | .edav 一 awe 
SW* =— I, pti,du,dV -一 f, pedgedV 
OW * envy __ | eag™dy +| „ы 619" б" da +Í aB evy д" da (11 = 155) 


awit = | ы Т; “и, да -| „o“ "gda 


E7 (1/2) Cie ge er — (1/2)е„Е,Е, — еы E, Ер — (1/2) ЕЕ je x = 
(1/2) pu HH, — ев Н,е; 一 (1/2) НН jeu 


由 于 讨论 小 变形 , 故 Twen 已 被 略 去 。 按 假设 (3), 电 磁场 服从 三 维 理论 ,在 第 3 章 已 详细 讨论 
过 电场 ,磁场 也 类 似 , 不 再 重复 ,下 面 只 讨论 力学 方程 。 在 方程 (11 -155) 中 应 用 假设 (1) 和 (2) 
后 ,有 


[,омашаау = | омаду | абаа + aba )dV = | ошди„ду — 
[атавай dV = | Í os dx, диб рлу dz; 一 [J osz: dx, 8us..¢dz;dz2 = 

| Nn bul dl — | Na ba 45— | Mang.dL + (11-156) 
| anb dL — | Moo Bu dS 
[asua ay = Гра — эй BCL — za) dV ~ | 18145 

式 中 


h h А h 
Мы — | (ren xs > М.в = | свз лз ‚р = | pars (11 一 157) 
— —h — 


注意 到 在 中 面 上 有 п, = 1, n = 0, 在 侧面 或 上 上 有 ?zs 一 0。 作用 在 板 和 空气 的 界面 上 的 
电磁 力 可 简化 为 


uppe: 


Jn ðu, dS = Ker = М Мул ðu, dL + 


— envM 
бзр 


А 
M м M M 
| ag Tio Qu, da 一 | ыб» n Ou da = || , (оз — om )dzr;n,ëu, dL + 
а а 一 
upper 
1 


м 
| (озь 
Б ower 


К p“ — р М)би,48 = | о — NEM ул Su dL — 


lowe: 


(11—158) 


| «мй — Miyu) ndu + | Ор — paul ds 
| | 


式 中 


of = (DE, + BH,) — 0/2)(D,E, + В„Н „)8ь 

ар = (DES + BPAY) — (1/2)(РТЕ" + BY H2")8, 
А h 

NË = | ах; , МУ 一 78 ’ pe = on 


upper 


(11-159) 


lower 


upper 


h 
en M __ M M — 
NS = | б“ dx; , М“ = og xdr N р“ = on 
—h 


lower 
式 中 [А] = 一 А upper — Aser 。 mA 的 电磁 力 为 

| a. šu, V = | a.s dv | влыдызау = 

(11 - 160a) 
J. ММ ,Su dS 一 |, МУ „ёи. .as 十 | р“ 8и dS 
5 
由 于 板 很 薄 ,可 设 см Al x, 2696, Вр о = су(ху, 22). ВТ (11 -16046A 
h 
[виду = NB aM. dz; ğu, dS = 


(11-160Ь) 
[ Nisowds—| ME aa as + | aasds 


h 
式 中 у = | odors. 界面 上 给 定 的 外 力 是 
[Ti duda = | Pradads 二 | PeaudL — | Mitad, d. 


upp! 


pr 过 -一 T? itf 


‚ “GE S E); pri -р Tr "dr, МГ =f Ti “zdz; (ТЕ L, E) 


(11-161) 


由 式 (11 一 155) 和 方程 (11 – 156) ~ (11 一 161), 可 以 得 到 有 关机 械 力 的 变 分 公式 ,但 需 作 一 修 
正 。 按 式 (11-154) 有 es = 0, 但 按 与 横向 力 Pi” 的 平衡 条 件 有 cs Z 0, 这 种 矛盾 只 能 用 近 
似 方 法 处 理 。 由 式 (11- 155) 和 方程 (11-156) 一 (11-161) 知 ,简化 到 中 面 上 的 cs 已 由 已 :天 


近似 考虑 ,但 自由 边界 上 的 ns 没有 考虑 。 为 此 , 变 分 公式 中 需 增 加 一 项 | Qn dusdl 其 中 
Q = | ada, 从 而 最 终 有 


-| [CN 十 Ne) 一 6 让 十 大 ”一 加 十 加 диа дз + 
s 


| ГМ. Д N% — Nay ) ng — P: ]8м°д1, 一 
L 


| Fo + му) FAL 0а + Ср — р) + pi “184 + 1-162) 


| СМ. + MM) „п + Ong ИК + (N — ММ) ng Јдиз dL 一 
L 


| [Mang + СММ — Me™) ng = М" ]8us,, dL = 0 
L 


由 式 (11 - 1622 ,得 到 板 的 平面 问题 的 控制 方程 
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ra 


3: 
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ESS AEA FT TIN 


кй #е—Ө 


(Nae М р Р — ру + pi" = pil ОЕ SAD 
(Nig + Nae ММ л, = PI" CEL, Б) 


由 式 (11- 162) ,得 到 板 的 弯曲 问题 的 场 控制 方程 
(Mig + ММ) pe + fate + Cpe рМ) + pi = pile S ру) (11-164) 


通常 MY..。，A 较 小 ,可 以 略 去 。 下 面 较 详 细 地 讨论 板 的 弯曲 问题 的 边界 条 件 。 令 xz,, z; 分 
别 和 边界 二 上 一 点 的 法 线 和 切线 1 一致 ,改写 式 (11 - 162) 中 板 弯 曲 问题 的 边界 条 件 为 


(11—163) 


M мМ __ envM +t | M envM 0 __ 
Ju aß + М.в Mig Dang + Qan; Р; | (Ni Ма Jng ]8из dL (11-165) 


[| Man + (Mz —М “уп, — Mi "lõua dL = 0, a, Pont 


表面 上 上 式 有 三 个 边界 条 件 , 但 实质 上 只 有 两 个 。 通 常 板 的 三 种 边界 条 件 可 讨论 如 下 : 
(1) 固定 边 。 按 给 定位 移 边界 上 的 变 分 的 先决 条 件 ,要 求 bu3 = 6u3.。 = 0, 即 要 求 


uy = и9*, Ubn = ий? (11 - 166a) 


RH ”和 ww 是 给 定 值 。 条 件 ul = шщ 已 包含 在 ww3 = uy’ 中。 
(2) @ жоЛ. RACI- 1654 


и = u", М, Б (ММ М) = Му" (11 - 166) 


AP М, = Mn。 
(3) 自由 边 C。 由 式 (11-165) ,得 


M, 十 (MY — Me™) 一 Mz" (11 -1660 
(M, +МУ МЎ) TQ, 二 NM 一 NS 一 Pi 


式 中 Ms 已 改写 为 Mi*"。 从 上 面 的 讨论 也 可 看 出 ,通常 板 的 三 种 边界 条 件 可 以 由 一 般 理论 
自然 地 导出 。- 


11.7.3 软 铁 磁 板 例题 


作为 上 述 理论 的 一 个 应 用 ,讨论 位 于 均匀 磁场 中 的 软 铁 磁 板 。 位 于 磁场 中 的 软 铁 磁 板 初 
始 处 于 平板 状态 ,但 在 横向 磁场 的 作用 下 ,超过 临界 值 后 便 发 生 弯 曲 或 失 稳 *"*”; 软 铁 磁 板 
的 振动 频率 会 随 面 内 磁场 的 大 小 而 改变 ["'H。 这 些 现象 曾 引 起 过 困扰 。Zhou 和 Zheng") ё 
提出 一 个 变 分 原理 来 讨论 这 一 问题 。 我 们 将 用 上 面 提出 的 理论 更 统一 和 合理 地 解决 这 一 
问题 。 

设 板 上 没有 机 械 力 作用 ,因而 只 有 磁力 作用 在 板 上 。 下 面 只 讨论 弯曲 问题 。 按 式 (11 - 
164) ,作用 在 板 中 面 上 的 磁力 为 


upper 


Ma + рМ t Ср" — pt), рУ = os 


lower 


вй = (BH; — B"H, да), “= В,Ну, o¥= (1/2)(В,Н,—В,Н,) 


(11 - 167) 


对 环境 有 类 似 的 公式 。 可 得 到 В = po HY (空气 中 )，B; = #H,, ñ = рор, = na (1 + X), Ж 
中 и. 是 相对 磁 导 率 ,X 是 磁化 系数 ( 板 内 )。 界 面 上 的 连续 条 件 是 

Н“ = H,, BY = B, MHS = (a/u) Hs (11-168) 
略 去 Misa рч ‚Ж T3 方向 作用 在 板 上 的 磁力 为 


upper 


pe — ру = (1/2) (Be He” — B, H,) 一 (B"H — B,H,)] 


lower 


(1/2) ФН,Н, — po H.H.) — (1—Z/u) АН] 


upper __ 
lower = 
upper 
(1/2) (pope ХНЗ + po XH,H.) | 
(11-169) 


当 外 磁场 为 H = Hi, 时 , 式 (11-169) 大 体 上 和 Eringen[27 的 公式 一 致 ; 当 外 磁场 为 吾 = Hi, 
时 , 式 (11 -169) 和 Zhou and Miya P 的 公式 一 致 (可 能 差 一 符号 ) 。 上 述 两 个 磁力 的 公式 能 得 
到 和 实验 一 致 的 结果 。 


11.8 压 电 复 合 圆柱 充 


11.8.1 无 限 长 压 电 圆柱 型 薄 壳 的 圆柱 状 弯曲 


本 节 讨 论 图 11 -5 所 示 的 两 端 铵 支 的 无 限 长 压 电 圆柱 薄 壳 的 圆柱 弯曲 ,由 正 交 各 向 异性 
材料 组 成 ,采用 图 示 的 圆柱 坐标 系 , 设 上 、 下 层 为 薄 压 电 层 ,中 间 层 为 非 压 电 的 基体 层 。 由 于 图 
ВАК, ИЕА д (е, OM RRM, ААК = 无关。 在 圆柱 坐标 系 中 的 控制 方程 .广义 
平衡 方程 广义 位 移 应 变 方 程 和 本 构 方 程 分 别 为 


基体 层 
下 压 电 层 ( 传 感 层 ) 


图 11-5 无 限 长 层 状 圆 柱 沉 结构 


Or,r +s. fr + (о, — ов) /r 一 0， б.г + ов / + 20 fr = 0 
D, +,р,, + Das = 0 


(11 -170a) 


= Urr? € 一 (ugg +u,)/rs Yr == С — ug) /r + wo, 


Er (11 - 170b) 
E, 一 一 gr， E 一 一 p. r 


жуын ШЕП аги —@ 


о, = Cue, 十 Св — ез3 Е,, o = Cizer + Cres — ea E, 
Gra = Cis Ya — eE D, = esse, tences terE,, Ds = eis Yro +e, Е, 


AAC, 等 应 当 理 解 为 折算 材料 系数 。 边 界 条 件 是 : 
(1) Pasa BEM :и, = о, = сы = 0; p= 0, 0 = 0, b 
(2) 压 电 层 和 基体 界面 连接 条 件 ;wu,，ws，o,， ow HERE. g = 0 (11-172) 
(3) 上 压 电 层 外 表面 :o,; = дьзїп p0, ow = 0, ф = Vsin pd 
(4) FRA RAR 0c, = co = 0; D, = 0 
式 中 P = mx/ Ü + m 为 整数 ,V 和 go 是 给 定 值 。 
满足 楼 端 w = оо = р = 0 Н) BE BJ E RIA) BY. Chen, Shen 和 Мапа н FE x 
位 移 


(11-171) 


и, = u, (r)sin рд, us = ua (r)cos рд, Фф = polr)sin pO (11-173) 
把 式 (11-158) 代 人 (11-154), 并 利用 式 (11-155) 和 (11 - 156) ,对 压 电 层 便 得 


Cy С 十 ao) (Cop + P Cog) F: 一 pes +C) Heo + pC + Css) Ze 一 ёз Е = 0 


r r? 


pCi + Сев ) 


Hro + pCa + Css) "т + Cos СА + #2 \— (p° Cop + Сы) = + pen £ = 0 


r r 


7 , 
и 


, 
ea “© — рез ua. (gh +E) pre, É =0 
r r r r 


(11-174) 
式 中 对 任 一 变量 EO f =f. f Р HFERE Euler 齐 次 方程 , 故 可 设 其 解 为 
и (к) = A,r', ua (r) = Az", @ (r) = Ат" (11-175) 


把 上 式 代 入 (11 - 174) BB A, А,, А, 的 本 征 方程 ,由 其 前 的 系数 行列 式 为 零 , 得 

Аз + Bs! +Cs? +D = 0 

А == CG; e, 

B = [Cy (p? C; + Сы) + Cos (Con + p? Cos) 一 大 (Cu + Ces)? Jer + 
p? Cy Ces eo + (Cog + РС ) е 

C = [一 (Cs + p? Cog) Cp? Caz + Cog) + p° (C,, + Coe? Je, + [p* (С + Cos? — 
p? Cu CP? Caz + Cse) — p? Cse (Со + p2 C, ) Jeg + [2p2 (Со + Cos) 一 
(р? Cx + Сьв е2, — p (C; + р? Се) Jes 

D = [ p? (p? Cu + Css ) (Crp + p? Cop) — р СС» + Coe)” Jeo 


(11-176) 
上 式 可 化 为 标准 的 代数 立方 方程 
з = 0 
0 +8017 , (11-177) 
_ e B, pB =3AC ,_ 2B —9ABC +27A*D 
Q=s sq = ЗАЎ ' 27А? 


根据 户 /4 十 于 /27 为 负 值 . 堆 和正 值 ,上 式 的 根 分 别 为 3 个 相 异 的 实 根 、3 个 实 根 中 至 少 有 


两 个 相等 以 及 一 个 实 根 和 一 对 复 根 。 按 式 (11-176),s 有 6 个 根 ,7 一 1 一 6, 对 每 个 可 找到 
—H Ay Ау, Ap) 且 其 中 有 一 个 是 任意 的 。 从 而 式 (11 - 160) 的 通 解 为 


6 6 6 
Uo = > TA; Й Ug 一 SAH ari . Po = SAH „к 
j=l j=l j=l 
Нь = {pl (Ci + Сьв); + (Cr + Coe) ] (es? + 2 е) — pens; }/А (11-178) 
Hy =— { (Ces? — p° Cae — Сы) + PLCC + Со); 十 Co + Се |} esis;/A 
А= (Css 52 bp’ С» — Gss) ( eS; + рге) + рей 
式 (11-174) 中 的 头 两 式 在 略 去 含 p 的 项 后 , 便 是 中 间 基 体 层 的 控制 方程 ,因而 可 采用 和 上 面 
相同 的 解法 , 即 仍 采用 式 (11 - 175) ,不 过 其 中 无 含 m 的 项 。 由 此 可 得 到 4 次 方程 
Bs‘ +Cs? + D = 0 
B= Cu Css 


| ; (11-179) 
С =— Css (Cog + p? С) — С (Се + Сьв) + p (С 十 Сы) | 
D = (Ca + p° Coe) (С. + Се) — p’ CC + Coe)? 
因此 ,中 间 基 体 层 的 解 为 
4 4 
йу 一 В,НтЗ Й и = В” 
i > ú 2 (11-180) 


H, = p[ С» + Cog 5; — (Cre 4 Css) Д/[ Сиз; — (Cz + p? Ces) ] 


从 而 共有 16 个 未 知 量 : 上 压 电 层 6 4 A;, FEER 6 个 А, 和 基体 层 4 个 BINA 16 个 边 
FRE :两 个 界面 各 4 个 ,上 .下 表面 各 3 SAMO = 0, 6, 时 的 ox = 0, 因而 问题 可 解 。 


11.8.2 压 电 圆柱 壳 的 一 阶 剪 切 变形 理论 


下 面 讨 论 图 11-6 所 示 的 一 个 厚 互 ,平均 半径 尺 , 长 二 和 由 正 交 各 向 异性 材料 组 成 的 径 向 
极 化 的 压 电 圆柱 老 , 采 用 图 示 圆 柱 坐 标 系 (z，0，z) HP, 0) 位 于 中 面 上 , z 沿 中 面 法 线 方 
向 , 即 沿 圆柱 半径 方向 ,这 和 常用 的 符号 不 同 。 在 一 阶 剪 切 变形 理论 近似 中 ,Kapuria， 
Sengupta 和 Dumirt29 提出 机 械 位 移 可 设 成 下 列 形 式 


图 11-6 有 限 长 层 状 圆柱 过 结构 


gH 


ЕЕ 


ЕЕЕ er ке И 


а 
ad 
= 
理 
论 


и = и (х, 0) ф(х, 0), x= 0 (z, 0) + xg: (z, 0), ш = и? (х, 0) 
(11-181) 


AP w, 17, w 分 别 为 中 面 上 没 z. 0 和 xz( 法 向 ) 方 向 点 的 位 移 ,yp 和 yo 为 中 面 法 线 转角 。 相 
应 的 应 变 为 


є, = и, Бзр. єє = (© HE epee H/R), е, = 0, Y, = ф + ш, 
Үк = or 十 Cw, — v° —2¢,)/(R+2); Vor = vt (us + 2q¢1,.6)/CR + z) + фә» 
(11 — 182) 


通常 按 下 式 定义 中 面 上 的 合力 Nas №, N.a, Na RADA Qo Q, 和 力矩 М„, Mes 
М, Ma 


М„, №,, М.» Nez Af2 1 2 2 
(м, My, Mays м )= М еа), 90° os (1+ р), а |de 


(11 - 183) 
А/2 
(Q., Q) 一 | о. (1 +z/R), on Ide 


平衡 方程 为 


Naa + Na fR+ p, =0, (©, N, .)/R + N.a... + Po = 0 
Qrt (Q, — N,)/R + b, = 0 | 

M + M, /R—Q,--m,= 0, M,,/R + М, — Q, +m, = 0 
(pes Pov b.) = CO + z/R) loas das о.) ] Zas Onas me) = [ (1 + 2/8) (о во) ] нь 


式 中 pas Por Per Mey ту 分 别 为 外 加 体积 力 和 力矩 。 边 界 条 件 通常 取 为 

N, Ru’, Noo, Q B ш°, М, 或 yi， Ma È p: ЧЕ т 一 0 或 工 ) 

Ne а и", М, Rv’, QR ш", Mo 或 yi， M, 或 加 (在 0 = 0 或 д0) 
sth 0, 是 圆柱 壳 张 成 的 角 。 利 用 本 构 方 程式 (11 -94) 和 (11 - 95), 可 以 用 位 移 表 示 平 衡 方 
程 ,此 处 从 上 略 。 对 于 多 层 复合 壳 , 可 仿照 前 面 的 方法 处 理 。 

在 许多 工程 问题 中 ,实际 上 机 械 场 和 电场 之 间 的 相互 耦合 作用 ,并 不 完全 考虑 ,而 是 把 多 
层 压 电 复合 壳 当 作 整体 处 理 ,求解 上 面 讨 论 过 的 方程 。 下 压 电 层 作为 传 感 层 , 把 壳 的 变形 转换 
为 电信 和 号 ,传人 控制 系统 ,处 理 放大 后 ,反馈 电压 到 上 压 电 层 的 调控 层 , 由 于 反馈 的 电压 很 大 且 
是 已 知 的 ,所 有 机 械 场 引 起 的 电场 可 以 忽略 。 这 样 一 来 ,求解 这 里 的 一 阶 剪 切 变形 方程 已 足 
够 ,并 不 需要 像 前 面 那样 ,求解 两 者 的 耦合 场 。 

FED p = ws фе = Сий — щш 6) /R W| Yor = Yor = 0, 圆柱 壳 的 一 阶 剪 切 变形 理论 退化 
为 经 典 圆柱 壳 理 论 。 


11.8.3 ”内 充 流体 的 中 空 圆 柱 压 电 壳 的 三 维 自由 振动 分 析 


1) 基本 方程 

本 小 节 用 三 维 理论 直接 讨论 内 充 流 体 的 多 层 泛 函 梯度 中 空 圆柱 压 电 壳 的 三 维 自 由 振动 问 
题 。 假 设 壳 的 内 半径 为 尺 , 厚 度 为 六 , 轴 向 长 度 为 二 。 采 用 圆柱 坐标 系 (~，0，z) ,在 轴线 方向 极 
化 的 正 交 各 向 异性 圆柱 壳 的 基本 方程 如 下 所 示 。 

几何 方程 ; 


(11 - 184) 


(11-185) 


Er = Urro єє = (ugg H u,)/rs 2em = (ир — ug) /r + uy, 
Er = Uses 28, == Urr Би... 26. 一 ts 十 zeo/r (11-186) 
E, =—ф„, Е, =—ọuo/r, E, =— e,. 
本 构 方 程 : 
с, = Cue, + Cizes Cises — ез ЕЁ„, op = Cire, Суз, + Core, — eg E, 
с. = Gue, + Coseg Сззє, 一 ез ÉE,, oo = 2Сиє. — er Es 
Ore = 2С, — es E,, on = ?Свє н, D, = 2ese Hen E, 
D, = 2erse0: 十 ez Es, D. = ene, F eeg 十 esse, Hez E, 
运动 方程 (不 考虑 体积 力 和 体积 电荷 ) : 
Orr оніо + Ка, — 09) /т = рй, ow авв ов. Б 2own/r = pus 
бе» + бе а/ T FOr To, іт = püss D,, + D,/r + Di.,/r + D.., = 0 


(11-187) 


(11 - 188) 


Chen, Bian, Lv 和 Ding!” :21 采用 状态 空间 方法 进行 分 析 , 把 式 (11 - 186) ~ (11 - 188) Be 
写成 


Y,=MY,Y=[u., Ugo Ors D. , Orz 3 Оез Ups eJ]! (11-189) 
式 中 M 为 8 X 8 ЮЖ, HRW 
My = bp = 28, M; = “=, My; = ə, Mn = Ma = Ms = 1м, = 9 My = > 
a a Oz 2 С 
k k C 
Ma = 36 = Ma 一 一 一 29, М», =—My = д, My = —(@—1) 
_ ə _ 08 ‚А _ ho O að kð 
М» Əz 9 Ma, ae + 72 , М» Mi roz’ Mu 72 oe? дг 
— __ Cez +k) ə ĉ31 ә E22 Ә ks oO 
Ма = Ма rogoz ' Me 一 Cy Oz’ Ms roe 十 Oz" 
М. po Ca Ә k, 9 М. 一 —— (Ca +k) а = Ca Ә 
51 аё POG? =Z n 52 1 — -aaz _ D0 oz n 53 С. Oz 
ә kə оё kö Co С: Ә Сы Ә 
М. — ёи __ Rs , Me = __ АА __ баа А _ 12 ‚ M, = 一 1 
Ы ror Ə — @ тә Әг Мз Card n Cy Əz 
— C: Ə _ 1 _— б =— ёз © Gs = 
Mn = Curae’ Ма = Cy , " Cur’ Ma Cy Oz’ Ma a , йя Ms ° 
(11 - 190) 
式 中 
C: СС С 
а = Css Ell + e; Й ki 一 Cr С 9 Р, 一 Сз Сү Ë, = ëz 522 
C: C 3 
А, 一 Сз» -E> ks = €33 — ta, ky = ss +e 
(11-191) 


对 于 两 端 简 支 和 电学 开路 的 绝缘 壳 , 其 边界 条 件 为 


“gifs 


ГЕ 


Ж ЕЕН Par | 


u, = му = o, = D, = 0(z = 0, L) 
2) 解 的 形式 
满足 式 (11 - 192) 的 解 可 设 为 
н. К, и. Ор) соз тп cos пб 
РА Ry и, Ор) зіп mx 5 sin пб 
в. См. G, (7) sin mx © cos пд 
D, 2 < y Саа єзз D, (р cos m= 6 cos пд ы 
Y= > 一 > > _ ree 
бы m=O n=O Cu 5,- (7) cos mx © cos пб 
Ong Cas G, С) sin mx 6 sin пб 
и, Ro z, (т) sin mz $ cos пб 
p R, м С, / єзз ФС) COS MT ç cos пд 


式 中 К, =R+h/2, y= r/R, ç = z/L, 为 量 纲 一 量 ,m， п 为 整数 ,ww 为 圆 频率 。 


193) 代 入 (11 -189) ,可 得 待定 函数 Y 的 方程 


ç _ = ç — tro nmọ 
Y, = МҮ, Y = [и„, Ив» Or? D,, Ore 9 Оу» Urs Ф] = е TY, 


BY, 为 待 求 常 矢量 ,N 为 8X8 的 矩阵 ,其 元 素 为 


(11-192) 
(11-193) 
把 式 (11 - 
(11-194) 


Ny = М» = е; „Са ess / СС en + els), Nis = C, eu / (Css en +s), Ny =—A 


Nz = 1/2, М = С/С, № = n/n Na = d,A/n» Му» =— dsn/¥ 
(С/С — 10/9» М; =), Ns =—n/i, Мз; =— 41р — Q 
Ма = Naz =—dd/ns Na = № = ean’ / J Cis езз 7 + dea? 


2. 
| 


Na =— Cez / VCuess + d.)nÀ /з}» | Nas 一 一 №, 一 一 e314 VC4 /Cu fess >» Na 一 一 1/7 
Ма 一 一 ezz72 /es —d;i’, 51 一 п? Гар — 4,4? — 0, М; 一 No 一 一 (1 —d,)nar/y 


Nss =—Cya/Cus N; 一 一 177， № = dya/y> Ne = А = din / f = a 


Ne = Сзп/ Са» № =— 2/1)» № =—dsn/m , Nes =— (ea/ у Cu eas +d,)ni/y 


Nn =Cya/Cus № =— Cuen/CumT Nr = Ca / Cu 
Ny =— Ci /Cu m Nea 一 一 Съз єзз / СС єп + eis), 其 余 Ns = 0 


式 中 
_ Котт 2 _ Row" p _ Съ Сз _ Сз — E33 Ciz €a: 
À 一 3 2 一 . d. 一 ЕД 2 一 
L Cu Cn Cu Ca af С, 4eis Cu af Caa €33 
H C e Cre А 
4 = 12 — 22, a — 32 12©31 , d = 1+ 31 ; 4 
i CuCu Cu ' V Cu єзз Cy y Cu ess ° Cu 
3) 边界 条 件 


(11-195) 


6 一 — - 
€33 Cn Cu Са 


(11 - 196) 


上 面 的 解 已 满足 两 端 简 支 和 电学 开路 的 条 件 , 现 在 还 需 使 Y 满 足 贺 柱 的 内 、 外 表面 上 的 边 


界 条 件 。 因 圆柱 充满 理想 可 压缩 流体 , 故 需要 讨论 最 简单 的 流 固 耦 合 问题 ,以 给 出 机 械 边 界 条 
1220 。 小 扰动 时 ,线性 化 无 旋 理 想 流体 的 运动 是 有 势 的 , 它 服从 方程 
Ф—с}мФ=0, ®т,=шй,= УФ, с = (Әр,/ dp) р, =—р,Ф 
o 1 ðf j 1 2 ә (11-197) 
Y r ar | Ər +5 OF Əz 
式 中 Ups Urs Ds су, Py? Or 分 别 是 流体 中 的 位 移 .速度 RES SHR .流体 压力 和 密度 。 
在 流体 和 圆柱 壳 的 界面 上 ,法 向 速度 和 法 向 应 力 必 需 相 等 , 即 圆 柱 内 、 外 表面 的 边界 条 件 是 
0, = Ups b, to, = 0, or = 09 = 0(r = R, R + А) (11-198) 
根据 式 (11- 197) 和 > 一 0 时 速度 有 界 的 限制 ,对 于 任意 的 (m，z) ,可 设 
Ф = BB, («ye зїп тт б cosn0, к? = (щЁ„/с,)* — (mR, /L)’ 
B, Cen) = ], (ктр) к? 220; B,C) = І, (кэр) кё < 0 
式 中 BOWER ARI, (кар), І, (ic7) 分 别 为 第 一 类 和 修正 的 第 一 类 Bessel 函数 。 一 般 解 可 由 
式 (11 - 199) 代 表 的 解 玖 加 而 成 。 利 用 在 圆柱 表面 w = vp Mu, = wp， 由 上 式 推出 


vp = @., = (x/Ro) BB, (Qe sin тт $ cos п@, £ = кт 
и» = (аш)! C/R) ВВ’ (2) еї“ sin mr S cos n0 (11 ~ 200) 
р, =— ip, wBB, (é)e sin mx $ cos n0 = (о,/к) Кво? СВ„/В„) uç, 


式 中 BORK В,С) еВ К. ЖШ ИШЕНИ ККЕ s J РЕА Om, nd or BORA 


(11-199) 


2 2 = 
7, ана = L PE R o 2, œ a,c = Се (11-201) 
K р с, „ Ск) p 


Жр с, WEA HRD WH. 4 r= RA e r = REAM = zLCR+ h)/R1., 
圆柱 内 、 外 表面 上 给 定 的 力学 边界 条 件 通 常 是 式 (11 - 198) ,而 电学 边界 条 件 要 分 以 下 两 
种 情况 : 
电学 开路 : D, 一 0, 或 电学 短路 :5 = O07 = R, RTA) (11-202) 
4) 频率 方程 
式 (11 -194) 中 的 了 = ew Y, 把 外 表面 的 物理 量 和 内 表面 的 量 联系 了 起 来 。 代 和 人 内、 外 表 
面 的 边界 条 件 便 可 求解 问题 。 特 别 是 当 内 、 外 表面 的 给 定量 , 除 表面 的 法 向 应 力 等 于 流体 压力 
外 都 是 零 时 , 便 组 成 (u,， u, we» D.) (电学 短路 ) 或 (u,, мо, u,, ф) (电学 开路 ) 的 频率 齐 次 方 
程 ,用 以 确定 自 振 频 率 。 如 对 只 有 内 表面 法 向 应 力 的 电学 短路 情形 ,有 


- _ 一 _ т 一 _ т м 
| И.» Идэ 0, D. , 0, 0, uy» 0 外 部 一 Tu; Ug? Oro? D. » 0,0, и, Olax?’ T = е“ 


sth Go = s, |r 由 式 (11 -201) 确 定 ,是 圆柱 内 表面 流体 压力 的 负 值 。 由 上 式 推出 


0 Ta Ta Ta Tar + Tas Gro 
Oj Ta Te Ta Ts + Ta о (11—203) 
0 Ta Tez Ta Ter + Tes Oro 

0 


Ta Te Te Tar + Te со 


SI DI sl el 


Se 


ЕЕ 


SASS aE ЕЛИ 


对 于 多 层 圆柱 ,可 采用 9.4.2 节 的 传递 矩阵 方法 处 理 。 

5) 无 限 长 圆柱 

对 于 无 限 长 圆柱 ,无 需 考虑 纵向 边界 条 件 , 因 而 在 式 (11 - 178) 中 没有 含 mx 5 的 项 ,从 而 
也 无 需 对 т 求 和 ,成 为 单 无 限 级 数 。 


11.8.4 泛 函 梯度 压 电 扁 壳 的 近似 理论 


图 11-7 表示 一 厚 2h 的 扁 壳 ,通常 在 中 
а F BOE H ZR (ans azs as) HP Cars а) 为 О 
曲线 坐标 系 , 相 应 的 Lame 参数 为 Н,, H, W 
REZA R, Roti a, 为 垂直 于 中 面 的 直线 
Ro Cuis uz» us， 9) 为 正 交 曲线 坐标 系 中 
的 广义 位 移 , 则 广义 应 变 为 图 11 -7 一 般 压 电 充 体 


。 = ди, 4 us oH, 4 us 。 = Әи» и ӘН» из 
п Н, Oa H, H, Oa, R, , 22 Н, Caz H, H, Oa; R, 


єз = Ous Уз = Ouz Ous Uz Уз = Ән, 十 Ous Ul 
33 даз’ 8 Bas Н, а Rz’ 8 Oa; Н, da, К; (11 - 204) 
у» = Зи Ou, из ӘН, _ ua OH, 
12 H, Oas Н, Oa A, H: Oa H, H: даз 
Е, 二 一 Әф ‚Е, 一 一 Әф ， Е, __ Әр 
Н, Зо H, За Заз 


本 处 假设 材料 性 质 只 沿 厚 度 方向 变化 , 即 Cyw (z), ewj (2), eg (х), AP z = аз. 
Wu, Chen, Shen 和 Tiant222 设 广义 位 移 为 


и 一 и Cars а2) + zu!” (о, ’ az)» из = us (а\, az) + zuj” Cai» оз) 
из = Wars az) хи (а, ш), o= Ф (ar, az) + зр“ Cars ов) + z° Ф Cars оз) 
(11-205) 


由 上 式 可 求 出 广义 应 变 , 代入 式 (11 - 106) 中 的 变 分 公式 ,在 正 交 曲线 坐标 系 中 , dV = 

H, H; da: day dz, 同时 令 1 十 zx/R ~1,14+2/R, ле 1。 完成 变 分 后 , 令 自 由 变 分 量 前 的 系数 为 

零 , 便 可 求 得 薄 党 的 近似 方程 。 由 变 分 公式 ,得 中 面 上 单元 的 广义 运动 方程 为 

= u Ne +N. 92 № аз -Na mE 

HH, (Tt + Tt) = H, H: lo ü +o 0) 

диб. CH: №) + (H, №) + Niz Hen — Nn Hie + № H, H, /R, + 
H.H, C(Tz* + Т7) = H, H; Co ШЙ +o 0) 

ди: (H, Nu) a +CH, Na). — Nu Hi H,/R, — Na Hi H, /R, + 
H,H, (Tit +727) = Н.Н, рой + pitt) 

u CH, Mn) + (H: Mi) ЕМ Н, — Ma Haa + Ma H, H,/R, — 
Ns Hy He + Hy Hi (aT s+ — AT I~) = H, He pit} + рг) 

Sus? ,CHM + CH: Maz) 2 + М Haa — Mn Ну» + Mee H, H,/R, 一 


OCT. Nu) 


Sul: 4 


Na Hi H, 十 HI H,(hT¿* — АТ: ) = Н.Н, (рш + peur) 
би? :СН„ Mig) + (H Mz). 一 Ma HiH;/R, — Mz Hy Н,/К, 一 
Na Hi He + Hi Ha АТ? — ВТ; ) = H, H: рай + рә) 


òg: (H: D?) + (Н,1%)„ + Hi H: Cort Боѓ) = 0 


dg"? CH, Dj”), + (H, gh 2 H. H, D$ + H. H, Choč” — оу) = 0 


дф? :«Н,р®), 十 (H. (Юсу, — Н, H, DS? + HA, H, Che ott — рог) = 0 


自然 边界 条 件 为 


дф? :Din + Din 
so” DP m + DP = o" 


(11 - 206) 


?Nam T Мил = Ti, 6u ;Nianm + Nn, = T, 

3: Ninm + Мул; = Ту, buy? :Miin + Мп, = M, 

bus? Min 十 М»» Ny 一 M, 9 dus? : Misnm + М» по 一 M. (11-207) 
一 一 op* ， Sg DY m + Din 一 一 ob 


RP Т 表示 上 、 下 表面 的 面 力 , (T + Tr) 是 折算 到 中 面 的 面 力 。 


一 一 h h 
СТ,, М; = | Tř (1, z)dzs (D°, po, р у = | Рр,(1, Ра] zy dz 
—һ —һ 


h 
(et, ®t, g*) = | o* (1, z, Z )dz (11-208) 
—h 


h h 
(po ， Pls р) = | еа, T3 s хі)ахз, (N; М») 一 | z)o; dz 


应 当 注 意 ,使 用 变 分 公式 (11-106) 时 ,广义 位 移 必须 满足 边界 条 件 。 如 果 在 近似 计算 中 ,希望 
放松 广义 位 移 的 边界 条 件 , 特 别 是 在 实际 问题 中 ,电学 边界 条 件 往往 给 的 是 电势 ,要 想 放 宽 电 
势 的 边界 条 件 ,需要 采用 其 他 的 变 分 原理 ,如 广义 或 混合 变 分 原理 。 

利用 本 构 方 程 ,可 以 求 出 用 广义 位 移 表 示 的 控制 方程 ,由 于 过 于 复杂 ,此 处 从 上 略 。 
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压 电 体 的 破坏 理论 


12.1 实验 研究 


12.1.1 含 裂纹 的 紧凑 拉 伸 实验 


Park 和 Sun’) #E45 Y BSC AY PZT -4 材料 的 紧凑 拉 伸 实验 , 试 件 形状 如 图 12 -1 所 示 , 其 
尺寸 为 25.5 X 19. 1X 5. 1 (тт). BAK EW a = 6. 9 mm, 韧带 长 度 为 14 mm, 极 化 方向 沿 轴 л» 
方向 ( 即 厚度 方向 ) 。 试 件 放 人 硅油 中 ,使 裂纹 得 到 更 好 的 绝缘 和 避免 放电 。 实 验 是 在 不 同 的 固定 
电压 下 施加 机 械 载 荷 , 直 至 破坏 ,载荷 产生 的 应 力 由 有 限 元 计算 。 实 验 结果 表示 于 图 12-2 上。 由 
结果 可 见 , 正 电场 加 速 裂纹 扩展 ,断裂 芽 性 降低 较 慢 ;负电 场 阻止 裂纹 扩展 ,断裂 官 性 增加 较 快 。 


-6-4-20 2 4 6 8 1012 
电场 强度 kV/m 


图 12-1 承受 机 械 和 电 载 荷 的 紧凑 拉 伸 试 件 12-2 不 同 外 加 电场 作用 下 紧凑 拉 伸 
试 件 的 断裂 载荷 


Fang, Zhang, Soh 和 Lee!” Т PZT — 5 材料 的 中 心 裂纹 板 的 拉 伸 和 电 载 荷 实 验 , 18 
沿 裂纹 垂直 方向 极 化 ,其 尺寸 为 40X20X3(mm), 上 下 表面 (面积 为 40 mmX 3 mm) 涂 银 做 电 
极 ,承受 拉 伸 和 电 载 荷 。 他 们 的 结果 和 Park 和 Sun 的 类 似 , 同样 得 出 结论 : 正 电场 降低 断 
裂 万 性 ,负电 场 增加 断裂 韧性 。 


12.1.2 含 裂纹 的 不 对 称 三 点 弯曲 实验 


Park 和 Sun “还 进行 了 含有 裂纹 的 PZT -4 材料 的 不 对 称 三 点 弯曲 实验 ,模拟 混合 断裂 情 
形 , 试 件 形状 如 图 12 - 3 所 示 ,其 尺寸 为 19.1X9X5.1 (mm), MAK 4.0 mm, 分 别 开 在 
试 件 对 称 轴 上 和 偏离 对 称 轴 2 mm, 4 mm 处 ;韧带 长 度 为 5 mm, 极 化 方向 垂直 于 裂纹 和 载荷 。 
实验 结果 表示 于 图 12-4 上。 由 结果 可 见 ,偏心 引起 断裂 韧性 降低 。 


-8 -4 0 4 8 р 

电场 强度 /kV/m 

图 12-3 偏心 三 点 弯曲 试 件 图 12-4 不 同 外 加 电场 下 偏心 三 点 
弯曲 试 件 的 断裂 载荷 


12.1.3 不 含 裂纹 的 光滑 对 称 三 点 弯曲 实验 


Fu 和 Zhang5225 进 行 了 不 含 裂纹 的 PZT - 841( 材 

料 性 质 接 近 于 PZT - 4) 材 料 的 对 称 三 点 弯曲 实验 , 试 

件 尺 寸 为 10XX4X3.2 (mm) ,支撑 点 间 的 跨度 为 6 mm, 

试 件 的 极 化 方向 沿 试 件 长 度 方 向 。 载 荷 产 生 的 应 力 由 

有 限 元 计算 。 实 验 结果 表示 于 图 12 -5 上 。 由 结果 可 
见 , 正 负电 场 都 引起 弯曲 强度 降低 。 0 
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12.1.4 ERKI | 外 加 电场 /kVycm 


Vicker 压 痕 实验 是 把 方形 金刚 石 角 锥 在 给 定 外 力图 12-5 人 
下 压 人 试 件 , 沿 角 点 产生 径 向 半 硬 币 型 裂纹 和 扩展 , 重 ka Í 
直 极 化 方向 的 裂纹 较 长 ,平行 极 化 方向 的 较 短 (图 12 - 6), Jiang 和 Sun29 的 实验 表明 ,载荷 
较 小 时 (9 N) , 随 正 电 场 增加 ,裂纹 长 度 也 增加 ; 随 负 电场 增加 ,裂纹 长 度 减 少 ;载荷 较 大 时 
(49 N) , 随 正 负电 场 增加 ,裂纹 长 度 均 增 加 ,不 过 负电 场 增 加 较 少 。 他 们 还 用 理论 分 析 来 证 明 
他 们 的 结果 ,Wang 和 Singhc2 的 实验 表明 ,在 11. 8 N 载荷 下 , 随 正 电 场 增加 ,裂纹 长 度 降 低 ; 
随 负 电场 增加 ,裂纹 长 度 增加 或 不 减少 。 实 验 结果 存在 一 定 差别 。 
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В 12-6 Vicker 压 头 的 压 痕 实验 


电极 电极 


шннен Rusi 
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12.2 理论 分 析 


对 压 电介质 的 破坏 问题 已 进行 了 许多 实验 研究 ,一 般 很 难 在 试 件 中 制造 出 比较 理想 的 裂 
纹 , 实 际 进行 的 都 是 带 有 微 圆 缴 端 部 的 狭长 切口 试 件 ; 同 时 由 于 实验 的 困难 ,不 同 作者 的 实验 
结果 也 存在 一 定 差别 ,所 以 仍 需 进行 大 量 的 实验 工作 。 


12.2.1 应 力 和 电位 移 强度 因子 准则 


在 线 弹性 断裂 力学 的 断裂 理论 中 ,I 型 问题 常用 单 参数 的 应 力 强 因 子 Ki 或 Ji 积分 作为 
断裂 参数 ,对 复合 型 问题 ,K1 ，K1 的 组 合 常用 作 断 裂 准 则 ,得 到 较为 广泛 的 应 用 ,取得 了 一 定 
的 成 功 。 人 们 自然 地 想到 把 这 一 准则 应 用 到 压 电 体 中 ,同时 采用 应 力 强度 因子 和 电位 移 强度 
因子 。 对 于 复合 加 载 情形 ,可 能 的 破坏 准则 是 


f(K,, Кү, Кр› Кь 9 КЕ) = К, (12-1) 


式 中 K. Эй йй. УХ ЖЕ KI ИЕ ШП ААО Е а Ik u] 8Ë А.Н А] BJ R a тт ИКА РЭТ. 
上 式 中 Ko 或 Ke 所 起 的 作用 和 Ky, Ky» Ky 是 不 一 样 的 ,实验 表明 , 纯 电 场 时 的 电能 需要 比 
机 械 能 高 得 多 时 才能 使 试 件 破坏 。 另 外 ,在 压 电 体 的 线性 分 析 中 ,应 力 强度 因子 和 外 加 电位 移 
场 无 关 ,电位 移 强度 因子 和 外 加 应 力 场 无 关 , 这 也 不 符合 事实 ,理论 模型 还 有 待 改 进 。 

Fang 等 9 中 在 他 们 的 实验 范围 内 ( 约 Ki < 1.5 Ра • ш, — 2.5 10 Vem’? < КЕ < 
4X 104 V + п), 用 最 小 二 乘法 拟 合 实验 数据 ,得 到 的 准则 是 


К; +18. 193K; — 2. 641+ 10 * K£ = 803 505. 949 


12.2.2 ”能量 释放 率 准则 

1) 总 能 量 释放 率 准 则 

在 线性 情况 下 ,总 能 量 释放 率 G 和 JJ 积分 是 相同 的 。 对 于 纯 弹 性 问题 ,和 J 的 表达 式 分 
别 为 第 1 章 的 式 (1 - 28) 和 (1 - 29); 对 于 压 电 体 ,J 的 积分 由 式 (3 - 123) 和 (5 - 83) 表 示 ,G 由 
式 (5-82) 表 示 。 对 于 非 均 匀 材 料 , 可 查看 式 (3 - 141) 和 (3 - 153), Suo, Kuo, Barnett, 
Willisc9 推 出 总 能 量 释 放 率 和 应 力 强度 因子 的 关系 如 式 (5 - 38) 所 示 。 该 式 认 为 ,对 称 加 载 的 
TRL YORE ARRAS 25 Hi BJ BÉ Er RRR ERY MURR LARS 
展 , 这 和 实验 不 符 。 

对 于 图 12 -1 所 示 的 PZT -4 材料 的 紧凑 拉 伸 试 件 ( 属 工 型 断裂 ) ,计算 得 到 


G, = (na/2)[2. 29 x 10 (05) +2.35 X10 "о Е — 8. 78 X 10 ° (Ez >° ](N/m) 


上 式 表明 , 当 机 械 应 力 较 小 时 ,外 加 电 载荷 总 是 阻止 裂纹 扩展 的 ,这 与 实验 事实 不 符 。 
2) 机 械 能 量 释 放 举 准则 
Park 和 Sunt**31 提 出 压 电 体 的 破坏 决定 于 机 械 能 GI。 对 于 图 12 -1 工 所 示 的 紧凑 拉 伸 试 
件 , 得 到 
Єр? = lim aI. (оз (ri Lug СА т) — as (A — i) = 
aso 2ZAJ 0 


(12-2) 
(na/2)[2. 28 x 107 (035) + 1. 21 X 10 63 EP (N/m) 


这 一 准则 显示 , 正 电 场 ( 电 场 方 向 和 极 化 方向 一 致 ;增加 能 量 释放 率 ,降低 断 裂 蔬 性 ;负电 场 降 
低能 量 释放 率 ,增加 断裂 韧性 。 用 上 式 作出 的 电场 与 断裂 载荷 的 曲线 在 图 12 - 2 上 用 实 线 表 
示 , 由 图 可 见 , 理 论 曲 线 和 实验 点 符合 较 好 。 如 果 外 载荷 是 纯 电场 ,虽然 实验 表明 ,需要 比 机 械 
能 高 得 多 的 电能 才能 使 试 件 破坏 ,但 按 机 械 能 量 释 放 率 准则 是 不 会 破坏 试 件 的 ,这 也 与 事实 不 
符 。 不 过 ,对 于 机 械 载 荷 较 大 的 情况 ,可 以 认为 机 械 能 量 释放 率 准 则 还 是 较 好 的 。 


12.2.3 局 部 能 量 释 放 率 准则 


实验 表明 ,对 于 压 电 陶瓷 材料 ,机 械 强 度 很 高 ,不 易 届 服 ,但 在 大 电场 时 易于 饱和 。 针 对 这 
种 情况 ,类似 于 断裂 力学 中 的 Dugdale 模型 ,Gao, Zhang 和 Tong"* 沁 提出 电学 条 形 区 域 模型 ， 
即 在 裂 尖 附近 ,除去 极 接近 有 裂 尖 的 过 程 区 ,变形 
是 弹性 的 ,但 电场 已 经 饱和 ,材料 的 断裂 决定 于 
裂 尖 电学 饱和 区 内 和 过 程 区 外 的 局 部 J RM 
(图 12 -7)。 这 一 理论 的 物理 意义 较为 明确 ,但 
需 裂 尖 后 方 没有 放电 现象 。Gao 等 采用 了 一 个 
简化 本 构 模 型 ,用 以 定性 分 析 电 场 对 压 电 体 破 
坏 的 影响 。 他 们 取 用 的 简化 本 构 模 型 是 


ou M = ж 0 0 0 0 0 e ] [€n 
922 * M * 0 0 0 0 0 е E22 
633 x x M 0 0 0 0 0 —е||єзз 
бз 0 0 0 M 0 0 0 —e 0 2€32 
Jo,$=|0 0 0 0 M 0 —e 0 0 426 (12-3) 
oie 0 о ооо * 0 0 © ||2ze, 
р, 0 0 0 0 0 е о 0 ||Е, 
D, 0 0 0 e 0 0 0 < 0 ||Е, 
D. [一 e —e e 0 0 0 0 0 є JE, 


式 中 带 x 的 项 表示 在 现在 的 模型 分 析 中 不 出 现 , 所 以 不 必 明 显 写 出 。 在 这 一 简单 模型 中 只 有 
3 个 材料 常数 M, eseo 
1) # 4, #+ ñ + 94 
讨论 带 有 位 于 z, 模 轴 上 .长 2a 的 中 心 裂纹 的 无 限 板 ,坐标 原点 取 在 裂纹 中 点 , 极 化 沿 z, 
方向 (垂直 于 裂纹 ,图 12 - 7) ,讨论 (z:，z) 平 面 。 进 一 步 设 只 有 zs 方向 的 位 移 , 即 
u = 0, из = Uz CTi» 23)» Е, =~ Qi (12-4) 
е, E, 为 自 变量 。 把 式 (12 -4) 代 和 人 (12 - 3), 便 得 


оз 一 Ми» 十 ер.» 633 一 Maus,s 十 CQ з (12-5) 


D, = euz, —egis D, = eus,s Eg, 
再 代入 平衡 方程 w , = 0 和 电位 移 的 Gauss 方程 D;.; = 0, 便 得 比 一 般 压 电 体 简单 得 多 的 方程 
Vu, = 0, Vig=0 (12-6) 
正如 前 面 指出 ,可 引 人 复 势 UCz) 和 ФО) ,用 复 变 函数 方法 求解 ,以 下 取 复 势 的 虚 部 , 即 令 


| 


BEENS: 


us = Im[U(z)], ф= Im[@(z)], оз + ios, 一 MU (х) +e’ (z) 
D, + iD, = eU (2) 一 <@ (z), Е, +iE, =— Ф (z), z = zx, + it 
讨论 电学 饱和 条 形 模型 。 设 在 裂纹 前 方 a < z, < c, zx = 0 上 电学 饱和 ,从 而 边界 条 件 为 
бз 十 jos =o”, E, +iF, = E”, | 2 |— co 
бзз 一 0， D, = 0, |= |<a, Xs = 0, (12 — 8) 
ul = их, D, = D., a <|] х |< с, z, = 0 
由 于 假设 只 有 zs 方向 的 位 移 , 所 以 边界 条 件 不 能 再 要 求 | z |<a 时 cs = 0, Ro” M EW 
ETARA ,适合 边界 条 件 的 解 为 


(12-7) 


, _ Ciz / C32 C42 D. 

U (z) = TF ‚ Ф (x) = Jaa + Jt = a) (z) 

e оо oa oo 2 оо со 
а = еЕ a а = CE te ) с, е «МЕ 十 ec (12-9) 
2 a |=? — č z a 
wlz) = 2 [arccot (= ти )- = arccos (2)] 
К w(z) 具 有 下 列 性 质 (在 原始 Dugdale BEE ,¿ (z) ЖП ЖЕЛЕ BER AHA AMAA) 

z — co ,ш@(=)->0; | zi |> c RF ,Im o(z,) = 0 


| zi | 过 a 时 ,Rew(Xz1) = 0; a <] zm |< c RF, Reo(z;i) = 1 
H | = | 一 < 处 电位 移 有 界 的 条 件 K iS u TIC BU S FE 2 


—c—a= авес 4 (е +eM)2E ° + e] 
р=са 2 MD, 


裂 端 的 局 部 J 积分 为 (图 12-7) 


а = asec [+ >) a (12—10) 


2 
Jn = |. (gn, — сути —Djnjpadds = ra (1 + 5g) Е" +o")? (12-11a) 


sth g = dove, — DE, Bit Gibbs 自由 能 。 裂 端 绕 包 围 物 和 区 的 表 观 J 积分 为 
1. = | (ат — улун — тора) = J. + DG 47) | o= 


2 2 со со 
ха е © woz __ 4D,a т (е teMDE@+ ec” ү __ 
u(t ta) E +”) Te nse 2 MD, Е 


эме?” — (е +6M)(E~)?] (12 -11b) 


4 o <a 时, 上面 的 近似 等 式 成 立 ,而 这 正 是 不 存在 电学 饱和 区 时 的 线性 问题 的 解 。 

BRI. AI. MUI. = J 作为 断裂 准则 ,其 中 J 为 材料 断裂 时 的 J 积分 值 , 那 么 正 负 
电场 都 降低 J. 值 , 从 而 使 断裂 韧性 增高 ;相反 ,如 以 J. = Je 作为 断裂 准则 ,那么 负电 场 降低 
J. 值 ,从 而 使 断裂 万 性 增高 ,但 正 电 场 增 高 J 值 , 从 而 使 断裂 韧性 降低 ,这 符合 实验 事实 。 

Мапа 1 在 更 一 般 的 条 件 下 讨论 了 电学 饱和 条 形 区 模型 ,如 5.5 节 所 示 。 他 根据 局 部 能 
量 释放 准则 ,在 采用 一 些 近 似 后 ,得 出 的 破坏 载荷 和 Park 与 Sun 的 实验 结果 较为 一 致 。 
Fulton 和 Gaorzs] 也 讨论 了 一 般 情况 下 的 局 部 能 量 释 放 率 准则 ,在 一 定 电场 范围 内 ,数字 结果 


和 实验 符合 较 好 。 
D 极 化 平行 于 裂纹 
HRAN r, 轴 , 极 化 平行 于 裂纹 ,z MEEF 1 ft ft 1 foe 


裂纹 (图 12 - 8) , 取 方向 ”一 EBV 
TRACT [а Е 
D, =— ga, Ds = фа, us = 0, и = uí(mi, Za) 
—a a Ty 


(12-12) 
图 12-8 极 化 平行 于 裂纹 

则 此 时 本 构 方 程 又 可 写成 

сз = Ми. з 十 ey,s， on = Mu... 二 ey, 

E, = tuig “Egas Е =— eu; +e. (12—13) 

M= M+e/e, e= e/e, ë =— 1/є 
根据 Ез = Esa 和 oa 十 013,3 = 0, 仍 可 推出 из» (AA PS 3 , 类 似 于 式 (12 -6) FIA 
UC A Wz) WA 


u = Im[U(z)], g=Im[W2)], он tins = МО (xz) + er’ (z) 


D; — iE, =@U'(z) -eW'(z), D, 一 iD = W (x) (12-10) 
对 于 中 心 裂纹 ,其 解 为 
vo = Gi)” W (2) -— 6 (12-15) 
求 得 
J. = J, = ras™ /2 М = naeo™ /[2МСєеМ + е*)] (12-16) 


上 式 表 明 ,在 极 化 方向 平行 于 裂纹 时 ,电场 对 裂纹 的 断裂 没有 影响 ,这 也 符合 实验 结果 。 
12.2.4 REMI Ree we 


Zhuh 和 Yang, Yang 和 Zhuhl22 在 讨论 裂纹 的 扩展 问题 时 ,提出 裂 尖 区 在 高 电场 下 
的 小 范围 上 涛 变 理论 。 作 为 模型 ,他 们 假设 ;忽略 畴 变 区 之 外 的 应 力 和 电场 的 相互 影响 ;已 假 
设 材料 是 各 向 同性 的 ,未 极 化 的 铁 电 体 近 似 具 有 这 一 性 质 。8. 1.6 节 中 曾 详细 讨论 了 电 致 伸 
缩 材料 中 的 开路 的 椭圆 孔 , 那 里 的 电场 解 对 压 电 体 也 适用 (因为 那里 讨论 的 电场 是 线性 化 了 
的 ) ;电场 解 也 可 由 4.4 节 中 的 式 (4-112) 退 化 得 到 。 对 于 无 穷 远 处 只 作用 电场 ЕРЕ. 
(8 -50)( 下 式 用 0 代 换 那里 的 7), 裂 尖 区 的 渐 近 电场 为 


a со 1 а ig/2 1+2к _ 
E; ~ Ez ESN | +2028) (12-17) 
Бе ио 分别 是 原点 在 裂 尖 的 局 部 坐标 系 z, 中 的 半径 和 极 角 ,的 意义 见 式 (8 -47b) 。 


式 中 第 一 项 表示 膏 异 电场 的 作用 ,第 二 项 表示 均匀 电场 的 作用 。x 很 小 时 ,奇异 电场 是 主要 的 ; 
5 很 大 时 ,均匀 电场 是 主要 的 。 畴 变 区 外 的 应 力 场 近似 为 


6; = (K,,,/ V2nr) f; (0) (12-18) 


кийизин жшн —@ 


式 中 天 oo 为 畴 变 区 外 近似 渐 近 应 力 场 的 表 观 应 力 


强度 因子 ,fy (6) 为 渐 近 场 的 普 适 角度 分 布 函数 ， 
由 式 (1 -24) 或 (1 -25) 表 示 。 按 式 (3 -42) , 铁 电 К, 
体 的 90° ЕН ВЫ Н 3 9 逆 时 针 旋转 90。 


o:Ae+E:AP > С*= 2P, E, (12-19) 局 的 极 化 矢量 g- 初始 极 


式 中 Р, 为 饱和 极 化 强度 ,E. ARMEA. FH 
始 极 化 方向 和 zi А 角 的 情形 (图 12 - 9), 相 应 


于 90" 的 极 化 转换 , 式 (3 - AL) MEA 上 烦 时 针 旋 转 90? 


(А И + 3л/4) | 后 的 极 化 矢量 
AP, ~ 2 P. | лу 
sin(g + 32/4) (12 — 20) | E 
Ae = Е cos2¢ sin | 图 12-9 和 裂 尖 小 范围 30 畸变 区 
° 6 зіп 2ф соз2$ 


式 中 士 3x/4 А РЛ Н £F Ae Н] ety ГА) eA 8 Ж. EAR- 17), (12 - 18) 12 – 
20) 代 入 (12 — 19), ЮН ИУ BOI FE R. В Re 和 8 相关 的 方程 


/ _— „/ 一 _1 下 aoeo KeP, 
Ro =30К (9, В. 0) 20, p= БЕ 让 Т Kato 

_ [2 。 Зк 0 ae 30\ 1), E? в j Злу" 
R= (2. аза(в+ 2—0) sin asin (26+ 2) t ge T(t i) 


(12 - 21) 
式 中 Ks = E” Vxa。 在 式 (12 -21) 中 ,分 子 上 的 两 项 表示 奇异 电场 和 应 力 场 的 作用 ,均匀 电场 


的 作用 体现 在 分 母 中 。 图 12 - 10 表示 单 蝴 畸变 情形 的 量 纲 一 的 х, Го 的 边界 ,其 中 (a) 表 示 
к =10: (均匀 电场 起 主要 作用 ) , 正 (8>0) 负 (8<<0) 电 场 对 畴 变 边界 的 影响 , (b) HAR к = 10°* 


0.3 


—0.16 2097207203703 2017 01 
0.24—0.20—0.16—0.12—0.08—0.04 0.00 09 8 06 504 02 0.0 02 


тур хур 

(а) (b) 

12-10 正 负电 场 作用 下 90° A 8889 ER BY Ue FF 
(a) = 103; (b) = 103 


(奇异 电场 起 主要 作用 ), 正 负电 场 对 畴 变 边界 的 影响 。 由 图 可 知 , 均 名 电场 只 影响 畴 变 区 的 大 
小 , 且 负 电场 扩大 上 畸变 区 , 正 电场 缩小 畴 变 区 ;奇异 电场 影响 畴 变 区 的 大 小 和 形状 , 且 都 扩大 上 畴 
变 区 ,但 负电 场 作用 时 畸变 区 要 大 一 些 。 | 

BR EB, {Жр Ж ERS st, БЕЛЕ X A S| o Y В@ЛЕ (ЖН EE A Y ЛЕС BJJE RAK), 18 
п} ТЕ ЖН ЛӘ BRD ЖЕ ИЕ ТЕ БЕЛЕТ | Ж BJ 4 9) [ЕДД ° 222. 991, 。Zhuh 和 Yangr2 给 出 的 结果 是 ， 
当 均 匀 电 场 在 裂 尖 区 占 主导 地 位 时 ,负电 场 延 缓 裂纹 扩展 , 正 电 场 加 速 裂 纹 扩 展 , 和 Park 和 
sun 等 人 的 实验 结果 一 致 ; 当 奇 异 电场 在 裂 尖 区 占 主导 地 位 时 , 除 小 的 正 负电 场 起 增 韦 作 
用 外 , 较 大 的 正 负电 场 均 使 断裂 韧性 降低 。Zeng 和 Rajapakse’ , Rajapakse 和 Zeng’) 用 相 
变 理论 讨论 铁 电 体 畴 变 增 韧 问题 ,他们 得 出 的 结论 是 : 正 电 场 阻 止 裂纹 扩展 ,负电 场 加 速 裂 纹 
扩展 。Huang 和 Kuang’ 讨论 了 二 次 畴 变 增 韧 问题 。 关 于 畴 变 增 万 理论 ,还 需 进行 广泛 的 
研究 。 


12.2.5 基于 Griffith 能 量 理论 的 分 析 
Fang, Liu, Hwang'?”) 提出 极 化 铁 电 体 的 基于 Griffithc?5 能 量 理论 的 起 始 断裂 准则 
G = FdA/da + gdq/da — dU/da — Wa, = G (12 - 22) 


式 中 如 为 裂纹 扩展 单位 面积 的 能 量 ,Ge 为 裂纹 扩展 单位 面积 所 需要 的 临界 能 量 ,Wo, 为 裂纹 开 
裂 和 型 尖 前 方 畴 变 消耗 的 能 量 , РАЛ M фас 分 别 为 外 力 微 功 和 电势 微 功 ,dU 为 微 内 能 。 上 述 
理论 借鉴 了 弹 塑 性 体 中 裂纹 扩展 的 Irwin 和 Orowan 方法 外 ,不 过 在 Irwin 和 Orowan 方法 中 
中 ,将 塑性 功 看 成 常数 ,而 现在 的 畴 变 功 是 随 载 荷 等 条 件 而 变化 的 。 这 一 理论 和 Suo 的 电 
击 穿 理 论 也 有 相似 之 处 。 如 按 Zhuh 和 Yang™ 的 理论 ,对 于 极 化 铁 电 体 , 负 电场 促使 畴 变 发 
生 , 则 裂 尖 区 畴 变 范围 大 , 耗 散 能 量 增 大 ; 正 电场 延迟 畸变 发 生 , 裂 尖 区 畴 变 范围 小 , 耗 散 能 量 
相对 较 小 。 所 以 负电 场 作用 下 的 铁 电 体 需要 比 正 电场 作用 下 的 铁 电 体 有 更 大 的 外 力 才能 使 列 


纹 扩展 ,这 便 解 释 了 一 些 实验 结果 。 类 似 于 式 (5 - 82), 对 自 相 似 扩展 的 裂纹 ,G 可 写成 
хр 1 [рте . к) ш (д 
Č = lim gg], (FO, O [w Amn u (4-01 (12-23) 
О; (ту, Dlg (А—т)—ф (А—т,у)]}4л, 


因此 ,如 能 算出 铁 电 体 中 的 应 力 和 电场 , 便 可 用 式 (12 - 23) 算 出 G。 他 们 采用 Gao, Zhang 和 
Tong”) 的 分 析 结 果 , 裂 尖 虚 扩展 时 裂 尖 区 裂纹 上 下 表面 的 电势 差 很 小 ,近似 有 
lim 去 | Dens OL (А—т.)—ф (А—т)]йл = 0 


按 式 (12 -7) 和 (12 - 9) ,有 


оз = Ве[МО' (х) + e@' (2) | = M 


с1а + k 一 CD | 


из 一 Im[U(z)] = а уа = ж. —a < x <a 


把 上 列 诸 式 代入 式 (12 - 23) 进 行 计算 ,结果 和 式 (12 - 11) 相 同 , 即 和 文献 52 算出 的 局 部 J ЯЯ 
分 一 致 。 这 和 5.3. 6 节 的 讨论 是 一 致 的 。 


人 


тавзе 


12.2.6 应 变 能 密度 因子 准则 


线 弹性 断裂 力学 中 , 裂 尖 应 力 场 具有 1/r 的 奇异 性 ,能 量 密度 具有 1/r 的 奇异 性 ,都 是 无 
界 的 ,所 以 需要 讨论 其 强度 , 即 应 力 强度 因子 或 应 变 能 密度 因子 ,不 能 讨论 其 绝对 值 。Siht24o1 
提出 了 应 变 能 密度 因子 准则 。Shen 和 Nishioka’), Zuo 和 Sih” ,Chen，Liu 和 Zout!2431 把 
应 变 能 密度 准则 推广 到 压 电 体 中 。 他 们 定义 的 应 变 能 密度 因子 为 


S = lim rdU/dV, dU/dV = оує;/2 + Р,Е,/? (12 - 24) 


式 中 dU/dV = и 为 应 变 能 密度 。 压 电 体 的 能 量 密度 因子 准则 设 为 : 

(1) 裂纹 发 生 的 方向 在 裂 尖 最 大 的 能 量 密度 取 极 小 的 方向 ,或 发 生 在 max Su 方向 ,Su 
的 方向 就 是 3S/30 =0 的 0 方向 ,其 中 8 为 原点 在 裂 尖 的 极 坐 标 中 的 极 角 。 

(2) 当 maxSu 达 临界 值 S. 时 ,产生 裂纹 或 裂纹 开始 扩展 。 

设 压 电 体 的 极 化 沿 z, 轴 , С, x) 平面 为 各 向 异性 平面 ,对 广义 平面 应 变 问题 ,有 五 :一 0， 
ez 一 0。 所 以 оше = 0, DE, = 0, 从 而 在 应 变 能 密度 中 不 含 这 些 项 。 

按 式 (5 - 14) ,在 一 般 载荷 情况 下 ,广义 二 维 问 题 的 裂纹 尖端 的 应 力 渐 近 场 可 表示 为 


OK, >, 一 {ou » O12 s біз» D, J" = 1 RK 


1 
V2nr V2nr 


Уз [03 » 0329 0339 D, }* = 


1 ua (12—25) 
о=ке[в — 1 — вт |, R= Rel B в | 
y cos 0 + sin 0 V cos 8 + pusin 0 
K, =o8 Vra, Ky = 0$ ~ra, Ku = og мка, Kp = Dy укпа 
计 及 二 维 广义 应 变 问 题 ,有 ez = E, = 0, 则 应 变 能 密度 因子 可 以 写成 
S = lim rdU/dV = (1/2) limr[ (ЭЛ к, + Bes) + Conen 十 ozsszs)] 
mo an (12 ~ 26) 


— т __ т 
£, 一 (ell Ez» En» FE) , 8, = (єзї, Es2 > Єзї, Ёз) 


其 中 的 应 变 可 由 本 构 方 程 求 得 ,因而 应 变 能 密度 因子 可 用 广义 应 力 强 度 因子 表示 。 他 们 对 
PZT -4 的 计算 结果 表明 ,在 一 0.6kV/ecm < Ез < 0. 8 kV/cm 的 范围 内 ,由 93S/ 一 0 推出 
9 二 0, 即 裂纹 沿 其 自身 方向 扩展 ,同时 指出 正 电场 促使 裂纹 扩展 ,负电 场 阻 止 裂 纹 扩 展 ,在 这 
一 较 窄 范围 内 和 实验 较为 符合 。 


12.3 本 征 模 态 理 论 


12.3.1 线性 电 弹 性 介质 中 的 广义 正则 应 力 和 应 变 矢量 
式 (3 一 32) 的 第 三 式 可 以 改写 成 
e=ClatdE, Р = do +єЕ (12-27) 


现 引 入 9 维 空间 的 广义 应 力 矢量 号 和 广义 应 变 矢量 古 , 则 上 式 可 改写 为 


Г = s> 


r= [e> Еу», Ery Yyz » Yez + Vey р., р,, р. 1, x = Го, ， бу» G, + Ту,» Tex? Try? E., Е,, E.T 
(12 - 28) 


式 中 уш, уш, Yay 为 工程 切 应 变 ,万 = D/v 为 量 纲 一 的 电位 移 , E = „Е, 为 具有 应 力量 纲 的 电 
HRE, HH v= 1N/V.m, 这 一 规定 的 好 处 是 材料 常数 s 具有 统一 的 量 纲 NO? ,但 相应 的 
材料 常数 的 量 纲 需 要 调整 。 当 然 ,这 一 做 法 并 非 完全 必要 ,实际 上 后 面 的 数字 例子 还 是 采用 了 
传统 的 变量 。 

FR PRIA LEMMA SA Ee Р 


Г = РГ, Ў = РУ, Р = PT = фіав[1, 1, 1, /2, V2, 4/2, 1, 1, 1] 
Ѓ = $8, # = Рр"! 
НГ ЖЕШ ЕЕ Ж. RH. BMRA $ Me ЮАНУ О = ГО 1, Qu = соѕ (й, 
i) , 则 新 、 老 坐标 系 中 的 物理 量 存 在 关系 


X =A}, Г = Br, S = РАР 5, Г'=Р“ВРГ, АТ = В (12-30) 


An 24 0 An Ар 0 Qi Q, QM 

А = P А 0 | ‚ В = 区 А» 0 | ‚ Ån = а С, а. 
0 о gQ 0 о Q Qi Ө © 

ГО Оз ОО» QuQr Әһ Qzr2Qs2 Q; Qs3 
Ay = | Qs Qa QQ: С». Que | ‚ Ån = о QQ Qis Qs | (12-31) 
О, Qa Ө. Өз Qs Que QQ Qi2Q2 QQ 
ГОО» + Q; Qs Әһ Qe Qa Qa Qo + Өл Qaz 
А» = | QrQ QQ QasQu + QE Qa QuQ + Qn Qu; 
| О» ©з + Qs QisQn RaQ Ә.Ә» + Q; Q>; 


上 式 中 А& їй FRM FERED 的 变换 张 量 , 剩 下 的 左上 角 的 子 矩 阵 是 应 力 o 的 变 
Rie, ШЕРА, В, РАКААТ = В, 可 得 
H = PAP" =Р\ВР, Н" = Н, НН = І 
Ў = Н, Fo = Hf = Н =, ¥ = НЕН 
ж.н 是 用 三 维 空间 变换 张 量 表示 的 9 维 空间 的 正 交 张 量 ,可 用 作 9 维 空间 的 坐标 变换 张 
景 。 由 式 (12 -23) 知 ,坐标 变换 时 ,全 , 信服 从 相同 的 矢量 变换 规则 ДЕ 9 维 空间 的 矢量 ;相反 ， 
Ж, 工 则 不 是 。 这 也 是 我 们 引入 广 义 正则 应 力 宇和 广义 正则 应 变 广 的 原因 。 
12.3.2 材料 的 本 证 常数 和 模 态 
由 式 (12- 29) 可 知 ,全 的 每 个 分 量 和 全 的 9 个 分 量 全 部 相关 ,很 难 区 分 不 同 的 变形 方式 和 
材料 破坏 之 间 的 关系 。Kuang， Zhou, Chen 和 Zhaot 推广 Kelvin MASP BEAT RON ,在 
9 维 空间 中 寻找 变形 时 信和 下 相互 平行 的 物质 空间 的 主 方向 盏 , 即 寻找 满足 下 列 方程 的 Ф 


(12 - 29) 


式 中 


(12-32) 


шшен ee 


ЕТЕТ: 


—-AND®=0, |s—-AI|=0 (12 - 33) 
Ж J” SCTE UE EES ES RAY. ИТ АЛЕН A 取 实 值 。 按 式 (12 - 32) ,坐标 变换 时 ,$ = 
HSH”, WA ARV. ARE 1.4 节 的 说 明 , 在 变换 后 的 新 坐标 系 中 ,本 征 值 不 变 ,而 在 
新 坐标 系 中 的 本 征 矢 量变 换 为 Ф = НФ. 对 非 退 化 情形 ,有 9 个 不 同 的 值 A;, 称 Л; 为 电 介 
质 的 第 ; 型 本 征 柔 度 , 称 
为 材料 的 本 征 柔 度 和 矩阵 。 对 应 于 每 个 A; ,由 式 (12 ~ 33) 可 以 得 到 一 个 本 征 方向 矢量 更 ,其 中 
有 一 个 分 量 可 以 是 任意 的 ;不 同 的 A; STR ©, 相互 正 交 , 并 可 归 一 化 , 称 为 材料 的 第 i 型 本 
征 方向 ,或 第 i 型 材料 模 态 , 称 
Ф = [p] = [Ф,,Ф,,---,Ф,), ФФ" =I (12-35) 
为 材料 的 模 态 矩阵 。 如 果 用 Ф, 作为 坐标 系 的 基 矢 ,由 这 些 基 矢 张 成 的 空间 称 为 模 态 空间 。 由 
于 弹性 电介质 存在 这 样 那样 的 对 称 性 ,因而 本 征 方程 式 (12 -33) 成 为 半 退 化 的 ,此 时 A 出 现 重 
根 ,不 过 每 个 重 根 对 应 的 独立 模 态 的 个 数 恰好 等 于 根 的 重 数 ,所 以 仍 有 9 个 独立 模 态 。 
在 以 物质 空间 的 主 方向 画作 为 坐标 轴 的 坐标 系 中 ,名和 六 分 别 记 为 也 和 ,此 时 有 
T=Az (12 - 36a) 
类 似 于 上 面 的 讨论 ,可 以 讨论 本 征 弹 性 系数 矩阵 1 = ГА 1 = LA] HAT, BRS AE, 
因而 由 这 种 方法 得 出 的 模 态 空间 不 变 。 此 时 有 


X=. А = А” (12 ~ 36b) 


12.3.3 ”材料 中 的 模 态 应 力 、 模 态 应 变 和 模 态 能 量 
任 一 广义 正则 应 力 信 和 广义 正则 应 变 六 都 可 在 物理 模 态 空间 展开 , 即 


>,Ф,, r= Уу = 0) пе, (12-31) 


APE, Г, 分别 为 第 j PHAN MARES.) RE, Г, 的 模 。 显 然 模 态 应 


力 和 模 态 应 变 矢量 相互 平行 , 即 卫 = A Е. 
由 于 模 态 应 力 和 模 态 应 变 矢量 相互 平行 ,所 以 第 i 个 模 态 的 变形 能 是 


U, = ГЇ 2/2 = A 32/2 (% i ARAD (12 - 38) 


12.3.4 材料 破坏 和 非 弹性 变形 的 模 态 能 量 理论 


材料 的 破坏 和 塑性 变形 等 应 当 和 变形 方式 有 关 , 因 而 自然 地 联想 到 和 不 同 变形 方式 的 能 
量 相 关 。 前 面 讲 过 ,不 管 本 征 值 是 否 有 重 根 ,总 可 以 构造 出 9 个 本 征 矢量 ,但 这 9 个 本 征 矢量 
对 材料 的 破坏 和 塑性 变形 的 贡献 是 不 一 样 的 ,要 由 实验 决定 。 

A, 是 > 重 根 ,对 应 的 独立 模 态 是 p, 1= 1, 20-7, r, ШЕ Ф, 为 基 矢 张 成 的 子 空间 
内 , 任 一 方向 都 是 对 应 于 A, 的 本 征 方 向 ,这 是 一 个 对 应 于 Л, 的 各 向 同性 子 空间 ,在 这 一 子 空 


间 内 ,没有 特别 优先 的 方向 ,实验 表明 ,对 塑性 变形 等 一 类 变形 问题 ,可 以 把 这 个 子 空间 内 的 每 
个 变形 方式 的 贡献 同等 看 待 ,把 ©, 十 yz 十 … 十 加 ,作为 一 个 独立 的 物理 模 态 , 不 需 分 成 7 个 
独立 模 态 来 处 理 。 因 此 车 A 有 mm 个 相 异 的 实 根 ,第 i 个 根 的 重 数 是 x; ,其 对 应 的 本 征 方向 也 是 


n 个 ,那么 本 征 方向 矢量 的 总 和 仍 是 Dir = 9, 但 对 于 工程 应 用 来 说 ,独立 的 物理 模 态 或 变形 


Jy KOT RR om (<9) 个 ,可 以 在 只 由 m 个 物理 模 态 张 成 的 物理 模 态 空间 来 处 理 问题 。 实 验 还 
表明 ,对 于 破坏 等 问题 ,对 于 同一 个 模 态 ,往往 和 本 征 矢量 的 指向 相关 ,例如 材料 拉 伸 和 压缩 属 
于 同一 个 模 态 ,但 它们 的 破坏 应 力 是 不 同 的 ,所 以 破坏 准则 和 变形 准则 还 是 有 区 别 的 ,这 在 理 
论 分 析 中 有 待 特别 注意 。 

监 于 已 知 的 物理 事实 ,我 们 提出 如 下 两 类 模 态 能 量 破坏 和 塑性 变形 的 理论 : 

(1) 任 一 模 态 能 量 U, 达 其 临界 值 U;., 即 

Ut = Uk, Ог = О = ОВ, і 1, 1, т (12 ~ 39) 

Ж т 为 和 独立 本 征 值 对 应 的 物理 模 态 数 ,Ur , U7 分 别 表示 正 、 负 指向 的 第 i 个 模 态 的 能 
жш, Ui 为 其 临界 值 , B 为 指向 因子 。 对 于 塑性 变形 , 可取 Us = Us; 对 于 破坏 ， 
Uz # Шш. 

(2) 不 同 模 态 能 量 的 某 种 线性 组 合 达到 临界 值 Ve , 即 


>, (at Ut + Ba; Ог) =U. (12 ~ 40) 
that, a ҖЕ Ж (ЖЕНИ ЖК. ТЕВЕ ЗЕ. а! = аг, B. = 1. 如 全 部 系 
Жа? 都 等 于 1, 则 上 述 代 表 的 是 总 能 量 准则 。 
12.3.5 See MATER EMEA 


1) 横 观 各 向 同性 电介质 
首先 讨论 横 观 各 向 同性 电介质 , 极 化 平行 于 Or 轴 。 注 意 到 $ = POP, 用 通常 的 材料 
常数 s 表示 的 本 征 方程 式 (12 - 33) 为 


А = (РЇзР7!— АГ) E = 0 


[sa = Л Sig 313 0 0 0 0 0 da | 
342 Sil — A $93 0 0 0 0 0 dz 
513 S23 533 —A 0 0 0 0 0 | зз 
1 1 
0 0 0 Sy Д 0 0 0 —dis 0 
2 V2 
0 0 0 0 l. 一 从 0 lu, 0 0 
Ae 2 Z 
0 0 0 0 0 (sa — Sig) — À 0 0 0 
1 
0 0 0 0 g” 0 Є11 — À 0 0 
0 0 0 а 0 0 0 €11 一 内 0 
万 
L ds dz зз 0 0 0 0 0 Єзз —A 2 


(12-41) 


ET 


第 一 和 第 二 个 本 征 柔 度 是 相同 ,是 二 重 根 , 它 和 它 对 应 的 模 态 是 
Д, = (26 + sa 十 М (еп — su) F 8d, )⁄4 
Ф. = Lo, 0, 0, 0, (— 2en + sa 十 2(eu — su) + 84% )/2 2 ам. 0, 1, 0, o] 


Ф, = [0, 0, 0, (—2en 十 + Va su) + 8d7 )/2V2dis, 0, 0, 0, 1,0)" 
a2 


一 42) 


这 一 变形 模 态 表示 面 外 剪 切 应 变 和 面 内 电位 移 的 组 合 。 第 三 和 第 四 个 本 征 柔 度 是 相同 的 ,也 


是 二 重 根 , 它 和 它 对 应 的 模 态 是 
Аза = Su 一 313 
Ф, = [一 1， 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], 4 一 [0, 0, 0, 0, 0, 1， 0， 0, 0]! 


(12 


一 43) 


这 一 变形 模 态 表示 只 有 面 内 应 变 , 没 有 电位 移 , 两 者 是 解 耦 的 。 第 五 和 第 六 个 本 征 柔 度 是 二 重 


根 , 它 和 它 对 应 的 模 态 是 
Ass = (2en + sm — /2Gu su) + 8d% )/4 
Ф, = [0, 0, 0, 0, (— 2en + su — Bleu su) T 845 )/2VZdis, 0, 1, 0, 0)" 
Ф, = [0, 0, 0, (— 2a +sa — Ven sa) 48d ) /2V2 dis» 0, 0, 0,1,0] 


(12-44) 
这 一 变形 模 态 和 第 一 个 本 征 柔 度 的 情形 类 似 。 最 后 的 三 个 本 征 柔 度 是 单 根 ,它们 是 
3 3 
m= ia 87 -+ 
asad У ев oe 
i P 3 3 z 3 
和 
式 中 
b= b—da /3, а = 2а*/27 — ab/34-¢, a =— (ss + si + si Hes) 
b =— 2513 + $зз 511 + 533 Siz 十 533 €33 + 511 €33 + 512633 7 djs = 24$\ (12—46) 


с = 2єзз5їз + (зи + 512) (33 — sss ess) — 4513da1d33 + 20 5335 w = (— 1+ if3)/2 
对 应 的 模 态 为 


r (sh + sz — Аг) dss — 2513@з\ (su + 512 一 4 人 7y)dai — 2si ds 


Фф, = l, 1, 


‚0, 0, 0, 0, 0, 


L 


(заз — Ат 2з — 513@зз 
(sn + Siz — As dda — 251з @з\ 


т 
(езз — Ат)51з 一 da зз | 


Csu + siz — Ав) das — 2s da) T 

= |1, 1, »0,0,0,0,0, | 
Ф: L (533 — Ag) dai — 813933 (єзз — Ag) S13 — dai зз 

Ф, = [1, 1 (su + 512 一 As )dss — 23133 , 0, 0,0,0, o, Sn + 512 — As зз 24 


(saa — Ag 243 — 813433 


(езз — As) 513 — dai daa 
(12-47) 


这 一 变形 模 态 表示 轴 对 称 应 变 和 面 外 电位 移 的 组 合 
2) KRG ROAR 
立方 晶体 的 本 征 柔 度 为 


A, =S Su $25.25 Aza = Su T $s Aas = sen Hisu + + ER 4sa en + Б | 84\, 


1 1 
Anes = оен + 4 i Ме — dsuer F si + Bd 


(12 - 48) 
FS Ta ta 1k BJ AS GE BE BE 


Ai =6€335 Aas = Si — Sia 


1 1 
Ay = +m + 9 512 + Ts + > JC 511 $12 S33)” 4¢ 2єїз 511533 十 512 533) 
1 1 1 1 > 

As osu + os + ™ -7 J (= su — Sia — 538) A(— 2e1s + $11 5аз + 812533) 
Авт = р eu 十 e S44 +4 dei — suen 十 S44 十 8di, 

1 1. 1 7 7 z 
As. eu 十 heii зме + sa + 841, 

2 4° 4 

(12 - 49) 
ДАЛЕ В 
1 
A = 79 566 ， À Sez, Дз = Sn 512 
1 1 1 Я 7 
A = 2 sn 十 2 Sig + 2 533 + 1 511 S12 $33) A(— 2еїз + 511 533 F 512533) 
1 l l _1 7 — 
As 2 S11 + 2 512 t 2 Š 7 у (一 Su — Siz — S33)” 一 4 一 2et F 511 Ss + 512533) 
_ 1 1 z 2 z 

As: 2 en 二 1 S44 +4 Дет 一 ASaen + sa 十 8аї, 

1 1, 1 2 2 2 
人 sg,9 2 єп + 1° 1 EB 一 Suen + 544 +841, 


(12-50) 
各 向 同性 纯 弹 性 体 的 本 征 柔 度 和 模 态 为 
Ay = зи +2525 Asas = $i — Si 

= [1/N3, 18/3, 18/3, 0,0,0], Ф, = [0, 142, -142,0,0,0]" 


= [/2/73, — /1/6, — /1/6,0,0,0], Ф, = Г0, 0, 0,1, 0, 0] (12-51) 
Ф, — [0, 0, 0, 0,1, 017, Ф, =[0,0,0,0,0,1]7 


Ф = Ф, + @, + Ф, + Ds БФ, = [ 273, VIZ — (176, — /1/72 — 40/176, 1,1, 1)" 


由 于 Az 456 ELER, ЦИН E ,可 以 用 一 个 Фо 代替 ,从 而 各 向 同性 纯 弹 人 性 体 的 物理 
模 态 便 只 有 Ф, 和 Ф, 两 个 ,它们 相应 于 形状 改变 和 体积 改变 模 态 ,这 也 是 弹 塑性 理论 和 强度 


EE E TEIE ETE 


акаа —@ 


理论 的 基础 。 根 据 本 节 的 理论 ,对 于 破坏 问题 ,体积 改变 模 态 应 当 根 据 模 态 的 指向 分 成 体积 脱 
胀 和 体积 压缩 两 种 状态 ,这 更 符合 实验 事实 。 


12.3.6 例题 


下 面 以 PZT4 材料 为 例 , 进 行 数字 计算 。PZT4 材料 的 弹性 柔 度 系 数 可 由 5. 3. 7 节 的 数据 
换算 得 到 ,换算 时 可 能 不 很 准确 ,但 定性 上 还 是 合适 的 。 由 式 (12 -41) 计 算出 的 本 征 柔 度 为 


Ai, = 1.3025 105%, A; = 1.1494X 10%, As = 1. 634 х 10", 
Ав = 9.9855>X 1072, Arg = 9.0006 X 10", A, = 3. 5413 X 10” (m?/N) 


相对 应 的 模 态 为 


Ф, + Ф, = [0,0,0,—0.02011,0.02011,0,0.7068,—0.7068, 0]” 
Ф, = [— 0.01174, —0. 011 74, 0.020 68, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 999 51" 
Ф, + Ф, = [—0.5, 0.5, 0, 0, 0, 0.70711, 0, 0, OJ" 

Ф, = [0. 3617, 0. 3617, —0. 8587, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 030 911] 

Ф, Ф, = [0, 0, 0, —0. 706 8, — 0.706 8, 0, 0. 020 11, 0.02011, 0] 
Ф, = [0.607 5, 0.6075, 0.5118, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 000 9181” 


从 上 面 看 出 ,PZT4 的 变形 方式 共有 3 Ж. Ф, РФ, 和 ;十 代表 面 外 前 切 应 力 和 面 内 电场 ， 
其 中 ó, +o: 电场 较 大 , ;十 0) К: D, +O, RRMAM AsO. Ф. MO, 代表 轴 
对 称 应 力 和 面 外 电场 ,其 中 O BARK D, MARKO, 两 者 影响 均 不 能 忽视 。 

现在 用 上 述 理论 对 Park 和 Sun?) 的 紧凑 拉 伸 实验 作 一 分 析 。 针 对 该 试 件 具体 尺 寸 ,有 
限 元 分 析 给 出 发 尖 广 义 应 力 强度 因子 为 


K, = о Мпа, оз 一 4.4F/tc = 6. 16 х 10 F(MPa); Kp = D? vra 


式 中 上 是 试 件 厚 度 ,c 是 韧带 长 度 ,下 是 外 力 ,of MD? 分 别 是 远 场 应 力 和 电位 移 。 通 过 计算 ， 
RRT EMM AEA 


vr = JVa/2[8 093F — 1. 298ES , 6 922F + 10. 2EF , 
6163F, 0, 0, 0, 0, 0, 1 440F + 0. 974E> J* 


式 中 EY 由 本 构 方 程 求 得 ; EP = DY 了 X10 一 1479F。 在 上 述 加 载 条 件 下 MMO. Ф,. O, 和 
D, 的 4 个 模 态 应 变 能 不 为 零 , 它 们 为 

(к/а), = (5 X 107M of? +0. 41707 EP 十 8.69 x 10°%Е;°*)/4 

(r/a)U, = (1.47 Ж 107126 — 1. 79 X 10710 EF+5.4 X 10 ES? )/2 

(r/a U, = (5. 44 X 10 So? 4-1. 51 X 107% EP+ 1.055 X LOVES?) /4 

(r/aU, = (1. 4 X 107105 + 7. 64 X 10-107 EP+ 1.039 X 109" ES?) /4 


由 于 模 态 应 变 能 U, 远 比 其 他 模 态 应 变 能 小 得 多 , 故 略 去 不 计 。 按 模 态 能 量 理论 (1) ,如果 取 
第 9 阶 模 态 能 量 达 临界 值 作为 破坏 准则 , 则 有 
(r/a)U, = Шш (a) 
(1.4 X 10-63? 4 7. 64 х 10 Vee ES+ 1. 039 x 10 Ey’) /4 = 117.9 


按 模 态 能 量 理论 (2), 取 用 
(к/а? (0. 0217, + 0. 0507, 十 0. 93U,) 一 U x 
(1.29 X 10M of? +8.78 X 10-1"; Е;?-Е5.82 x 10 VE? )/4 = 112.9 


上 式 实际 上 还 是 很 接近 第 9 阶 模 态 能 量 的 表达 式 。 如 果 令 所 有 模 态 能 量 的 比例 系数 都 相同 ， 
那么 便 得 到 能 量 密度 因子 理论 


(b) 


(r/a) Uy, +U, +U, +U,) =U, (c) 
(1. 95 X 10 Pes? + 4. 59 x 10 or ES+ 9. 98 X 10 Е) /4 = 152.1 


图 12 — 11 给 出 理论 结果 和 实验 结果 的 比较 。 由 图 可 知 ,用 上 述 数 据 拟 合 , 当 一 6 kV/cm < 
Es <6 kV/cm 时 ,文中 给 出 的 两 个 理论 结果 和 实验 结果 符合 得 较 好 的 ,但 当 6 kV/cm < E; 
后 ,理论 和 实验 差别 较 大 。 然 而 ,如 考虑 到 裂 尖 电场 饱和 , 当 6 kV/cm < E, , 断裂 载荷 便 不 再 
增加 ,那么 断裂 韧性 也 不 再 下 降 , 从 而 理论 和 实验 的 结果 便 又 相符 了 。 这 一 理论 是 一 有 前 途 的 
普 适 理论 ,但 还 有 待 进一步 完善 ,对 某 一 材料 往往 可 以 选择 其 中 的 一 种 作为 基础 。 


4 一 实验 点 
SS 第 9 阶 模 态 能 量 理论 [ 式 (9j] 


Park 和 Sun 的 理论 


断裂 载荷 PN 


ki * 
cai. 考虑 到 裂 尖 


60 应 变 能 
密度 量 理论 ` буры 
45 理论 [ 式 (o] [ 式 (b)] oe 


-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 
外 加 电场 EykV/em 
12-11 本 征 模 态 理论 的 理论 破坏 曲线 


12.4 传导 裂纹 破坏 的 无 电荷 区 模型 


12.4.1 无 电荷 区 模型 的 基本 概念 


在 电子 和 电机 械 设备 中 大 量 使 用 内 部 柔软 电极 ,这 种 电极 可 以 看 成 是 传导 裂纹 。 当 外 加 
电场 平行 于 传导 裂纹 时 ,传导 裂纹 表面 的 电荷 将 重新 排列 ,产生 和 外 加 电场 大 小 相等 ,方向 相 
反 的 诱导 电场 ,以 使 传导 裂纹 内 部 没有 电场 。 由 于 裂纹 上 下 表面 产生 同 号 电荷 ,因而 促使 异 纹 
张 开 。 裂 纹 尖 端 产生 奇异 电场 ,促使 裂纹 扩展 而 导致 破坏 。 压 电 陶瓷 材料 机 械 强 度 很 高 ,不 易 
产生 屈服 ,但 在 外 加 大 电场 下 会 产生 畴 变 ,发 生 电 学 饱和 。 在 纯 电 场 作用 下 , 裂 尖 扩展 所 消耗 
的 电能 远大 于 纯 机 械 载 荷 下 所 需要 的 机 械 能 。 可 以 从 微观 的 畴 变 角度 来 研究 电 饱 和 问题 ,也 


人 


Сасе 


可 以 用 局 部 电 饱 和 的 条 形 区 域 模 型 来 近似 讨论 裂 尖 饱和 区 ,Zhang，Zhao 和 Liu’), Zhang, 
Wang 和 Zhao549 采 用 裂 尖 无 电荷 区 模型 来 分 析 裂 尖 局 
部 饱和 的 影响 ,这 有 点 类 似 于 线 弹 性 断裂 力学 中 的 裂 尖 
的 无 位 错 区 模型 ”I 。 裂 尖 无 电荷 区 模型 认为 , 当 电 
场 强度 因子 达到 临界 值 时 , 裂 尖 放出 电荷 ,在 裂 尖 前 方 
一 微小 区 域 将 没有 电荷 , 故 电场 是 奇异 的 ,从 而 可 采用 
电场 强度 因子 来 讨论 传导 裂纹 的 断裂 ,但 在 裂 尖 周围 的 
电荷 云 将 起 到 屏蔽 外 电场 的 作用 ,从 而 提高 了 断裂 韧 д 
性 。 图 12 -12 为 无 电荷 区 的 条 形 简化 模型 。 设 裂纹 在 
z, ME, MBROW z, 轴 到 4 为 无 电荷 区 ,从 5 到 c 为 
Hy AX 


12.4.2 简化 本 构 模 型 中 的 无 电荷 区 模型 


D 裂纹 对 其 前 方 点 电荷 的 吸引 力 

首先 讨论 会 半 无 限 传导 裂纹 的 二 维 无 限 体 ,无 穷 远 处 没有 和 载荷 ,其 中 有 一 点 电荷 的 解 。 裂 
尖 取 为 坐标 原点 ,裂纹 位 于 横 轴 z, 的 负 半 轴 上 , 极 化 沿 zi 正 向 ,x 垂直 于 裂纹 。 为 使 概念 清 
楚 起 见 ,讨论 由 式 (12 - 3) 表示 的 本 构 关 系 的 无 电荷 区 模型 ,但 要 注意 ,坐标 轴 和 这 里 选取 的 不 
同 ,那里 极 化 是 沿 z, 轴 的 。 因 此 采用 式 (12 - 3) 时 ,需要 把 那里 的 坐标 轴 作 适当 代 换 , 即 zs 一 


1 
I 
I 
I 
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c 


+, 


图 12-12 裂 尖 无 电荷 区 模型 


Жү Z1 T29 X; "X36 进一步 假设 质点 只 有 23 方向 的 位 移 , 即 


и, = 0, we = w(x, т;) (12 — 52) 
oz = Ми», 十 ep,: ， 62 = Muz. — еф, 


(12-53) 
D, =— еи: —єфа» D; = euz, EQ. 


和 12. 2. 3 7—6, БН u, o 都 是 调和 函数 ,因而 可 用 复 变 函数 方法 求解 。 本 处 有 
us = Im[U(z)]J, @= Im[@(z)], z = zi Fize | 


O22 + 1021 一 MU (=) 十 ie (=), Є22 十 12єз\ 一 U' (z) (12 — 54) 
D. — iD, =— e U” (z) +iep (z), E: + iE, =— @'(z) 
传导 裂纹 的 裂纹 面 上 的 边界 条 件 为 
вз == 0. Е, = 0, Жү < 0 (12 — 55) 


设 点 电荷 gC 或 沿 zs 方向 单位 长 度 上 的 电荷 ) 作 用 在 点 z。。 满 足 边界 条 件 的 复 势 为 


U=0, @=— 29 0 — Je) + nz — Ye) (12-56) 


2тє 2ne 


把 上 式 代 人 式 (12 -54),8 


А of 0 м Zo 十 f/f Zo 
E, —iE, = 1Ф (=) = — 
| 2 z Ane [= [= + /z(./Ze — Vzo)— Vzo Zo 
@22 + ids = e(Ë, —iF,), D. — iD, =e(F, —1Е,) 


如 zo 为 za 轴 上 的 xo, 则 电场 强度 为 


(12-57) 


af Zoi 


Е, —iE, = L ， Ke = lim vV (E, —iE,) = 一 一 
nesz (z — хо) 20 EV nzo 
(12 - 58) 
K, = lim y Zaz Со» 十 ipa) = еКъ, Kp = lim Vv 2xz CD, — 1D;) =єКр 
如 果 没 有 裂纹 ,无 限 介质 中 点 电荷 的 解 是 (参见 10.3 节 关 于 点 热源 的 解 ) 
ОС = 0, Ф 一 一 ig In(z—- zx), Е, ~iE, = _ l (12 - 59) 
ene 2де 之 一 Ze 
从 而 由 存在 裂纹 引起 的 镜像 电场 为 式 (12 - 50) 和 (12 - 5202 22, BP 
олы o F /Zo 1 
五 人 — Е? 一 4 Vzo g 《12 一 60 
a AWE SE =z! | 


如 果 点 电荷 位 于 z, WE RRA ту 轴 上 一 点 的 镜像 电场 为 


Ee = а Е стае l J=- tee = (12-61) 
Zrel fay (zi хы) “Zo 2тє fx, (ул + Vro) 


当 zu 接近 裂 尖 时 ,作用 在 zo 处 电荷 gq 上 的 镜像 力 为 


(12 -62) 


F: = ФЕР ЕЕ 2 Tan 

由 上 式 见 ,镜像 力 为 负 , 将 电荷 吸 向 裂 绞 , 这 便 是 裂纹 对 其 前 方 点 电荷 的 吸引 力 。 

2) 无 电荷 区 形成 的 条 件 

在 外 加 电场 作用 下 , 裂 尖 附近 的 电场 达到 饱和 ,外 加 电场 驱使 电荷 离开 裂 尖 ,离开 裂 尖 后 
的 电荷 又 被 型 纹 所 吸引 。 采 用 下 列 简 化 假设 来 讨论 无 电荷 区 形成 的 条 件 : 当 紧 令 烈 尖 前 方 的 
外 加 电场 减 去 镜像 电场 后 大 于 等 于 饱和 电场 时 ,或 外 加 电场 力 减 去 镜像 电场 力 后 大 于 等 于 饱 
和 电场 产生 的 电力 时 , 裂 尖 电荷 才能 真正 离开 裂 尖 ,到 达 其 前 方 的 某 一 点 。 为 简单 计 , 只 讨论 
хі WEA. ERE zw 处 电荷 gq 上 的 外 加 电场 力 下 , 为 


Е, = K® q/ (ялу (12 - 63) 


AF KP 为 外 加 载荷 在 裂 尖 产生 的 电场 强度 因子 。 显 然 ,为 使 电荷 离开 裂 尖 ,5 必须 为 正 。 
电荷 区 离开 裂 尖 的 条 件 是 (图 12- 13) 


图 12-13 传导 裂纹 无 电荷 区 模型 的 力学 分 析 


和 


каже ө 


К 2 
Е. tF > 4Е., ЕЧ q 1l = gE. (12-64) 


Vanz кеха ~ 
由 上 式 知 ,在 裂纹 前 方 z, 轴 上 存在 两 个 点 满足 上 式 中 的 等 式 条 件 , 即 


+ (ка 29:) | (12-65) 


1 
Zo 一 2 SIRE. Jin E. | Ke 
上 式 给 出 图 12 - 12 上 的 c #l b 点 ,所 以 在 这 两 点 之 间 便 是 电荷 聚集 区 ,这 和 弹性 体 中 裂 尖 前 
方 无 位 错 区 的 情形 相仿 "*~* 。 对 单个 电荷 而 言 ,5 点 是 发 射电 荷 的 开始 ,超过 с 点 后 ,由 于 小 
于 临界 电场 力 ,所 以 便 停止 运动 了 。 但 当 发 射 多 个 电子 后 时 ,4c 成 为 电荷 聚集 区 ,情况 就 要 复 
杂 一 些 , 下 面 进行 讨论 。 

3) 简化 本 构 模 型 中 的 无 电荷 区 模型 

电荷 聚集 区 bc 有 许多 电荷 ,存在 相互 作用 , 比 单个 电荷 情形 复杂 得 多 。 设 电荷 聚集 区 中 的 
电荷 分 布 密度 为 f(z), 且 有 O = feo) = 0; 外 加 电场 在 裂 尖 产生 的 电场 强度 因子 为 KP ;临界 
电场 强度 为 E.。 利 用 式 (12 - 58) 中 电场 的 渐 近 式 , 则 电荷 聚集 区 中 电荷 的 平衡 条 件 为 


(a) с 
Kg q f(x.) vz х= E., b < z, [e (12 - 66) 


у ZnT 2пє- > t zi (x — zx1) 
按 式 (1 -113) 和 文献 [250j], 上 式 有 解 的 条 件 是 积分 两 端 5 和 c< 处 f(x) = 0, 或 下 式 成 立 


(а) 
[E Мх КРУ Van и 0 (12-67) 
ГЕРЕ b) 


由 此 求 得 
KP = 2./2тсЕ, Е(х/2, k)/x (12-68) 


式 中 Е(х/2, 和 是 第 一 类 完全 椭 贺 积分 ， Hp k= V1 一 b/c。 式 (12 -66) 的 解 是 

4еЕ. 0 М v 7% п, BETA, a] (12-69) 
— a p! сбх; b) 

Жин П[{х/2, mw ,| 为 第 三 类 完全 椭圆 积分 。 考 虑 到 式 (12 - 68) ,由 电荷 聚集 区 中 电荷 产生 

的 电场 强度 因子 为 


Ко =— Vx L ‚Оа x —2,)/4 E.|veE(4 =, k) )-vor($. k) ]= @—pKe 


2ned + 


f(z) 


K? = eQ-DKP, KP =(O-DKY,O=,/2 (FS, k)/E(F в) 
с Е 2 
(12-70) 


式 中 F(z/2, k) 95—265 AD. ERRI Hi f P< Pq А ju BB БЕ A F Sb DR БЕ A T+ 
和 电荷 聚集 区 中 电荷 产生 的 强度 因子 之 和 ,利用 了 式 (12- 54) 后 ,可 得 


Ke = KP +K® = ОК, Ko = Ki’ +e(O—DKP =e(1+ 14 JK - K 


K, = KP +е(й—1)К?, K, =K? = (К —eKP]/M 


(12-71) 
把 上 述 诸 式 代入 局 部 了 积分 公式 (12 - 11) , 便 得 
J. = (1/29(К,К, + КЪКЬ) = (1/2M)(K® — ¿K ° + (e/2) (QK t° y 
或 2M]. = (KS)? —2eK KP + Ce? +eMQ?) (КР )? (12-72) 
进一步 假设 5 和 < 为 常数 , 则 按 局 部 J 积分 准则 ,断裂 准则 可 以 写成 
2М], = (KP — eK)? БеМ(ОК Y = 2MJ a (12 - 73) 


式 中 J. FT SS A AY GR J 积分 值 。 通 过 两 组 实验 来 确定 纯 机 械 场 和 纯 电 场 载荷 下 的 断裂 
韧性 。 设 天 ,和 Kz 分别 为 KE = 0 (SE LRA A Кї” 一 0( 纯 电场 ?下 的 断裂 韧性 , 则 按 上 
式 有 


KL, = 2M] a> (EMOQ? + е? Ке. = 2М]„ 
K ger — V2 er? Kee =+ 2M] «/ (MQ: +e) 
上 式 中 已 考虑 电 强度 因子 可 取 正 或 负 号 。 利 用 上 式 , 式 (12 - 73) 可 写成 量 纲 一 的 形式 


(12-74) 


К ба) ЕМО? t 2 
[R= + (емо? Te ye Кы ] «MQ? + е? ( ) 
Ке K? KP eyo I 
或 (к) = МП" 下 у? Ку Ken + (к) = 1 (12 — 75) 


土 式 中 的 负 号 用 于 正 电 场 , 正 号 用 于 负电 场 。 要 上 式 成 立 , 按 式 (12 - 74) ,应 要 求 
К?, = (EMR? + е) Ki, (12-76) 
但 从 实用 的 角度 考虑 ,可 以 突破 上 述 限制 ,采用 两 个 独立 的 实验 参数 КП KE, 如 有 必要 ,还 


可 在 第 二 ,第 三 项 前 增加 加 权 系 数 ,更 有 利于 拟 合 实 验 结果 ,这 便 和 式 (12 - 1) 较 为 一 致 了 。 
Zhang 等 5 “还 讨论 了 一 般 情况 ,和 实验 符合 也 较 好 。 


12.4.3 其 他 实验 结果 


Heyer, Schneider, Balke, Drescher 和 Bahr" Hj 4 点 弯曲 试 件 实验 研究 了 PZT - 
PIC151 陶 瓷 ( 图 12 -14), 试 件 尺 寸 为 长 38 mm, $ 3 mm, Bñ 4 mm, BARA 0. 9—2. 2 mm, 
试 件 上 下 表面 涂 银 , 充 作 电 极 ,裂纹 中 充 以 NaCl 溶液 模拟 传导 和 裂纹。 应力 和 电场 强度 因子 由 
有 限 元 分 析 得 到 。 实 验 和 理论 分 析 结 果 示 于 图 12 - 15, 拟 合 的 断裂 准则 可 以 写成 


图 12-14 四 点 弯曲 试 件 


юшкан sss 


ЕЕЕ —Ө 


K, = 0. 90 — 0. 01Kz — 0. 000 02K} (12 — 77) 


AF K, 的 单位 是 MPa • m” , Ke 的 单位 是 KEKV。m 1⁄2, Щщ 12-14 可知 ,上 述 断 裂 准 则 在 
一 50 之 Ks < 25(kV + m 1⁄2) 的 范围 内 是 很 好 的 。 


天 /MPam ” 


oa=(2.18+0.05)mm xa=(0.92+0.02)mm о a=(1.47+0.03)mm 
л a=(1.27+0.04)mm +a=(1.17+0.01)mm о a=(1.58+0.04)mm 
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图 12-15 ДА 


12.5 电介质 的 电击 穿 


在 电子 器 件 中 ,电击 穿 是 一 种 常见 的 破坏 形式 。 电 击 穿 是 一 个 复杂 的 过 程 , 和 机 械 的 、 电 
的 、 热 的 和 化 学 的 等 多 种 物理 因素 有 关 。 下 面 提出 的 电击 穿 准 则 ,只 是 力学 家 提供 的 一 些 参考 
理论 。 缺 陷 的 存在 ,将 显著 提升 应 力 和 电场 的 强度 ,使 机 械 破坏 和 电击 穿 都 易于 发 生 。 对 于 抓 
立 的 绝缘 裂纹 ,垂直 于 它 的 电场 在 其 尖端 产生 电场 集中 现象 ,而 平行 于 它 的 电场 将 不 起 作用 。 
对 于 传导 裂纹 恰好 相反 。 在 试 样 中 常常 观察 到 电击 穿 沿 着 微细 传导 管状 隧道 ,在 外 场 作用 下 ， 
隧道 向 前 扩展 ,最 终 导致 发 生 电击 穿 。 


12.5.1 能 量 准 则 


能 量 准 则 认为 , 当 外 场 引起 的 微细 传导 隧道 端 部 的 驱动 力 超过 试 件 阻 力 (承受 能 力 ) 时 , 隧 
道 将 向 前 扩展 ,最 终 导致 击 穿 。Suoc1 指 出 ,外 场 提 供 的 能 量 ,一 部 分 转 为 可 逆 的 变形 能 和 电 
能 , 另 一 部 分 转变 为 不 可 道 的 隧道 扩展 畸变 能 。 类 似 于 Griffith 理论 ,有 
f + du + gdp, = du+ydl, du = a; de; + E;dD; (12-78) 
RP f, ppe du,y, dl 分 别 为 体积 力 , 电 势 (或 电压 ) ,电荷 密度 ,内 能 ,隧道 扩展 单位 长 度 所 
需 消耗 的 功 ,隧道 扩展 的 长 度 增 量 。 另 一 方面 ,可 以 通过 电 弹 性 边 值 问 题 ,计算 出 隧道 扩展 力 
BY ВЕ ЖЕЛКЕ, BD 


ап =—Gdl, G =—ƏH/Əl, dH = du— f • и — pdp. (12-79) 


式 中 五 为 总 势能 。 能 量 原 理 认为 如 果 满 足下 式 , 则 隧道 扩展 


бу (12 – 80) 


作为 例题 ,以 下 讨论 半径 为 a 的 圆柱 体 ,其 外 表面 涂 以 金属 薄 层 电极 ,中 心 有 一 细小 的 电 
极 , 两 电极 间 加 上 电压 V。 当 电压 升 高 到 一 定 值 时 ,从 细小 电极 的 端 部 将 发 出 一 半径 为 5, 长 
AL 的 导电 隧道 (图 12-16)。 当 LL 污 5 时 ,导电 隧道 和 圆柱 体外 表面 的 电极 可 以 近似 看 成 同 
轴 传 输 线 ,从 而 离 导 电 隧 道 > 处 的 电势 为 
r _ 2кє(ф — pz) 
z In(a/b) 


(12 - 81) 


图 12-16 扩展 的 隧道 路 径 


式 中 po p 分 别 为 隧道 和 圆柱 电极 的 电势 ,< 为 电介质 的 介 电 系 数 ,9 为 单位 长 度 障 道上 的 电 
荷 。 由 于 e p 不 变 , 故 q 是 常数 ,从 而 外 加 电场 的 功 为 9C9: pL, 而 存储 在 介质 内 的 能 
BE a(qi 一 gz)L/2, 故 对 自 相似 扩展 的 隧道 ,有 


91. neL (фу — p) 
一 一 一 (12-82) 
П=— (рр) 5 In(a/b) 


能 量 释放 率 为 


~ On _ ne(gi— p)? _ xeV2 12—83) 
G= aL InCa/b) In(a/b) 


按 式 (12 - 80), q б >у 时 ,导电 隧道 继续 扩展 。 
12.5.2 J 积分 理论 
由 式 (3 -120) 知 ,对 于 三 维 问题 , 当 闭合 积分 面 内 无 奇 点 或 空洞 等 缺陷 时 ,存在 守恒 积分 
Ф ба, — Bsusi) nda = 0 (12-84) 


式 中 g 为 电 Gibbs 自由 能 ,ni 为 曲面 的 外 向 法 线 。 上 式 表明 ,对 于 任 一 以 缺陷 上 的 闭 曲线 为 
起 始 曲线 的 包含 缺陷 表面 的 闭 曲面 , 式 (12 - 84) 的 积分 取 相 同 的 值 。 类 似 于 二 维 问题 ,这 里 给 
出 三 维 问题 的 J 积分 。 对 于 纯 电 载荷 的 情形 ,可 以 定义 J 积分 为 


J; =| (gë; — D;g.i) nda (12—85) 


根据 二 维 问题 的 结果 知 ,对 于 缺陷 问题 ,J 积分 值 等 于 能 量 释放 率 。 对 于 具有 隧道 的 三 维 缺 


人 


жине 


№ ,Веот 和 天 im525 给 出 如 下 证 明 :讨论 介质 内 一 包含 隧道 头 部 的 封闭 曲面 ,该 封闭 曲面 的 外 
向 法 线 为 m( 在 缺陷 表面 指向 缺陷 内 部 ) , 当 无 体积 力 和 体积 电荷 ,缺陷 固定 时 , 按 虚 功 原理 有 


| seay 一 | r,ñu,da 一 | Рәт,бейа =0 (12-86) 
如 果 缺 陷 以 速度 v; 作 相 似 扩展 , 则 ii 时 间 内 介质 中 自由 能 的 变化 为 
s| gav = Гаваи + | guidemida (12-87) 
Att а, 为 缺陷 表面 积 。 因 而 电介质 的 总 势能 的 变 分 变 为 
a= 5| gdV—| авада | Danidpde 
P (12-88) 


= | gvdemida + | Виша + | Dimidpgda = 0 


上 式 已 利用 了 a = а, Ба, = ap tapo ЖЖ а, bu; 是 规定 的 ,a E ç 是 规定 的 ,在 a. 上 
др = — puvi dt E a —a, hv = 0, 所 以 式 (12-88) 又 可 写成 


a | gujm;da +f Dim;o, E da (12 — 89) 


设 隧道 长 度 为 6, 位 于 zi 轴 上 ;并 沿 zi 轴 扩 展 ,从 而 上 式 中 的 o, = bà; ;同时 注意 到 隧道 头 部 
的 外 法 线 n 和 上 述 封闭 曲面 的 外 法 线 贡 反 向 , 即 n 二 一 m 。 从 而 能 量 释放 率 G 为 


x SH 1 èl _ 
G = Fa = ; St K +n;D;E,)da (12 — 90) 
上 式 和 式 (12 85) 一致, 即 有 了 一 G, 

利用 式 (12 - 85) 中 的 J 积分 或 (12 - 90) 中 的 能 量 释放 率 
G, 可 以 计 及 缺陷 形状 的 影响 。 下 面 给 出 具体 例子 。 设 半 无 限 
电介质 表面 有 一 半径 为 a 的 半球 金属 头 缺 陷 , 研 究 在 外 加 平行 
的 电场 E, 作用 下 的 电击 穿 问 题 ( 图 12 - 17)。 无 限 介质 中 有 
一 金属 球 的 解 在 标准 教科 书 中 都 有 ,利用 对 称 性 可 得 半球 的 
解 , 球 外 电势 为 


半球 金属 球 头 缺陷 
‚ю-к в вр 
Е, =—Е[1— (=) | 图 12-17 半球 金属 球 头 缺 隐 
(12-91) 
式 中 7, 0 为 球 坐 标 ,r = а zid zi, 0 为 由 正 zi 轴 算 起 的 极 第 。 由 上 式 推 出 


к= (ЕЊЕ), D,==E,, D, =єЕ, (12-92) 


注意 到 当 只 考虑 电场 作用 时 ,蒜头 无 应 力 。 从 而 求 得 
J = 2 re El (12 -93) 


利用 J 积分 可 进一步 讨论 电击 穿 问题 。 
对 于 在 平行 于 长 轴 的 电场 作用 下 的 半 无 限 电介质 表面 有 一 半 柳 球 金属 缺陷 的 电击 穿 问 
题 , 可 采用 椭 球 坐标 处 理 ,最 终 可 得 


J = nec’ E H(A) 


ноу) = — 2an] ‚о<д=®<1 
2 П 2 (6 ааа А.) | (1294) 
Но) = 29 D[Q 1) БАҺА] а 
т (аА 1 A] ° 
At МА Т 


式 中 с 2 83% ARR ЗЕК уа 为 垂直 旋转 面 的 半 轴 长 。 当 a->0 时 , 半 椭 球 变 为 钱币 形 ， 
此 时 有 


J= nec E? (12-95) 


对 于 除了 头 部 外 ,隧道 还 有 一 定 长 度 的 情形 ,需要 用 有 限 元 求解 电场 。 
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